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Yorwort. 


Jiliiie dor inerkwiirdigsten Tliatsaclicn airf dem Gebiete der matbe- 
irnit.isclieji Litciratiir ist dio vvoitgohoiido Treniiungj die zwisclioii d(iii 
(‘iigliso.liou Publicaiioiioii aiif dor oiuou Sciio mid deneii dor [ibrigoji 
oiiropiiisclieii Naiiioiion andororsoitH bestolit, imd dio sick in den lotzton 
].)(uu‘iinioii, wir you gauz inodoniou AiiHiUzon abselieuj olior ver- 

.sc.Iiilrrt; als geuiildort liai Man wird you vorulioroin voraiLssotzon diirlbu^ 
duHs V(3r]n{)go diosc^r Tniimung oiuor jodon dor boideu iuVergloicli kom- 
rno.udoii Piirl;oiou zalilroiolio mid wortlivollo Anrogmigou ontgebou. Dio 
InV.nuit angvjdouiiotou IJol)orlogU)igou diirftou (Tir das doutsobo Publikuiu 
kaiim an irgtiiid oiiioui Work(i uliorzougoudor liorvorLniton^ aLs an lloutli’s 
Dyiannik tbir Sysbiino starriir K()r])or, dor(3n orsten Tlioil wir biormit in 
I l(‘b(n’Hol,/.uiig vorlogtm. In Diigland uud don oiigliHoli rcdondon Liuidorn 
isir (li(3S(Js IbioJi ( w(3l(*b(i.s jol./l; dort in .soohnt(vr Aulbi.go orscdioinl;) liingHt 
iilxn-all vorbr(‘i(,<d,; (3H ist dan allgmin^iin^^ iionnabi Ltdirbnoli d(3r 
McfJianik; • in l)oui;s(dda.nd aluvr diirriio dasHolIx^, troiz go.logontlitdior 
llinw(dsc*, di(3 man n(‘U(n:ding.s in (bir kacdilitoratur limb^i;, iirunor mudi 
so guii wi<i nnlxdva-nni: s(‘in. Uiid docdi iil)or/iOUgl; m‘no aiicli. nur llnohiigd 
.1 )uri*bsi(’li(; aJbnn dos vorliogi^ndmi Ikmdos, dans wir (3s inii; oinoiti Work(i 
dor ausgo,|>riigl.osi.('.n .Ibginiari. zu i.liun linbiin, wokdios V(3nn()g<3 <bu’ 
b'filb* stn'iKM* allgo.ni(*iii vtjrsLilndliolion na(di all.o*ii hMold.uiigoii aiisgroifombni 
ibnsjdol(3 fiir oinon doibm, dor siid.i ni(*.ld) aid* dio a])Hl:ra(d;(‘n. Prin(d))i(Mi 
bosobriiidnin will^ soiidorii dio Auwondung dor I.b*inc.ij)i(vn. aiir oojionjic^ 
Problonio (ndasson mdcbb.*, von (bn* \V(d(.goluindsLoii .Uodo,uLmig soin ninsi;. 

In (b;r dMiali niinndi das W(3rk von K,onl)h aiudi iniKn-lialb dor (nig- 
lisoJimi liolirbiio.ldilnrjiJ.ur oiin'. ganz s[j(‘<.nJis(dio Sbdhing oin. ,l)ass(dlH3 
isl, man irn’ichlo sagcni, das lblg(n’iolil-ig('. .Ib'zougniss dor an. (bn* Uni- 
vtn’siiiii U*ainl)i*i(lg'(3 oid.wi(dadl,(jn nnd li(n*rs(di(‘iid(ni Ujibn-ricdiisnniUKab;, 
(bn’(ni ainn'kaimbn* Moisbn* (bii* V(n*lass(n* s(ni. vi(d(ni ,)a.lir(ni gow(‘S(iii isi. 
fndinn di(‘S(‘ McdJiodo (bni griissLini jMa(didrimk uni' di(j Dun'.barlxriUing 
(l(‘r (}inz(dnon Anwtmdmigini l(3gl., briiigt: sio di(i Paliigk(ni.(ni (b‘s bor- 
lunidon naoii Ix.'siiinnd.or Riobtiung* ohm' Zw(3ilb] zu auss(.n*()rdoidrudi(;r 
.lbii;wi(*.k(*lnng. DaJur iriil; And(n*os ziirnidv, was wir in uns(n*(iu dindiscdn.ni 
akad(nnis(di(ni Vorlosungiiii in orsi.or binio aiiznsiindion j)llog(ni: dor 
sysi(‘nia(,is(di (3 Aul'bavg dor allg(nti(n'n(3 Ibdx^rbliok und dio Anr(iguiig 
zur (‘iginuiu solbsliiiidigon idooiiliildiing. Man kann, die Vorziigo, wolclio 
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Vorwort. 


unsere deutsclie Metliode in dieser Hinsicht besitzen mag^ voll an- 
erkennen, obne darum zu libersehen, dass die englische Metliode 
daneben, sozusagen als Erganzung, ibre ausserordentlicbe Bedeutung 
besitzt. Dies jedenfalls ist die Auffassung; von der aus wir das Werk von 
Routh dem deutscben Publikum auf das Angelegentlicliste empfebleii 
wollen. 

Was den besonderen Inhalt des vorliegenden Bandes betrifft^ so 
sei bier nur auf das Kapitel VIII, welches von den Lagrange'sclien 
Grleicbungen handelt, verwiesen. Die dort gelebrte Metliode der modi- 
ficirfen Lagrange’schen Function (bei der man nur einige der Ge- 
schwindigkeitscoordinaten q durch die entsprecbenden Impulscoorclinaten 
p ersetzt) wird heutzutage in der Tbeorie der ,,cyclischen“ Systeirui 
allgemein auch von deutscben Porscbern angewandt (Helmholtz, 
Hertz etc.)^ es diirfte aber kaum allgemein bekannt sein, dass diese 
Metbode schon vor 20 Jabren von Routh entwickelt wurde, niimlicli 
in der 1877 erscbienenen Preisscbrift: A treatise on the stahility of a 
given state of motion. 

Zum Scblusse nocb die Bemerkung, dass die sehr correcte Ueber- 
setzung des engliscben Originals, welcbe Hr. Scbepp in dankenswertlKU' 
Weise geliefert bat, vor dem endgultigen Abdruck von Hrn. Dr. Licil)- 
mann dahier und mir durcbgegangen worden ist, wobei sicli Jiis 
wiinscbenswertb herausstellte^ die Entwickelim gen des Verfassers v<u*- 
scbiedentlich durch Hinweis auf nicbt-englische Literatur zu ergili)z(‘ii. 
Auf diese Weise ist der diesem Bande beigefiigte Anbang oiiishandi'n, 
der allerdings aufVollstandigkeit in keiner Weise An sprucb macbeii kann. 

Gottingen, den 11. October 1897. 

F. Klein. 


Dem Vorwort des Herrn Prof. Klein fiigen wir hinzu, was (bn* 
Verfasser in der Vorrede zur secbsten Auflage seines Buclies: .77/r 
elementary part of a treatise on the dynamics of a system of rigid ‘bodies, 
being part 1 of a treatise on the whole subject With nimeroiis examples 
by E.J. Routh, sixth edition^ London: Macmillan and Go., New-Yorh: 
the Macmillan Company, 1897 iiber die Anordnung des Stoffes sagt. 

Das ganze Werk ist in zwei Tbeile getrennt worden. In deiri 
ersten Band werden die Grundprincipien der Dynamik nebst den in (dir 
elementaren Anwendungen gegeben, wabrend die schwierigeren Theo- 
rien und Probleme dem zweiten Tbeil vorbebalten sind. Manebmul ist 
ein specieller Fall eines Problems, wie z. B. die kleinen Scbwingungcui 
eines verticalen Kreisels oder dieBewegung einerKugel auf einer rauhcMi 
Ebene, elementar genug, um ibn in diesem Band behandeln zu kdiinen 
wabrend die allgemeine Tbeorie erst in dem naebsten folgt. Um chm 
Plan des Buebes verstandlicb zu macben, ist dem Inhaltsverzeicbiiiss 


eine kurze TJebersiclit liber die in dem zweiten Band behandelten Gregen- 
>stande beigefligt worden. 

Jedes Kapitel wurde mogliclist vollstandig gemaclit, so dass der 
Leser Alles, was sicli auf irgend einen Theil des in ibni behandelten 
Giegenstandes bezielit, an derselben Stelle findet. Es scliien dies von 
Vortheil fiir diejenigen zu sein, welclie mit der Dynamik schon be- 
kaniit sind, da es ihnen gestattet^ sicli den Tlieil anszusnclien, der ihr 
Int(n’esse am Meisten erweckt. Aber auch dem Anfanger wird es 
dadurcb erinoglicbt, sicli seinen Studienplan selbstandig zu wahlen. Er 
wiaisclifc vielleiclit nicht, wenn er das Studium der Dynamik beginnt; 
diircli ein rein analytisches Kapitel aiifgebalten zu werden, ehe er zu 
dem eigentliclien Gegenstand des Buclies kommt. So kann er gleicli 
mit dem D’Alembert’schen Princip beginnen und nur die Theile des 
ersten Kapitels naclilesen, auf welclie verwiesen wird oder er kann 
mbgliclist bald zu den grosseii Principien der Placlien und der lebendigen 
Ivraft ilborgelien. Diejenigen; welclien der Gegenstand vollstandig neu 
ist; linden ein Verzeicliniss der Paragraplien, welclie sie am besten m- 
erst lesen wiirden; liinter dem Inhaltsverzeichiiiss. 

Ein besonderes Kapitel ist der Bewegung in der Ebene gewidmet; 
(lor Vorfasser bat damit die Scbwierigkeiten der Dynamik von denen 
d(;r Raumgoometrie trennen wollen. 

Zu j(xlom Kapitel wurden zalilreiclie Beispiele gegeben, von denen 
viiibi S(3lir bnclit; aiiderc dagegen fiir Vorgesclirittene bestimmt sind. 
Uiri (iino mogliclist grosso Abwecliselung zu bieteii; ist eine Sammlung 
von Problomeu, die deii an, der TJniversitat Cambridge und den Colleges 
gogobomm Examination Papers entnommen sind, dem Ende eines jeden 
’lva}>it(d,s beigefligt worde.n. Da die Probleme von vielen verschiedenen 
blxaminatoron iiiisgearboitet wurdoii; so wird sicli der Studirende mit 
iliror lliillc Gowandlieit in dor Aufldsung aller Arten von dynamiseben 
l^b’agen erwerlmn klinnen. 

Boi der .Auswabl dor Beispiele hat der Verfasser in erster Liiiie 
(larauf gc^sehcii; dass sie sidi geiiau dera Princip aiischlicssen; zu dessen 
klrljluterung sie dieneii sollen. Zugleich wurden solche Masebinen fiir 
(Hi) Anwondmig dor Siltzo ausgesuebt; die im Gebraucb sind und sich 
Ixnviibrt liaben. Jedes praktisebe Instrument, das eine so lange Be- 
scbreibimg nicht erfordert; dass es zur Erlauterung untauglicb wird, 
wiirdi^ vicilleicbt intercssanten aber gekunstelten Constructionen vor- 
gezog(3ii, — 

Ho weit dor Verfasser. Was die TJebersetzung angclit, so liabeii 
wir .Polgendes zu bemerkon. 

P'lmktr. zum Eezeiebuen der Difterentialquotienten nacb der Zeit; 
wio es tlnnlweise im Original gesebeben ist; baben wir niebt benutzt, 
weil sie leicht zu Verwechslungen Veranlassung geben und bei uns 
weiiig im Gebraucb sind. — Der Verfasser neniit lelendige Kraft das 
Product aus der Masse und dem Quadrat der Gescliwindigkeit, wahrend 
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wir, well es in Deutschland gehrauchlicher ist, unter lebendiger Kralt 
das halbe Product yerstehen. Vergl. die Aiim. auf S. 315. — Die eng- 
lischen Maasse, Gewichte etc. sind, soweit es angemessen erschieii; in 
deutscbe umgewandelt worden. — Hier und da haben wir einigc Zu~ 
satze geinachtj die sich auf die Literatur bezieheu. (Die beiden Fuss- 
noten auf S. 78 und 144 sind yon Herrn Dr. Liebmann.) — An eiiiigen 
Stellen haben gewisse Ausdriicke, wie z. B. excentric lines (§ 40); area 
conseryed (§ 77 des Originals und 76 der TJebersetzung) u. A. eine 
nahere Erklarung nothig gemacht. — An dem Ende des Bandes liabeii 
wir als Ersatz fur das Register im Original ein moglichst y oils tan diges 
Sach- und day on getrenntes Namenregister hinzugefagt, welches , wie 
wir hoffeU; die Benutzung des Buches erleichtern wird. 

Im Uebrigen entspricht die Bearbeitung durchaus der sechsten Auf- 
lage des Originals. Bei der Uebersetzung freilich war diese Auflag(3 
noch nicht erschienen. Wir sind dem Verfasser; Herrn Dr. Routh; filr 
die Preundlichkeit; mit welcher er uns zuerst seine Veranderungen und 
Zusatze zur fiinften Aiiflage und spater die Druckbogen der seclisten 
Auflage zur Verfiigung stelltC; sowie dem Verfasser und eoglisclnni 
Verleger fur die Ueberlassung des Uebersetzungsrechts zu Dank vor- 
pflichtet. Zum Schluss mochten wir noch Herrn Prof. KleiU; der das 
Vorwort geschriebeu; die zweite Correctur durchgesehen und den A.u- 
hang liber die Literatur am Ende des Bandes hinzugefiigt hat; sowi<^ 
Herrn Dr. Liebmann in Gottingen fiir seine Mitwirkung dabei uiLsern 
herzlichsten Dank aussprechen. 

Wiesbaden; den 14. October 1897. 


A. Scliepi). 
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Man bittet die folgenden Feliler zu corrigimi: 


S. 1, Z. 3 V. u, sehreibe „Buc]i“ statt „Eapitel‘S 

S. 8j Beisp. 6 setze ein einfaches Integralzeichen statt cles cloppelten, 

S. 9, § 11 nnd S. 10, Beisp. 2 setze liotiiogen“ statt „lieterogcn“. 

S. 15, Beisp. 11. Statt: „Nimmt man als Dreieckscoordinaten die Inlialte der 
Dreiecke xx, s. -w.^ setze „Nimmt man als Dreieckscoordinaten die Verlialtnisse der 
Inlialte der Dreiecke n. s, w. zu dem ganzen Dreieck“. 

S. 33, § 45 andere man die Formeln fiir das Viereck und zwei verbiindene 
Tetraeder in die folgenden um 



1.2z^ 


' _ j _ - j - 2 )^ ^ — 1 (^1 ^2 ^3 } 1 

1 . 2 . 3 


worin S^^ die Summe der verscbiedenen Combinationen mit Wiederliolungen znr 
Qlasse von etc. bezeichnet. Man kann den Formeln fiir das Dreieck mid 
Tetraeder aucb die Form geben 



(n+ 

^ 1.2 . SV 

{n -j- 1) (n + 2) {n -f- 3) ” 


S. 92, Z. 12 V. u. setze Pbillips statt Philipps. 

S. 96, Z. 14 V, o. lies Sxz statt 2xy. 

S. 106, Z. 17 V. 0 . lies Basbfortb statt Bashford. 

S. 144, Z. 6 V. u. lies Jellett statt Jelett. 

S. 384, Z. 4 Y. u. lies Transformation statt Vertausebung. 



Kapitel I. 

Tragheitsmomente. 

§ 1. Man wird beim Studium der Dynamik finden, dass gewisse 
Integrale sich bestandig wiederliolen. Es ist deshalb angezeigt, sie 
in einem einleitenden Kapitel zum Nachschlagen zusammenzustellen. 
Wenn auch ibr Zusammenbang mit der Dynamik vor der Hand noch 
nicht einlenchten mag, so kami sicli dock der Studirende yersicherfc 
halten, dass es ebenso vortbeilhaft flir ibn ist Tragbeitsmomente mit 
Leicbtigkeit niederschreiben, als die Scbwerpunkte der Element arkdrper 
angeben zu konnen. 

Zu den nothwendigen Satzen kommen jedoch nocb viele andere, 
die eine bessere IJebersicbt xiber die Lage der Tragbeitsaxen in einem 
Korper geben. Aucb diese sind bier aufgefiibrt, obwobl sie nicbt von 
derselben Wicbtigkeit sind wie die ersten. 

§ 2. Alle in der Dynamik sowobl als der Statik und einigen 
anderen Zweigen der angewandten Mathematik vorkommenden Integrale 
sind in der einen Form 

dx dy dz 

entbalten, worm (a, y) specielle Wertbe baben. In der Statik sind 
zwei dieser drei Exponenten in der Hegel Null und der dritte ist ent- 
weder die Einheit oder NuU, je nachdem der Ziibler oder Nenner einer 
Coordinate des Schwerpunkts gesucbb wird. In der Dynamik ist von 
den drei Exponenten der eine Null und die Summe der beiden andern 
gewohnlich 2. Das Integral in seiner ganzen Allgemeinbeit ist nocb 
nicbt vollstandig discutirt worden, wabivscbeinlicb weil nur gewisse 
Palle reellen Nutzen baben. In dem Pall, in welcbem der betracbtete 
Korper ein bomogenes Ellipsoid ist, bat Lejeune-Diriclilet (Bd. IV 
von Liouville’s Journal) den Wertb des allgemeinen Integrals in Gamma- 
funktionen gefunden. Seine Resultate hat spater Liouville in dem- 
selben Band auf den Pall eines heterogenen Ellipsoids ausgedebnt, in 
welcbem die Scbicbten gleicber Dicbtigkeit abnlicbe Ellipsoide sind. 

In diesem Kapitel werden wir uns banptsacblicb auf die Betracbtung 
der Tragbeits- und Deviationsmomente bescbranken, da nur in diesen 
Pixllen das Integral in der Dynamik Verwendung findet. 

Kouth, Dynamik. I. 
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Kapitel 1. Tragheitsmomente. 

§ 3. Deflnitioiien. Wenn die Masse eines jeden Punkfces eiiies 
niateriellen Systems mit dem Quadrat des Abstandes des Punktes von 
einer graden Linie multiplicirt wird, so heisst die Summe der Product© 
das Trdgh&itsmoment des Systems fur diese Linie. 

1st M die Masse eines Systems und ^ eine solcbe Grosse^ dass 
Mlc^ das Tragbeitsmoment des Systems beziiglich einer gegebenen 
graden Linie ist, so beisst To der Trdgheitsradius des Systems fur diese 
Linie. 

Der Name ,,Tragbeitsmoment^^ riibrt von Euler ber und wird jetzt 
tiberall gebraucbt; wo die Dynamik starrer Korper studirt wird. Wir 
werden nocb die folgenden Ausdriicke gebraucben: 

Wenn die Masse eines jeden Punktes eines materieUeB Systems 
mit dem Quadrat des Abstandes des Punktes von einer gegebenen 
Ebene oder einem gegebenen Punkt multiplicirt wird, so heisst die 
Summe dieser Producte das Tragbeitsmoment des Systems in Bezug 
auf diese Ebene oder diesen Punkt. 

Wenn zwei grade Linien Oco, Oy zu Axen genommen werden und 
wenn die Masse eines jeden Systempunktes mit seinen beiden Ooordi- 
naten y multiplicirt wird, so heisst die Summe dieser Producte das 
Deviationsmoment^) des Systems beziiglicb dieser beiden Axen. 

Es wbrde vielleicbt passender gewesen sein, es das Deviations- 
moment des Systems beziiglich der beiden Coordinatenebenen ya 
zu nennen. 

Der Ausdruck „Tragheitsmomente in Bezug auf eine Ebene'*^ wurde 
zuerst von Binet gebraucbt. Sie werden deshalb aucb Binet’scho 
Tragbeitsmomente genannt. Siebe Binet „Memoire sur la theorie des 
axes conjugues et des moments d’inertie" J. de Tec. polyt. cab. XVL 

§ 4. Ein Korper mbge auf beliebige rechtwinldige Axen Ox, Oy^ 
0^ bezogen werden, die sich im Pnnkt 0 schneiden und x, scion 
die Coordinaten eines materiellen Punktes w, dann sind nacli diosoi 
Definitionen die Tragbeitsmomente beziiglich der Axen der Xj y, 

beziiglich der Ebenen ysi, 0 x, xy: 

A' = Zmx^j B ~ IJmy% C' — 
die Deviationsmomente beziiglicb der Axen yz, zXy xyi 
D = Emyz, E = EmzXj F == Emxy 
und schliesslicb das Tragbeitsmoment fiir den Coordinatenanfang: 

H = Em (x^ + 2/^ + z^) = 

wenn r der Abstand des Punktes m vom Coordinatenanfang ist. 

1) Rankine, a manual of applied mechanics. 3. ed. p. 522. Hat on de la 
Goupilliere im Journ. de T^c. polyt. XXXVIL 
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(1) dr(‘i 'rrilgli(ui.snioni(uit(i Aj /{, C l)eziigHcli dreior roclit- 
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Kapitel I. Traglaeitsmomente 

§ 6. Es ist klar, dass das Verfahreri beim Aufsuchen voxl Inig- 
heits- und Deviationsmomenteu lediglich in der Integration Tjostei. 
Wir wollen dies an dem folgenden Beispiel erlautern. 

Das Tmglieitsmoment einer gleichformig^n dreiechigen Dlcctte 
einer in ih/rer Ebene liegenden durch einen Echpunlct gehendm su 

fmden. 

BAC sei das Dreieck, Ay die Axe^ in Bezug auf welcbe das Mo- 
ment gesucLt Avird. Ziehe Ax senkreclit zu Ay und Terlilng'ere BC 

bis zu seinem Durchscbnittspunkt D mit 

Ay, Das gegebene Dreieck AJS C kann 
als die Differenz der Dreiecke ABDj 
ACD angesehen warden. Wir wollen 
zuerst das Tragheitsmoment yon ADD 
suchen. BQB'Q[ sei ein Fladieneleineiit, 
dessert Seiten BQ^ B' Q[ der Basis A J) 
parallel sind und BQ schneide Ax in 
M, sei der Abstand des Eckpunkttjs 
B yon der Axe Ay^ AM. == x und 
AD = l 

Dann ist der Inhalt des 

elements BQB'Q' offenbar I dx 

und sein Tragheitsmoment in Bexug tiuf 

Ay ist /xZ dx.x^j wenn g die Masse 

pro Placheneinheit bedeutet. Das Tragheitsmoment des Dreiecks A DD 
ist daher » 



0 


Ebenso ist das Tragheitsmoment des Dreiecks ACD, wenn y (bm 
Abstand des Eckpunktes C yon der Axe Ay bedeutet, ibis 

Tragheitsmoment des gegebenen Dreiecks ABC ist also ' y’O- 

Nun sind ~ Z/3 und ^ly die Flacheninhalte der Dreiecke AJ3D imd 

ACD, Ist daher M die Masse des Dreiecks ABC, so wird das Tx-uglieits 

moment des Dreiecks in Bezug auf die Axe Ay gleich Af(/3^+- /dy + y-). 

Beisp, ‘W'enn jedes Element der Masse des Dreiecks mifc der 
seines Abstandes von einer graden Linie durch den Eckpnnkt A multiplicirfc wird, 
so kann auf dieselbe Art hewiesen werden, dass die Summe der Proiluctc 
2M 

(n+l){n + 2) 

§ 7. Ist der Korper eine Lamelley so ist das Tragheitsmoment in 
Bezug auf eine A^oce, die auf ihrer Ebene senJcrecJit stelvt, der 8%tmme der 




fluiTl) Inb'^rnU ion (§ IV -S). 


TriighoitHmomeyiie hez. ziveier hdkUmjer redifwhildiger uAaxn gldch, die m 
der Mime der L(mivUe liegmi iind von dem Ihmkt auetjehm^ in welchem 
die frsie. Axe die Miene triff'L 

Di'iin, iu‘hint*n wir diii H(‘nkr(H*,li.t zur Elxuie an, .so .siiid die 

Traghoitsirionicnite .//, () l)(izilglicJi der Axon 

A • 2] mi/, B -= Em id, (J — EyuQd if) 
luul doHluilb (J - - A li. 

Wir kdnuini diontni Satz auf duH Droleck anwcnukni. Kind }/ 
(Vie Al)sirmd(* dor Pimktt^ B, (J von dtn* Ax(‘ Ax, so isi das Triigkoifcs- 
infumnii dos Droiindcs Hir (duo im Punkl. A auf (lin* Klxnic^ dos Dronicks 
i‘rrioht<de Norniulo 

i- -[- liy + y--' + IP + li'y + y'^) . 

Hoisp. Man <1 uhh claw I’nije^lunlKnionu^nli don UiuiangH oiin^H KroiHos 

vom fladinH a und di‘r Muhnc* M idr jotU‘n i)iin’hmonH<'r I Ma^ iat. 

Da j<*d«‘H Kl»'in<nit (ItniKcdla'n Almtand vtm (li‘r Axi‘, di^in Ijoili iiu Miiitd- 
jjunkt auf dii* MIimu* di'H KridnoH, hat, .ho ini. tlas 'rra|.^h(‘iU4in<»iuoufc in auf 

dif*Hn A%p Mti® UuH Krmdiai orgihi nidi diinn VM)n solbsi. 

§ s. Talndlo, Die iolgondini Trilglieiisinoirienii^ ktnnmoii so liilulig 
vor, ilass sn* hior zuiri Niudi.scddagen zu.saininengosDdlL worden. Man 
wird gul. iliuii, sit* dfin (bMliudit-niss (dnznpriige.u. 

Das TraghoiisinomtMil. 

I I } (MHOS |{oohie(dvs von don Soil.on "Jtt mid 2h isl- 
hoz. oiinn* Ak<*, dto in soims' Khono liogt, durolri 
soin Donirmn gtdd. nnd sonkn*oht auf dor Soi(,(‘ J Mass(‘ X , 
lin siohl. j 

lio/,. oinor dtnvh sidn (Jonirum goliondon Axo,l • • i I 

tlio sonkroohi. auf soiiior Mlnnn* sl.cdil, j " •< ^ 

( LM oinor Kllipso mil. don Ilulliaxmi a uml h 

ho/, dor grossoron llalhaxo n Masse >" ^ , 

hf/. di*r Ivloinoron llalh.axo h Masse x , 

}m'/. oinor Axo, die im Millolnunlit sonkrooldd tt- | Ir 

1 till- ill I MasMo X 

aid dor hlM'Uo <ior Mlipso stolit. j 4 

In doin .sjiooiollon Kali dos Kndst^s vnm Ihidins n isl. das 'Prilg- 

hod>jnonionl ho/, oim* . Durohinossors Masse X ^ , 

lie/, oinor in soinom Miihdnnnki. aid’ soinor Dhonol ir'® 

. . o i I * I ' Mass(‘ >; ,, • 

orradiiidon oonkrot'lir (Si j 

Dh oinor KIlipNoidos von don llalliaxon (h i*, e 

/j’ I o" 

ho/, dor A\o a Massi* IX 

h 

In doin spmdolton Kail dor Kug«d vum l{a<lius n isi. das d'nig- 

k) 

lioit^anonioni ho/, oim*-: Dnndiinossors Massi* X r/e. 
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Kapitel I Tragheitsmomente 



(4) eines recliteckigen Parallelepipeds mit den Seiten 2c 

bez. einer Axe, die durch sein Centruni gelitj » ^2 

und senkreclit auf der Ebene mit den Seiten | = Masse X — ^ — • 
26 und 2c steht j 

Als Hilfsmittel fur das Gedachtniss empfeblen wir folgende Regel: 

Tragheitsmoment 1 Summe der Quadrate der auf ilir senk- 

um eine Symmetrie- 1 rechten Halbaxen 


um eine Symmetrie- 1 rechten Halbaxen 

axe j 3; 4 oder 5 

Der Nenner ist 3, 4 oder 5, je nachdem der Korper recliteckig, 
elliptisch oder ellipsoidisch ist. 

Suchen wir z. B. das Tragheitsmoment eines Kreises vom Radius 
a bez. eines Durchmessers, so bemerken wir, dass die auf ihm aenk- 
rechte in seiner Ebene liegende Halbaxe der Radius a ist, wahrend 
die Halbaxe senkrecht auf seiner Ebene Null ist; das Tragheitsmoment 

ist daher Af—, wenn M die Masse bedeutet; wiinschen wir das 

Moment bez, der auf seiner Ebene im Mittelpunkt errichteten Nor- 
malen, so bemerken wir, dass von den zu ihr senkrechten Halbaxen 


^2 I ^2 

jede a ist; das gesuchte Moment ist daher M — 




§ 9. Da die Metliode zur Bestimmung der vorstehenden Trilgheitsmomente 
so ziemlich dieselbe hleibt, so begniigen wir uns damit, iiur zwei Flllle genaiior 
auszufdhren. 


Bas Tragheitsmoment der Ellipse um die Icleine Axe zu bestimmen. 

Die Grleicbung der Ellipse sei 2/ = - Ya^ —1 ^ . Nimint man irgond eincii 



unendlich schmalen Streifen PQ parallel der y- 
Axe an, so ist das Tr^heitsmoment offciibar: 


a 

\h x^ydx^4:{i ^ J x^Ya 


— dx. 


worin g, die Masse pro Elachcneinlieit ist. 

Um diesen Ausdruck zu integriren, seize man ^ sin das Integral 
wird dann 


.. 2 

j o,os^(p Biu^q) dcp^a*J — 


-cos4qp , 7 ta^ 


und das Tragheitsmoment ^ (inab ^ Masse x ^ - 

4 4 


Ebenso findet man das Deviationsmoment eines Ellipsenquadranten bez. seiner 
Axen — Masse x abj^n. 

JDas Tragheitsmoment eines Ellipsoids bez. eines Haunyidwi'chmessers zu hp. 


Dio flloichnn^r a^s Kllipaoids ftoi x^/a^ + iflh- + = 1. Nimmt man 

irgimd tdno imcndlioh schmale Schicht 
<2 parallel dor ?/jc?-Ebene an, so ist ihr 
Fliidieninlialt. offenbar tcPN- QK. Es ist 
PiV aber (lerWcx*th von z fiir y = 0 und 
QN dcr Werth von y fur 0 , wio 
man sie aus dcr (Tleiclinng des Ellip- 
soids erlullt; also 

PN=~- 

a ^ ’ 



QN^ j/a^ — rc* 


dalK'r (lor Elilclieninlialft dor Scliicht 
(r ^ ^ 

Ih(, /t dio Massi‘ pro V^»lumon(‘iulM*ii., dann isf. das j^anzti Traf^beitsmonumii 

1 a* 

I 


n / {(P ■ y;») ' dx 

f ' 




TT he / . 

'4 all ■ 


(a^ - ^ 


<i 


^ {<(} — x^) (lx 

+ 


~j a TT (I h c ^ M asHo :*< 

^ 5 o 

Anl dioH(‘liM' Art, kami man dass dim Onviiitionsmommit (lt‘.s Ooiankm 

oini‘s }‘Jlli])soidM boy., ebn* Ax(m (x, y) - IVlasH(*, '‘Ihclhic isi.. 


nt‘i?:p. I. Das 'IViij.jIioi(.Mnuum‘n(, oiru's l{r(‘iHl)o^^<mH, d(‘,HHOii IkidiuH a isl imd 
dfT v.u oiiunn ( k’ulriwinlttd {.pdiiirl., Is'/,. 

la) oiin*r im (k'ui.riun auf d<'r KnnH(‘l)(‘.no B(mkv(n'.hl, skdamdim Axo. inI, ^ ■ Ma*. 
(bi oiiifr dnroii don l>o*p'inniUolpnnldr /.pdu'ndoii mir KnuHolamo Honlcr/ubkui 
Axo 

/ sill <c\ „ 

: :i I\1 j 

(f) finos Diirolimo dor dmi lialbirl., 

/If (1 


lloiM)), *1. Das 'rriipboil imunnoul don 'Plndls dm* Eliudn*. (dnor Pjira.lxd, wcibvhov 
dur*’b oiiu* Urdinalo im Alsdand ./* voin Sclio.il.^d ab^(‘Ko.bniiiimi wird, ist. /l/a:* 

1h ■/. dm' 'ranpmfo an don S(*lioilol nnd i\I jr ln’Z. d(‘s Ilau]»iduro,lnn(‘KH(;rs, wnmu 

y iVu' 7M x ^b’dinalo ist,. 

Ib'isp .'I f)aH 'rriij.d»‘*itnnnjnonl. «lor EHirln*. <]or (iomuiH(’ab‘ r* rePooKUt^ 
In"/., mam* Linio diiroli dmi t 'ni»rdina,lonanran^, dio, in do.r Elumo. dor Kif^nr li(‘gfc 

und j oukrorlit, auf ihrm* Axo ij.cdd, ist. /V ^ 

4 H 

Drif.ji 4. Eino laiinolb* wird v(»n vior jL!:bu(’.hs(ul,i;.((‘n llyporboln bo^mm’/.t, 
von dmiou -/wri dio ( amitlinat mm >:oji 7.11 AHympl.ot.im lialnaj, walinmd dio, bodibm 
aridorn difoa* Axon '/.n I Ia.npt,dnndinn‘S.Mrni Im.lnm. Man Iniwanso, (bms dio iSnnnno 

dor 'I'la/^ljpdt ;.Jiio)m'n! o dor laumdlo In"/,, dor < l(»{)rdinab‘nsi.xmi p ((»:" ■ -«'") (fD — /!'*) 
j‘t, v,**un a, r.'; |i, (J' dio Ilanpilmllpaxon dor nyp(n*bo.ln siml. 
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Kap. I. Tragheitsmomente. 

Man nelime als Gleicliungen der Hyperbeln xy~u^ dann Bind 

die Tragheitsmomente A^J^y^Jdtidv^ B J du dv ^ worin 1/J die 

Functionaldeterminante von (w, v) in Bezug . auf (^c, y) ist. Man erhillt sofovt 
A + JB =:-ijydtt dv, wobei die Grrenzen offenbar w == y bis j a ' v bis 

i) = 

Beisp. 6. Eine Lamelle ist auf zwei Seiten von zwei abnlicben Ellipsen be- 
gi-enzt, wobei das Axenverbaltniss der Ellipsen m ist unci auf den beiden andern 
Seiten von zwei abnlicben Hyperbeln mit einem Axenverbaltniss gleich n. Die 
vier Curven baben ibre Hauptdurcbmesser langs der Coordinatenaxen. Man be- 
weise, dass das Deviationsmoment bez. der Coordinatenaxen 

4 (m® -)- n^) 

ist, wenn o;, a; /?, |3' die grossen Halbaxen der Curven sind. 

Beisp. 6. Wenn da ein Element der Oberfiacbe einer Kugel ist, welches auf 
beliebige recbtwinklige sicb im Centrum scbneidende Axen bezogen wird, zu be- 

weisen, dass da = ^* 2 / 1+2 'vvorin r den Radius der Kugel unci 

n eine ganze Zabl bedeutet. 

Beisp. 7. Himmt man dieselben Axen, wie in dem letzten Beispiel, zu be- 
weisen, dass 

f 2»+2 ^Sf). ^9)LQi) 

J y ^ 2« + i’ L{n) 

worin n — f'\-g'^lh und L{f) den Quotienten des Products aller natiirlicben 
Zahlen aufwarts bis zu 2/^ dividirt durcb das Product derselben Zablen aufwilrtH 
bis zu f bedeutet, beide, 2/ sowobl wie eingescblossen. 

Um dies zu beweisen, bemerken wir, dass nacb dem letzten Beispiel 

+ fiy + vef" da = 

c/ 2 W -j- 1 

ist. Man entwickele beide Seiten, und seize die Coefficienten von 
gleicb. 

Multiplicirt man das Resultat mit Ddr, so erbalt man den Wertb des Inl,(‘.- 
grals far eine bomogene Scbale von der Dicbtigkeit Z) und der Dicke dr. Ib;- 
trachtet man I) als eine Punction von r und integrirt in Bezug auf 7 *, so kanii 
man den Wertb des Integrals fur jede beterogene Kugel finden, in wolchor die 
Scbicbten gleicber Dicbtigkeit concentriscbe Kugeln sind. 

Beisp. 8. Wenn da ein Element der auf die Hauptdurcbmesser bozogentui 
Oberfiacbe eines Ellipsoids ist und p das Loth vom Mittelpunkt auf die Be- 
riibrungsebene bedeutet, zu beweisen, dass 

J K V ^^^pda = — ^ Lln) 

ist, worin a, &, e die Halbaxen sind und die iibrige Bezeicbnung diesclbc ist wio 
vorher. ’ 

Dieses Resultat folgt aus dem entsprecbenden fur eine Kugelscbale sofort 
mit mfe der affinen Transformation (§ 40). Das entsprecbende Integral -wenn 
die Exponenten von x, y, z beliebige Grrossen sind und die Integration fiber einen 
Octanten der Obei^acbe erstreckt wird, ist durcb Diricblet’s Theorem in Gamm'i- 
functionen gegeben. ' 

Beisp. 9. Zeige, dass in einem Raum von n Dimensioneu das Volumen V 
die Oberflache S und das Tragheitsmoment J der Kugel, deren Gleicliung 



Andre Mefchoden. (§ 9 — 11). g 

^ + ^ 2 * + • • ■ + Xa^ = isfc, bez. einer anf der Coordinate senkrecbt stebenden 
Ebene dutch die Gleichungen 

V^- 
r 

gegeben sind. 

Diese Resultate folgen leicht aus Diri chiefs Theorem. Vergl. auch §5(2). 

§ 10. Differentiationsmethode. Viele Tragheitsmomente konnen 
aus den in § 8 gegebenen durch Differentiation abgeleitet werden. So 
ist das Tragbeitsmoment eines ellipsoidischen Korpers von gleicli- 

formiger Dichtigkeit q bez. der Axe a wie bekannt j TtahcQ — 
Nimmt das Ellipsoid unendlich wenig an Grrdsse zu, dann ist das Trag- 
heitsmoment der einschliessendeii Schale d [-^ ^abcQ - • Diese 

Differentiation kann ausgeftibrt werden, sobald das Gesetz, nach 
welchem sich das Ellipsoid andert, bekannt ist. Nimmt man an, die 
Ellipsoidenflaclien, welche die unendlich diinne Schale einschliessen, 
seien ahnlich und das Verhaltniss der Axen fiir jede dieser Flachen 
ware durch h =^jp a ^ c — q^a gegeben, so ist das Tragbeitsmoment 

des ellipsoidischen Korpers = j - y 

der Schale = ~ ^Qpq (^3^+ 

und ebenso die Masse 

des ellipsoidischen Korpers = j^Qpqa^, 
der Schale = iotQpqa^da, 

Das Tragbeitsmoment einer unendlich diinnen ellipsoidischen Schale 
von der Masse Mj von ahnlichen Ellipsoidenflachen eingeschlossen, ist 
daher ^ MQ)^ c^). 

Aus § 8 ist ersichtlich, dass es dasselbe Tragbeitsmoment wie das 
umschriebene rechtwinklige Parallelepiped von gleicher Masse hat. 
Diese heiden Korper haben also gleiche Tragheitsmomente bez. ihrer durch 
den ScliwerpunM gehenden Symmetrieaxen. 

§ 11. Die Tragheitsmomente eines heterogenen Korpers, dessen 
Grenzflache eine Plache gleicher Dichtigkeit ist, konnen manchmal 
durch Differentiation gefunden werden. Nimmt man an, das Tragheits- 
moment eines homogenen Korpers von der Dichtigkeit D, welcher 
durch irgend eine Flache von gleichformiger Dichtigkeit eingeschlossen 
wird, sei bekannt und es Hesse sich durch irgend einen Parameter a 
in der Form (p(a)D ausdriicken, so ist das Tragbeitsmoment einer 
Schicht von der Dichtigkeit D gleich g)' (a) Dda. Ersetzt man D durch 
die variable Dichtigkeit so wird das gesuchte Tragbeitsmoment 
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Kap. 1. Tragheitsmomente. 


Beisp. 1. Man zeige, dass das Tragheitsmoment eines heterogenen Ellipsoids 
bez. seiner grossen Axe, wenn die Sdiichten gleicber Dicbtigkeit illinliclio con- 
oentriscbe Ellipsoide sind und die Bichtigkeit langs der grossen Axe wie der Ab- 

stand vom Mittelpunkt variirt, j AT + c®) ist. 

Beisp. 2. Bas Tr^gkeitsmoment einer heterogenen Ellipse bez. ihrcr klcinen 
Axe ist, wenn die Streifen gleichformiger Bichtigkeit confocale Ellipscn sind und 
die Bichtigkeit langs der kleinen Axe sich wie der Abstand vom Mittelpunkt 



§ 12. Andre Methoden zur Ermittluiig von Triiglieitsinomenteii. 
Die in der Tabelle § 8 angegebenen Tragheitsmomente sind nur weiiige 
von den vielen^ die man hestandig nothig hat. Die Tragheitsmomente 
einer Ellipse bez. ihrer Hauptaxen sind z. B. dort gegeben, wir 
werden aber haufig anch ibre Tragheitsmomente fiir andre Axon 
brauchen. Es ist natiirlich mdglich, sie in jedem besondern b^all 
dnrch Integration zu finden. Es ist dies aber ein langwieriges Vtjr- 
fahren und kann oft durch die Anwendung der beiden folgenden SlUze. 
vermieden werden. 

Die Tr^heitsmomente eines Kdrpers fur gewisse durch scunon 
Schwerpunkt gehende Axen^ die wir zu Bezugsaxen nehmen wolhui, 
werden als durch die Tabelle gegeben angesehen. Um nun das Trag- 
heitsmoment desselhen Kor^ers bez. einer andern Axe zu finden, wolI(*u 
wir so verfahren, dass wir 

(1) das gesuchte Tragheitsmoment mit demjenigen um eine paralbdc^. 
durch den Schwerpunkt gehende Axe vergleichen. Es geschieht dies 
durch den Satz iiber die parallelen Axen. 

(2) Das Tragheitsmoment bez. dieser parallelen Axo durcli dio 
gegebenen Tragheitsmomente bez. der Coordinatenaxen ausdriickfui. 
Dies ermoglicht der Satz fiber die sechs Constanten eines Kdrpers. 

§ 13. Der Satz fiber die parallelen Axen. Wenn die Trdfjheit,^- 
imd Deviationsmomente fiir alle durch den SchwerpimU emeu Kdrpers 
gehenden Axen gegehen sindj die Tragheits- und Deviationsmomcnlv. 
aller parallelen Axen a/its ilmen ahmleiten. 

pas Tragheitsmoment eines Korpers oder Systems von Kdrjjeru 
bez. irgend einer Axe ist dem Tragheitsmoment bez. einer parallelen 
durch den Schwerpunkt gehenden Axe gleich plus dem Trfiglieii.H- 
moment der ganzen im Schwerpunkt concentrirten Masse bez. der ur- 
sprfinglichen Axe. 

Das Deviationsmoment fiir irgend zwei Axen ist dem Deviations- 
moment bez. zweier parallelen durch den Schwerpunkt gehenden Ax(m 
gleich plus dem Deviationsmoment der ganzen im Schwerpunkt con- 
centrirteii Masse hez. der ursprunglichen Axen. 

Erstens. Man nehme die Axe, fur welche das Tragheitsinomcuit 
gesucht wird, zur Es sei m Masse eines materiellen Piuiktos 

des Kdrpers: x. u. 0 seien die Donrdina.tAn vnn ^ -vi Tj 


des Schwerpunkts G des ganzeu Systems von Korpern, x\ y\ z die- 
jenigen von m in Bezug auf ein System von Parallelaxen durck den 
Schwerpunkt. 

Da Zmy'/2m^ Smz'lUm die Coordinaten des Schwer- 

punkts des Systems in Bezug auf den Sckwerpunkt als Coordinaten- 
anfang sind^ so folgt daraus 

Eonx' = 0 ^ Emy = 0 ^ Em 0=0. 

Das Traglieitsmoment des Systems bez. der ^-Axe ist 

= Em (x^ -|~ y^) 

= Em[(x-j^xy-i^(y + yy] 

= Em (x^ -f“ F) “H “t“ yy + 2^. Emx' + 2y. Emy. 


Nun ist Em(^x^y das Tragbeitsmoment einer im Sckwerpuukt 
concentrirten Masse Em imd Em (af^ + <3as Tragbeitsmoment des 
Systems fur eine durcb G gebende Axe; ferner Emx =0^ Emy =0^ 
womit der Satz bewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt, dass von alien einer Geraden parallelen 
Axen diejenige das Ideinste Traglieitsmoment aufzmoeisen hat, welche 
durch den SchtverpunM geht. 

Zweitens. Nimmt man die x, y-Axen als Axen, fiir welche das 
Deviationsmoment gesucht wird, so ist das gesuchte Moment 

= Emxy = Em (x + x') (Jj -(- y) 

= ^ . Em + Emxy + x Emy' + y Zlmx 

= S]/ Em + Emxy , 

Nun ist ^ Em das Deviationsmoment einer in G concentrirten 
Masse Em und Emx' y das Deviationsmoment des ganzen Systems 
bez. der durcb G gehenden Axen, womit der Satz bewiesen ist. 

Sind A und B zwei parallele Axen im Abstand a und h vom 
Schwerpunkt des Korpers und ist M die Masse des materiellen Systems, 
so hat man 


Tragbeitsmoment 
bez. A 


7 ,^ 2 ( Tragbeitsmoment \ 

- i hez.JB r 




Wenn daher das Tragbeitsmoment eines Korpers ftir eine Axe be- 
kannt ist, so lasst sicli dasjenige fiir eine andere ihr parallele Axe 
linden. I3s ist klar, dass ein ahnlicher Satz bez. der Deviations- 
momente gilt. 

§ 14. Der vorstehende Satz kann folgendermassen verallgemeinert 
werden. Ist irgend ein System in Bewegung und sind Xy y, 0 die 
Coordinaten eines Punktes von der Masse m zur Zeit t, so sind dxjdt, 
dyidt, dz/dt die Oomponenten der Grescbwindigkeit und d'^x/dt’^y d^y/dt"^, 
d'^zjdi^ die der Beschleunigung des Punktes parallel den Axen. 


F = 


■ 2m(p (xj 


dx 
dt ^ 




dt ’ 


d^y d^ 


dty 


sei eine gegebene voa der Structur und Bewegung des Systems ab- 
bangige Function und die Summe erstrecke sich iiber das ganze System. 
(p sei eine algebraiscbe Function erster oder zweiter Ordnung. So kann 
(p z. B. aus folgenden Gliedern besteben 

ax^-\-lx^-jr c (§ 1 ) + ey 0 -i-fx-\ , 


worin h, c . . . Constante sind. Dann gilt der allgemeine Satz : 

Der Werth von V fur irgend ein Coordinatensystem ist dem Werth 
von V gleichj den man fur ein paxalleles Coordinatensystem geftinde^i Jiat^ 
das den Schwer^u)%kt mm Coordinatenanfang hat plus dem Werth von V 
fur die game im SehwerpunM concentrirte Masse mit Bemg auf das 
erste Coordinatensystem, 

Denn; Xy py 'z seien die Coordinaten des Scbwerpunkts und es sei 
X X X etc.j also dx/dt = dx/dt + dxfdt etc. 

Da nun (p eine algebraiscbe Function zweiter Ordnung von x, 
dxfdt, d^xjdt^y y, • • * ist^ so erbalt man offenbar durch Substitution 
der obigen Wertbe und Ausfilbrung der angedeuteten Multiplicationon 
und Quadrirungen etc. drei verscbiedene Arten von Ausdriicken, solclie^ 
die nur x, dx/dt, d'^xjdf . . solcbe^ welcbe die Produkte von Xy x 
entbalten und scbliesslicb solche, in denen nur (dy dx/dt . . . vor- 
kommen. Die ersten ergeben im Ganzen (p(Xy dx/dt y ...), die letzteu 

(p ipd, dx /dty . . .). 

Es wird mitbin 

F_ ^, •) + ■ ■ ) 


+ 2;»{4sf+Bgx' + Oxf + ...), 

worin A, B, C, etc. Constante sind. 

Nun ist Umfx dx/dt) dasselbe wie xEm dx/dt und dieses ver- 
scbwindet. Denn da Zmx' — 0 ist, so folgt daraus, dass Bm dx'/dt — 0. 
Ebenso verscbwinden alle andern Glieder in dem letzten Ausdruck. 

Der Wertb von V ist damit auf zwei Ausdrucke reducirt. Der 
erste ist aber der Wertb von V fiir die ganze im Scbwerpunkt con- 
centrirte Masse, der zweite der Wertb von V fur das ganze auf den 
Scbwerpunkt als Coordinatenanfang bezogene System. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Der Satz wurde offenbar aucb gelten, wenn d^x/df, d?y/di\ (Pz/df 
oder bobere Differentialquotienten in der Function V sicb vorfanden. 

§ 15. Der Satz von den sechs Constanten eines Korpers. Wenn 
die Trdgheits- und Deviationsmomente fur drei grade Linien, die sich in 
einem PunM recUwinUig scJmeiden, gegehen sind, aus ihnen die Trdg- 
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Der Satz von den sechs Constanten (§ 14 — 16). 


heits- und Deviationsmomente fur alle andern in diesem PunM sicli 
schneidenden Axm dbmleiten. 

Man nehme die drei Geraden zu Coordinatenaxen. A, B, C seien 
die Tragheitsmomente bez. der Axen der JDy JEj F die Deviations- 

rnomente bez. der Axen y^, xy] cc, y die Eichtungscosinusse 
einer durch den Coordinatenanfang gelienden Geraden. Dann ist das 



Da OA" die Projection von 


Tragbeitsmoment I des Korpers bez. 
dieser Linie durcb die Gleicbung ge- 
geben: 

— 2I)^y — 2Eya ^ 2Fa^, 

P sei irgend ein Punkt des Korpers, 
in welcbem eine Masse m liegt und 
X, y, z seien die Coordinaten von P. 
ON sei die Linie, deren Richtungs- 
cosinusse y sind. Ziehe PN 

senkrecht zu ON^ 

OP ist, so erhalt man 


ferner 


ON = xa y^ zy j 

OP2 + 2/2 4- + 


Das Tragbeitsmoment I bez. 0^ ist = BmPN^ 

= Zm\x^ + 2/^ + + |32/ + y^y] 

= Zm [{x^ + 2 /^ + (cc^ + + 1 ^ 2 / + 7^Y\ 

= Zm ( 2/2 -|- z^) + 2/0 

— 2Zmyz . py — 2Zmzx . ya — 2Zmxy,a^ 


= Aa^ + P|32 + Cy^ — 2D^y ^ 2Eya — 2Fcc^. 


Genau auf dieselbe Art bann man zeigen, dass, wenn A', B\ C' 
die Tragbeitsmomente bez. der Ehenen yz, zx^ xy sind, das Triigheits- 
moment bez. der Ebene, deren Ricbtungscosinusse a, jS, y sind, 

T=Aa^-{- + C>2 + 21>fy + 2Eya + 2Fa^ ist. 

Man beacbte, dass diese Gleicbung sicb von derjenigen, welclie 
das Moment bez. einer Geraden angibt, nur durcb die Vorzeicben der 
drei letzten Glieder unterscbeidet. 


§ 16. Wenn drei grade Linien, die sicb in einem gegebenen 
Punkt recbtwinklig scbneiden, der Art sind, dass fiir sie als Coordinaten- 
axen die Deviationsmomente Zmxy^ Zmyz, Zmzx sammtlicb ver- 
scbwinden, so beissen sie die Sauptaxen fur den gegebenen Punkt. 

Die drei Ebenen, welche durcb je zwei Hauptaxen geben, beissen 
die Sauptelenen fiir den gegebenen Punkt. 
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Kapitel I. Tragheitsmomente. 


Die Tragheitsmomente bez. ,der Hauptaxen eines Punktes heisseu 
die Jffaupttrcigheitsmommte fur diese Punkte. ^ 

Die Fuudamentalformel in § 15 nimmt eine viel einfacliere Gre- 
stalt an, wenn die Coordinatenaxen . so gewalilt werden konnen, dass 
sie die Hauptaxen fiir den Coordinatenanfang sind. In diesem Fall wird 

+ Cy\ 

Wir werden sogleich. ein Verfahren kennen lernen, durcli welches 
wir stets diese Axen finden konnen; in einigen einfaclien Fallen kanii 
man sich von ihrer Lage durch den Augenschein tiberzeugen. ^ Der 
Korper sei symmetrisch bez. der xy-^hene. Dann entspricht jedem 
Element m auf der einen Seite, dessen Coordinaten y, ^ sind, ein 
Element von gleicher Masse auf der andem Seite der Ebene, dessen 
Coordinaten x, y, — z sind. Fur einen solchen Korper ist daher 
2 Jmx 0 — 0 und Hmyz = 0. Ist der Korper eine in der Ebene xy 
liegende Lamelle, dann ist das z eines jeden Elements Null und wir 
erhalten wieder Umxz = 0, Hmyz = 0 . 

Greifen wir zurtick auf die Tabelle in § 8, so sehen wir, dass die 
Axen der darin aufgefiihrten Tragheitsmomente stets Hauptaxen sind. 
So, sind im PaUe des Ellipsoids die drei Hauptsclinitte sammtlicli 
Symmetrieebenen und daher sind, wie wir soeben gezeigt haben, die 
Hauptdurchmesser Haupttragheitsaxen. Bei der Anwendung der Funda- 
mentalformel in § 15 auf einen der in der Tabelle erwahnten Korper 
kann man daher immer die hier gegebene abgekiirzte Form benutzen. 


§ 17. Wir wollen nun zuseken, wie die beiden wicbtigen Siit-ze der §§ IH 
und 15 in der Praxis anzuwenden sind. 

Beisp. 1. Nehmen wir an, es werde gesucht das Tragbeitsinoment einer ellip- 
tiscben Flacbe von der Masse M und den Halbaxen a und h bez. eines DiamcterR, 
der den Winkel 0 mit der grossen Axe einschliesst. Die Tragheitsmomente bez. 
der Axen a und b sind resp. A Mb^ und A Ma^. Nacli § 16 ist das Triiglieits- 

moment bez. des’ Diameters A ^.Qg 2 q ^ A q Wenn r die Lilnge 


des Diameters bedeutet, so ist dieser Ausdruck, wie aus der Gleichung der Ellipse. 
M 

bekannt ist, — — ♦ , welches eine fur die Praxis sehr bequeme Form ist. 

Beisp. 2. Nehmen wir an, das Tragheitsmoment derselben Ellipse bez. einer 
Tangente werde gesucht. Ist p das Loth vom Mittelpunkt auf die Tangente , so 
ist nach § 13 das gesuchte Moment gleich dem Tragheitsmoment bez. einer durch 

M a^b^ 

den Mittelpunkt gehenden parallelen Axe i^lus Mp\ also = — — 

== da, pr = ab ist. 


Beisp. 3. Als ein Beispiel andrer Art wollen wir das Tragheitsmoment eines 
Ellipsoids suchen von, der Masse M und den Halbaxen (a, &, e) bez, einer Dia- 
mQixalebene^ deren Bichtnngscosinnsse in Bezug auf die Hauptebenen (a, j3, y) sind. 
Nach § 8 sind die Tragheitsmomente bez. der Hauptaxen ^ M {b^ ^ c^), 

A (c^ + y A- b% Mithin sind nach § 5 die Tragheitsmomente bez, der 
HaMptebe^ien y Mc'^. Daher ist das gesuchte Tragheitsmoment 



Transformation der Axen (§ 16—18). 
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M 1 )^ Oder wenn j3 das Loth auf die pai*allele Beruhrnngs- 

ebene bedeutet, wie aus der Raumgeometrie bekannt ist, = M 

Beisp. 4. Das Triigheitsmoment eines Rechtecks, dessen Seiten 2a, sind, 

bez. emer Diagonale ist s ’ 

3 

Beisp. 6. Sind \ die Tr‘%heitsradien einer elliptischen Lamelle bez. 
zweier conjugirter Diameter, so ist 1//Ci® + l//i;g* = 4(l/a® + l/ft^). 

Beisp. 6. Die Summe der Tragheitsmomente einer elliptischen Flache bez. 
zweier Tangenten, welche senkrecht aufeinander stehen, ist immer dieselbe. 

Beisp. 7. Ist M die Masse eines graden Kegels, a seine Hohe und 6 der Ra- 
dius der Basis, so ist das Tragheitsmoment bez. der Axe ^ i^ez. einer 

senkrecht zur Axe durch die Spitze gehenden Greraden |- ilf /a® + ; bez. 

einer Erzeugenden ~ M durch den Schwerpimkt gehenden, 

auf der Axe senkrechten Geraden — 

Beisp. 8. Ist a die Hohe eines graden Cylinders, h der Radius der Basis, so 
ist das Tragheitsmoment bez. der Axe y Mb^ und bez. einer Geraden durch den 

Schwerpunkt senkrecht zur Axe -i Af a* -|- 

Beisp. 9. Das Tragheitsmoment eines KSrpers yon der Masse M bez. einer 
Geraden, deren Gleichung, auf beliebige rechtwinklige sich im Schwerpunkt 

schneidende Axen bezogen, ^ = ^ ^ — lautet, ist 

Z m n ’ 


j 4Z* ~|- JBm^ -|- On^ — 2 Dmn — 2 Enl — 2 Flm -|- 

+ M[P + + 7.2- (fl + gm + 7m)2], 

worin (7, m, n) die Richtungscosinusse der Geraden sind. 

Beisp. 10. Das Tragheitsmoment einer elliptischen Scheibe, deren Gleichung 

ax^ “I- 2 bxy 4- cy^ + -f- 1 == G 

ist, bez. eines der ir-Axe parallelen Diameters ist — • ^ , worin 31 die 
^ 4 {ac—h^y 

Masse und II die zu der Curve zweiter Ordnung gehorige Determinante 
ae — b^-\- 2 bed — ae^ — cd^ ist, welche man gewohnlich die Hcsse’sche Deter- 
minante, zuweilen die Discriminante nennt. 

Beisp. 11. Nimmt man als Dreieckscoordinaten y, z die Inhalte der Drei- 
ecke PD a, PGA, PAD, welche den Punkt P mit den Seiten BC^a, 

AD — e eines Dreiocks verbinden, so ist das Tragheitsmoment einer elliptischen 
Scheibe, deren Gleichung in diesen Coordinaten (^{xyz )^0 ist, in Bezug auf 
einen der Dreiocksseite BC=a parallelen Durchmesser 



wo A der Inbalt des Droiecks ADC, IT die Determinante der Function 9 und K 
die mit den Zahlen 111 geriinderte Determinante ist. 


§ 18. Die Metliode der Axentransformation. Die in § 16 angewandte Methode, 
das Tragheitsmoment bez. einer Geraden OiV' zu finden, kommt eigentlich einem 
Coordinatenweclisel gleich, bei welchem diese Gerade als ueue Axe, sagen wir, der 
I genommen wird, da die Axen der 7} und ^ nicht nOthig sind. Wir konnen dies 
nun zu einer Methode verallgemeinern, die oft von grossem praktischen Nutzen ist. 

ISTehmen wir an, 9(1?]^) sei irgend eine quadratische Function z. B. 


y == Xi I* + -C-s ’I* + 4 S* + 2-®i ’if + 2 -Kj + 2.K, l»3 
land es soUe 2m(p {^ri^) gefnnden werden, wobei sich die Summe vibei' ia.igf'nd 
einen Kfirper erstrecken moge. 

Man waMe ein passendes Axensystem der x, y, z, welclies denselben Ooorui^-' 
natenanfang hat, derart aus, dass die seeks Constanten des Korpers, d. li. > 

Smxy^ Smyz^ Emzx samiatlich bekannt sind Oder leicht g'eluiiaen 
werden konnen. Die Richtungseosinusse mogen durch das Diagramm 




V 


X 

a 

P 

y 

y 

d 

r 

y 

z 

k" 

r 

y' 


■ yx 


+ yy + y'^ 


gegehen sein. 

Alsdann ist I == aa? + ^ ~ + P' 2 / + ^ = 

Setzt man diese Werthe ein und entwickelt, so erhalt man Z'ni(p{l7it) 
driicken der seeks bekannten Constanten des Korpers. 

Das Resultat mag anf den ersten Blick etwas complicirt erscheineii ; oh rev 
clucirt sich aber, wenn die nenen Axen passend gewahlt werden, in den nioiH<,eii 
Fallen anf wenige G-lieder, Sind z. B, die Axen der xyz llauptaxen, so werden 
die Glieder 2m xy, 2myz^ 2inzx sdmmtUch Null Dnter der Vorausset'/iung, 
dass die Wahl in dieser Art getroffen worden ist, erhalt die Gleichnng dit* b<v 
queme Form 

2m (p ~ 9? (apy) 2m x^-}- qo (cc y) 2my^ 4“ 9 §"v") 2inz'^. 

Beim Gebrauch dieser Formel merke man sich, dass der Coefficient von «'»'-• 

halten wird, indem man statt in qp(|?jS) die Eichtungseosinusse dor 7 ieiien 
x-Axe^ d. h. die in dem Diagramm in einer Reihe mit x stehenden CoHinnHHO 
setzt. Der Coefficient von 2my^ wird erhalten, indem man die RichtungHOOHiiiUHHi* 
der neuen 2 /- Axe substituirt, d. h. die neben y in dem Diagramm stohendeu <.Ni- 
sinusse u. s. w. 

Muss anch der Coordinatenanfang geS.ndert werden, so kann dies mii Ildllr 
des Satzes in § 14: geschehen. 

Beisp. 1. Die Coordinaten des Centrums einer elliptischen Flache Hin<.l (/'yh} 
und die Richtungseosinusse ihrer Axen (apy) (a'p'y'); man beweise, dass; 

2 ni^^ = M (/i* + ~ ^ • 

Beisp. 2. Ox^ Oy^ Oz seien die Hauptaxen des Coordinatenanfaufj^s ; nmn 
beweise, dass das Deviationsmoment F' ^ 2m^7\ bez. zweier rechtwinkli^or Aximj 
Ori, deren Richtungseosinusse {aa oc') (pp'p") sind, durch eiiie der ('Jleichuiigpn 
^m|7j = u^2mx^ CL 2my^ a' 2mz^— — oc§A — ct^'B — cc' p*' 
gegeben ist. Das zweite Resultat folgt aus dem ersten, da. ci§ d u' (V' - 0 

Beisp. 3. {yy y") mogen die Richtungseosinusse einer festen Axc^ mun 
Wenn nun 0|, Otj sich um 0^ drehen, zu beweisen, dass und A' IV - 

beide constant sind, unter A', B\ 0\ I)\ F' die Tragheits- und Doviai.innjv 
momente des Korpers bez. dieser sich bewegenden Axen verstanden. 

Denn nach Beisp. 2 ist 

— D' == A Py + J? -f C§" y", --F' = Aay + Bcc'y' + Coc" y'" 


daher 
und da 


D '2 ^'2 _ J^2y2 ^^2 ^ ^ 2AByy (cccc' + pp') -j- etc. 

l_-_y2^y'2_j_y''2 ao;' + pp'= — yy\ 


so erhalt man 

+ jB'2 = (A — By (y/)» + (B - a)* (y'yy + (0 
Ebenso findet man A' B’ — F’^ = BCy- + CAy'- ABy"^. 


-Ay{y’'y)\ 



{afiy) sintl, 

I ^ Acr f (Jy- ^J^ Djiy 2 ]':ya 

liiHsi. <Miu‘ splir iiiiizlifht* ^noiruitriscJio i)(Miiiui;r /,u. 

I)(*r li;uliusv{‘i*ti)r ()(^) mo|j;’(‘ sic.li nui' ir^n'iid (iiiu‘ Art nm den 
f(e|Lf<*}M*nf*n Punk(. (> dn*li<*n utul v<mi .soIcJn^r Lfuigc* s(dii^ dass das 
'rnifj;heii simniu'ut hez. dtsn r(‘c,iprolv<‘ii <iuadnit scrincu’ .Lilnyti ])r(h 
jioriiundl ist. Si(‘llt dann II die ljaiiji,-ci de.s K!idiii.sv(ad.or dar, doHseii 
Kirlitun;^»'.scj)sii}UN.se (icjiy) .siad, so ist / worin i: eiiui g(^- 

wisse (!t}nsian((‘ ist, die zur VValinuifj; d(‘r I )iniensi()ncai von I ein- 
l^eiuhrl. winlj und /[/ die Massif. VVir W(*rden der Kihvai we^j^eii statt 

ztnveilen das i*intaelit‘re Symbol K ^(dirauche!). ])ie rolargleiclnuif^^ 
ties Ories von isi. daher 

ll, A<r I I{f -\ (!y~ '■> Kya ^Faji. 

Niinnii. man statt tier INdartsau'dinattm n'clitwinklige, so wird 

A' ,iX' I I 'iinYz "j.xzx ^fky, 

weleln‘s dit» ( itbntdnmg einer zwt'it.tm (Jrades isi.. ,Ms gild* also 

tiir jetbm i’luikf () tones nial.eritdlen KtJrjitn’H tdnt^ (mtaj^nsdnoub^ 
I’Milelir /.weiimi (irades, widtdu* tilt* lOigensehari, bt^sit/J,^ duss das I'rilg 
indf sinoinent lav., irgtoid eine.s H,iidinHV<*id;ors dnndi das r(H'i])roke 
Quadrat ditva’s Hadiusveel urs diirgesttdlt wird. .I)(»r Vort-lndl dltsser 
1 )ar:it (dlnng besltdd. tlarin, tlass dit* Htv.itdmngtU) zwis(*,hen dtm 
hrit>.rnonH*nten fiir grutb^ Liiiien, tbe sieh in tdnton g('g(d)entm Punki, 
r.ebnfdtbm , milb^bd. der ladvannten Mlgtoiseballen tdiitu’ b'liltdn* zweiitm 
h'radivs ^.od'iindan wcrtlen ktbiiien. 

Ha das 'rriiglndismoinent stdner Hiblimg naeli als Sunnnt* eimo’ 
.\n/.a}il vtin Qiiiatlraten fine pnsltiv(‘ Urtissi* isl, s(» jnnss oilenbar jtsler 
ibnliusveelnr It I’etdl ^iein. Uie kMiltdie zwtdtto! (Jradt^.s ist dah<;r iinnito’ 
«*in ldli|is«>id, I'ls uur<le zuerst voti (biueby btoiiii.ztj I^tjrrclscs de 
Math, lid II, ’lb, Sicdie aiudi Se b 1 1 > ni i 1 e b in d«ni A bbandlungtm der 
laop/.up'r Akadeiiiif* II. 'Ml. Poinsol. erkanidt* .sidne. Ibaboitung tiir 
die Merbanilv Man iiennlr t*:; gewt'dinlieli (hts l^arNsof^srlic 'D'dilhaLs' 
bir den I’unkI O undj wenn (t tier Stdiwiu'pimk t ist, f/ns 
Pdi a :a,t ' uf'hr ( 'f atralt ll lp:iaid. 

relnT tiie d’rligliei ( sell! |»st dtlt* isl, So viid gt‘S(du‘itd)(Ui wtnaboiy (lass 
(,‘s hcbwierig isi, I'esi.'/usiellen , weltdie Verdiioist*^ tbm vao'seliiisltmen 
Auitnaoi zuk'immen. W'ir \er\V(*is(‘U autdi aid Ib’ol*. day 1 e y ’s [>erit'ht an 
die Itriiish Assm ialian j\ (. A.ik S. iilao* /S;^rrnnl o/‘ Di/ndidlcSj 1,S()2. 

§ Ii<i. IHe Invaiduiileii. I)as 'rrilgbeitsidlipsoid wird (bdinirt dumb 
fine t/t nan fnsrhr Kigeusebatt, dass nilmlie.b jeder Hudiusvecd.or (dner 

ji >Titii n^. liuiiiiK i M 
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Kapitel I. TrS,glieitsmomente. 

Constanten, dividirt durct die Quadratwurzel aus dem Traglieitsmoment 
bez, dieses Eadiusvectors, gleich ist. Wir mdgen daber Coordinateii- 
axen nebmen^ welche wir woUen, wir miissen iminer dasselbe Ellipsoid 
erbalten. Wird mitbin das Tragbeitsellipsoid auf ein beliebiges System 
recbtwinkliger Axen bezogen, so werden die Coefficienten von 
— 2 YZ^ — 2ZX^ — 2XY in seiner Gleicbung stets die Tragbeits- 
und Deviationsmomente bez. dieser Axen darstellen. 

Da die Coefficienten der Grleicbung dritten Grrades, welche die 
Lange der Hanptaxen des Ellipsoids bestimmt^ durcb eine Trans- 
formation der Axen nngeandert bleiben^ diese Coefficienten aber durcb 

AB + BC+CA-D^ — E^ — F% 

ABC — 2BEF-- AD^ BE^ — CF^ 

dargestellt werden, so sind sie fiir alle aufeinander senbrechten Axtni 
Tom napalicben Coordinatenanfang Invarianten und sammtliclx grdssi^r 
als Null. 


§ 21. Man beachte, dass die Constante s zwar willkurlich ist; 
wenn sie aber einmal gewablt ist, nicbt mebr geandert werden kanii. 
Wir erbalten so eine Reibe von abnlicben und ahnlich gelcgcuen 
EUipsoiden^ von welcben jedes als Tragbeitsellipsoid benutzt werd^ui 
kami. 

Ist der Korper eine ebene Lamelle, ^o heisst ein Schnitt des 
einem beliebigen Punkt der Lamelle entsprecbenden Ellipsoids mit der 
Ebene der Lamelle die TrdgJieits- be^. Centralellipse fiir diesen Pvinlit. 

Wenn die Hauptaxen fur irgend einen Punkt 0 eines Korporw zu 
Coordinatenaxen genommen werden, so nimmt die GHeicbung deft Trilg 
heitsellipsoids die einfacbe Form an AX^-^ BY^-{- CZ^=^ M£% worin 
M die Masse und irgend eine Constante bedeutet. Wir wolleu die.s 
nun auf einige einfacbe Palle anwenden. 

Beisp. 1. Bas CentralelUpsoid einer materiellen elUptischen Scheibe zu fhidni. 
Bebalt man die fnihere Bezeichnung bei, so ist -d. = i B ^ ^ d/a* 

O = A M (a« + Daber ist das Ellipsoid 


Da £ irgend eine Constante bedeutet, so kann man dafili- auch aeteen 

I ■ 


a* 








1st SO wird daraus eine dem Umfang der gegebenen Scheil^e Uhniiclit* 

Ellipse. Daraus gebt bervor, dass die Centralellipse einer elliptischen Schrdln* 
eine abnlicbe und abnlicb gelegene Ellipse ist. Dies folgt aucb aus § 17, B(uh]) i 
Beisp. 2. Bas Trdgheitsellipsoid fur irgend einen PunJct 0 eines viatcrielleti 
graden Stabs AB von der Masse M und Lange zu finden. Die Gerade OAB 
moge die Axe der a?, 0 der Coordinatenanfang, G der Mittelpuukt von AJJ 



Tragheitsellipsoide (§ 20 — 23.) 
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OG====c sein, Kanu. die materiel! e Linie als unendMcli dilmi angesehen, also 
-4 = 0, JB = ilf a® -|- == C gesetzt -werden, dann ist das Tragheitsellipsoid 

worin s irgend eine Constante bezeiclinet. Das Tragheitsellipsoid ist 
mithin ein gestrecktes EotationseUipsoid, welches zu einem graden Cylinder wird 
mit der graden Linie als Axe, wenn der Stab unbegrenzt diinn wird. 

Beisp. 3. Das Centralellipsoid eines materiellen Ellipsoids ist 
(Z>2 + c^)X^ + (c® + a^) + h^) e% 

worin s irgend eine Constante ist. Man hemerhe, dass die Idngste mid Icur^este 
Axe des To'dgheitselUpsoids Hirer Riclvtung nacli hez, mit der Idngsten und JcUrzesten 
Axe des materiellen Ellipsoids zusamnienfdllt. 


§ 22. Umgekelirt kanu man zeigen, dass tvenn irgend ein Ellipsoid 
gegeben istj ein reeller materieller Korper gefunden werden Icann^ 'oon 
welchem es das Trdgheitsellipsoid ist, voraiisgeseUt, dass die Summe der 
Quadrate der reciprolcen Werfhe irgend meier seiner Axen grosser ist 
als das Quadrat des reciprohen WertJis der dritten, 

Denn wenn die Tragbeitsmomente bez. der Hauptdurchmesser 


A. 


K 


= 0 = 1 


sind, so muss nach § 5 die Summe zweier von den drei Grrossen A, B, 0 
grosser als die dritte sein. Diese Bedingung ist aucb. ausreichend; 
denn setzt man zwei materielle Punkte auf jeden Hauptdurclimesser in 
solchem Abstand von dem Coordinatenanfang it S'? i 
solcken Massen m, m', m”, dass 

4mj9^== j5 + G — Aj G A — jS, 4mr^= A-\- B — C, 

ist^ so haben diese sechs materiellen Punkte die Hauptdurcbmesser des 
gegebenen Ellipsoids zu Hauptaxen und die gegebenen Grrossen A, B^ C 
zu ihren Haupttragheitsmomenten. 


§ 23. Die Grrundeigeiiscluafteii der Hauptaxen. Aus einigen ein- 
tacben Eigenscbaften der Ellipsoide lassen sich die folgenden Satze 
leicbt ableiten: 

I. Von den Trdgheitsmomenten eines Korpers fur Axen, die sich in 
einem gegebenen Bunlct schneiden, ist das Trdgheitsmoment bez. einer der 
Hauptaxen das grosste bez. einer andern das Meinste. 

Denn in dem Triigbeitsellipsoid ist das Tragbeitsmoment bez. 
eines vom Centrum ausgebenden liadiusvector das kleinste, wenn dieser 
lladiusvector am grossten ist und umgekehrt. Offenbar sind aber der 
grosste und kleinste Eadiusvector zwei Haupthalbmesser. 

Aus § 5 gebt liervor, dass von den Tragbeitsmomenten bez. aller 
durcb einen Punkt gebenden Ebenen dasjenige bez. einer Hauptebene 
das grosste bez. einer andern das kleinste ist. 

II. Wenn die drei Hauptmomente fur einen Bunlct 0 einander 
gleiclh smdy so wird das Ellipsoid eine Kugel. Jeder Durchmesser ist 
alsdann ein Hauptdurchmesser und die Radienvectoren sind sammtlicb 

2 * 



gkicli. Dalwr ist jede thmh i) (jvhmdv (Inidi / mr Unupitu* fnr nnd 
dm TrlUjlieiimmmimte fiir mV* i^ind (die (jlrmh. 

So sind z. B. Lufchi" vou tlpHi Sfhworpuiiki Wurt*! a ul 

(lio drei Scitoiitliiclien Hauptuxon; denn winl di^r Kurpf^r au! -.B 
Axon bozogeii, so ist ofiVnbar Hmxif ** 

Eb(»n.so siml din Traglioitsmonionti* bo/., ibror der Svinnjotn*' 
gloicli. Duhor ist jcdo Axi* durtdi don Srbwt»rpunki oia* a!»l 
nine Ilauptuxo iind simi dit^TraglndlHUHiinonto bt*/ ihror ^bniiiit !o h ;> li 
Nelimon wir %voitor an, tlor KTirpor .“sid »'in l*»du f. r 

und butnudit(?n zw(fi durrh tlon Kohworpnukt gologto Kbi'in in 
jt^do ]>arallol zu einor HoitontliUdio ist. Dir Ho/ioliuHg»‘u «!h- « i Im "vi* i? 
Kbtmen zu doni Polyodor sinti ilborall tiiosidbiui. Ibthor hoi aio h 
das (Jeiitrabdlipsoid in Bozug aul jodo dio*^or Kbouoii uhnli» b t!« n 
S(‘in. Dussrllni gilt filr hainintlioho tb*n Soifonllib-hm painibd* I .bi* i:« u 
Das Ellipsoid muss also oliio Kugol und das Tniglndf f * oa 
jodit Axo dasHidbo soin. 

B(‘isn. I. {Jr«'i ui.if * Fuuktr .1, /i, (* lirj^»f<ii 114 *n n i * * ■ 

}rl(*ichHfitijLC»'n l)r»dot‘k>: iii.ui b»*utS'«r, tiu* 'J>aKk»’U t ' ' • 

}nnilvt. (i nii«* ( Kns i t 

Dor Symniflrio wo^ni tlo* Diir* liii 4 » - (t A, (t U, 1 ^ 

hoilKidlipHi* fitr (i ^Ifdrh Hf*iu lUt* KIlipM" oU U.iln-r isii 

HoiKp. ‘*J Vit*r ^loifhr mut^ nollr Duukf* ia »irn I!rk* ii » ji* D ^ . 

Man bowoiijo, da^K iiu,n T^Uraodor r»’grinjiUui^^ jnt, Orntjab . I , - n. 

KngrI isit. 

Hoinji. a Wild durrh ir|.(<'nil idji*'!! rujikJ it m »*a;* j«. i* i 

MUono gidogt^ HU luH^un nndi nt di^-Hf-r Kljm** dur»'h (t /'a. i iuib'iriaiiO* i * 

boriolo tionui /i«dion, dann du'« I anijtfiMUhinMniMjij D* / {hm Null r- * 

Sio sinti tlit* Ax»'n tb'n HtlaufOt tl**'* ’ria),rh''i! »dhp^=Mid?- iuj jIi-h I , ; .* 

dor go^oln'iMSi Kboin* 


§2*1. Viir jt den PmdJ eines mntn itllm Stfsbms *jdd # . f 
tiuj'i itumdtr st nkrerld sU hrndt llntqdn.r* n 

ronsiruirt man das IVaglndtsidlipstdd di’s guguboinni P%*.ts , 

siud^ vvio gj'zuigi wortb^n isf , tlir^ I)o\ ialiunsimmn-ufi* lu / tl* \ . 

dio haiboii ( !tn*fii('i(Uiion vtui X }\ ) X. ZX in ti*-r <ib ^ \,.e 

<Ios 1' rugbritHolllpsoiiis uut dit'so (bu*ad»'n als ( *«MirciinalfHu\* ii ^ ♦ . -s v 
Wird nun oin Ellipst»iil uut ;-»idnu Huu]dilurflimu,,-aT al . A%«u 
so vor.sidiwindon dioso (‘tH-ttifioufiui. l>io I iaupttlurtdimu # i d. l\:, | 
soid.s sind dahor din llauptaxon drs S\sif*ins Judu, Kllip ohi i ,f i 
inindosi.tms droi Haupidundiiuossor, diihur bat jisb-. matin odb <» ?- 
mindostons dn*i Ilauptaxrn. 


<j 25. Boinp. I, Woan di»* Hanptuxi'n ti»* • NflnviTjiUnkt;^ »i4*' 15 

Hind, J ‘J ini blidrhnn^ dt-n 'rrliKbintMoIHpHuidM fdi tlun I’tinkl . , 
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wiMiri OH uut Hoinon Mittidpimkt abi ( ’oordin(iii-naiit;n 4 .c bo/u).^oii v*iid 


TrUglicdiHi‘.llipHoi(lc (§ 23—20). 
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B(!iKpi(^I 2. Zcig(^i (IsiKB (li(i ciibindu* Gleiclmng zur Ermittlung der drei Haupt- 
t.rilghf‘i{:Hnioiiu?ni.«*. iiir irgond (iineii Prinkt (2>, q, r) in die Form oiner Deter- 
ininanb? 

I- A , 3 

~~M 

I I 5 

l"l —£ qr =0 

I~C , 

r^) qr p’ — S’* 

gehnu'Iit. wcu'ilt!!! kann. 

Sind ‘?^) den ItieliiiiirjgHeoHiniiHHcn dcr Axen, welciic eincin der Wcrfclie 

von I (‘ntHpve.clu'.n, proporUoua) , ho kanu man iliro W(*.r(;lu) auH den Gleiclmngen 

\f (/I -(- 71/ 7^ ‘j- I\Jr^) \ I -j- M2UIVI “I** Mrj^n ™ 0 , 

Mptil H I./ CB -f .A/r«H~ 71fp»)'lwt + Mqrn ^-0 , 

Mrid • h + 1 1 Mi>^ + m.(f)\n 0 

iind(»n. (/, n) Hind dalinr dc.ii lJnLerd(ii.(innmanion d(n* Klnmente oin(;r jeden 
Jforis<mtahrihi'i der Dideriniuanl.e proporiional. 

JkdHj). 3. IhL H ~ di(‘. Ghn'cliiing d{‘.H OtintrsilollipHoidH lui* den Schwer- 

jmnkl. juif irgond w(*lr.ht‘ nudd-winkligc*. Ax(‘,n l)e/,ognn und in der im ^ ,19 ge- 

g<*lM'iu*n Korm geHrlirie.hen , ho IhI. <1jih i.'rilgli<iil.H(‘,llij>Hoid d(3H PnukliOH J\ doHHen 
( VjordiimI.eu (p, 7, ?•) Hind, 

,S’ I III (/>'•’ • I 7^ . I • r^) (X 3 -f r » H- - - M (pX+ 7 Y+ rZy -- 0 . 

Howidne daraUH (1), diiHH di<^ /.or (leraden O /•* in den TrilgheitHellipHoiden 
fiii’ <) ond i* (‘onjugirl.en 1‘lheuen pavalle.I Hind und (2), (Uimh die. 7.n Himlcrecdibni 
Sclinil.le p{irall<‘le Axen haiien. 

S 21). Das rc^cipi'oke TrJlp;heitscllii>soidJ) .Di^^ '^lach(‘. 

(les PoiuHoii He.lieii EllipHoidn ini* eiii zw^oitoH Mlipyoid, woleJiOH (ibon- 
(alls h(‘nui;7,li wordmi isi, um (li<^ Lago (bu* naii])t;axoJi imd dan Triig- 
1)('7. irgt^nd (diu'.r Ijiui<^ gtoinu^triseli darzuHlioiJuji. 

Wir iialnoi den Idlgonilon <*Ieineni.a.n*n Sa(./. luM-liig: Die r(o:iprok(^ Fla(di(‘. 

dc:i (')llipfioi<lH . I 1“ ' ,, ^ <laH Kllipnoid 

ii^ fr r. 

Itil.ON dnslioih voni noordinaUmanlang 0 aiif die Be.n‘ihrniigH(dmnc in ivgend 
einem I’linkt. J* dew ('rnlen KilipHoidH und /, w, n di<.’. H.i(diiuiigHeoHinnHH(‘. von 
()\\ ;u) int 0 verlilnge.ri imiu dann (/TV bin (p, ho diiHH 

()(^r winl, mt ini. (J eiii I’unkl. uni' dov nH’.iprokeii FUbdie, h?(d/.{i man 

(i(d /i, i\i> (M'hiili. man /A . {7/ V” | ■ ./(* oder in r(ie.)d.winklig(‘n 

(kiordinatim / * rn./:® | | e*;:*. 

Jcolein Ibinid. (diu's nia(;eri(dl(Ui Kdrpers eiifc.spri(*lit oiiio llfiilio aim- 
lie.her I'u i nsoi’se, her Ellipsoidc*. Ne.lnneii wIr die rcMuproken Flilclieii 
(lf»rH(dl)e.n , so erhalt.(‘ii wir (une zweiie lleilie iiluiliclier EllipHoide, 

I) Weim im (‘'olgcioleu voiu 'I’riigludl.HellipHoid olim^ beKOinh'nui ZuHai/. dio 
Ut'dc inf, HO meinon wir inimt*r daH Po i uh 0 i.’H(du?. Ue.be.r dan re.tdproke lOlIipHoid 
eielje. (Ui'bHeh in ('relle'n J. bVlI. 73. 
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Kapitel L Tragheitsmomente. 


welclie dieselben Axen haben wie die ersten und derart sind^ dass die 
Tragheitsmomente des Korpers bez. der Lothe auf die Bei'uhrungs- 
ebenen an eines der Ellipsoide den Quadraten dieser Lothe proportional 
sind, Wir wollen jedoch dasjmige Ellipsoid das reciprohe nennen, hci 
welchem das Tragheitsmoment le^. eines LotJies auf eine JSeruliningsebene 
dem Product der Masse mit dem Quad/rat dieses LotJis gleicli ist 

1st M die Masse des Korpers und sind Aj JB, G die Haui')ttrrig“ 
heitsmomente, so ist die Grleichnng des reciproken Ellipsoids 


?! 

A 


+ J? a ~ 


Die Constante auf der rechten Seite muss offenbar 


sein, weil 
M ^ 


ME? nach der Definition = A sein muss, weim Y und Z gleich Null 
gesetzt werden. 


§ 27. Umgekehrt kann man die Reihe der Poinsot’schen Ellip- 
soide fiir irgend einen Punkt eines Korpers als reciprok — mit 
andern Constanten — zu dem zweiten Ellipsoid dieses Punktes an- 
sehen. Sie haben sammtlich eine dem zweiten Ellipsoid cntgegen- 
gesetzte Gestalt, indem ihre langsten Axen in die Riclitimg d(U’ 
kiirzesten Axe und ihre kurzesten Axen in die Richtung der langsten 
Axe des zweiten Tragheitsellipsoids fallen. Die ersten Traglieits- 
ellipsoide gleichen ubrigens der allgemeinen Gestalt des Korpers xnehr 
als das zweite Tragheitsellipsoid. Sie springen vor, wo der Iv(3rp(ir 
vorspringt und treten zuriick, wo der Korper zuriicktritt. Gerade UTri-* 
gekehrt ist es bei dem zweiten Tragheitsellipsoid. Siehe § 21, Boisj). Jb 

§ 28 . Beisp. 1. Das reciproke Centralellipsoid einer matcricllcn elliptiHc.lH'u 
Scheibe zu finden. Nimmt man die in §21, Beisp. 1 fur A, B, C gegub(!n(‘iL 

V2 y2 ya 

Wertbe, so ist das reciproke Ellipsoid offenbar ~ 4. z — 1 i. . 

0 ^ -j- 4 

Beisp. 2. Das reciproke Ellipsoid fiir hgend einen Punkt 0 cinos matcriellcn 
Stabs AB ist 


?! 

0 


+ 


+ c* 


+ 


.Z2 


+ 


1, 


wenn man die Bezeichnung des § 21, Beisp. 2 benutzt. Es ist also cin h(*. 1 iv 
geplattetes Botationsellipsoid, welches, wenn der Stab unendlich diinn isi/, oiiio. 

Kreisfla,ohe wd, deren Centrum in 0 liegt, deren Eadius j/iaS-l- c* infc und 
deren Ebene senkrecht auf dem Stabe steht. 

Beisp. 3 . Man kann zeigen, dass die allgemeine Gleichimg dos rcciprnkcn 
Tragheitsellipsoids bezogen auf ii-gend ein System reohtwinkliger Axen, die sic.b 
in dem gegebenen Punkt des Koipers schneiden. 


A 

— E 


MX 

— F 

B 

— D 

MY 


— JD 

G 

MZ 

MX 

MY 

MZ 

M 



Tragheitsellipsoide (§ 26 — 31). 
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ist Oder entwiclielt 

(BC-JD^X^-]- (OA - JS>) r® +(yLJS — F^Z^ + 2 {AB + EF) YZ+ 

+ ^BF-i-FD)ZX+2(CF+DE)XY^~{ABC-AD^—BE*-CF^-2BFF). 

Die i*echte Seifce der Gleichung, mit M multiplicirt, ist die Determinaute, 
welche man erlaalt, wenn man die letzte Horizontal-' und Yerticalreihe weglasst; 
die Coefficienten von 2ZX^ 2XZ sind die Unterdeterminanten 

dieser Determinante. 

§ 29. Die Benutzung eines andern Ellipsoids, dessen auf die 
Hauptaxen des Schwerpunkts bezogene Gleichung 

Xmx^ M 

ist, hat Legendre in seinen Fonctions FUijptiques empfohlen. Dieses 
Ellipsoid ist als ein homogener Korper von solcher Dichtigkeit an- 
zusehen, dass seine Masse derjenigen des Korpers gleichkommt. Nach 
§ 8, Beisp. 3 besitzt es die Eigenschaft, dass seine Tragheitsmomente 
bez. seiner Hauptaxen und deshalb nach § 15 seine Tragheitsmomente 
bez. aller Ebenen und Axen dieselben sind, wie die des Korpers. 
Dieses Ellipsoid kann man Ellipsoid gleiclien Moments oder Legendre- 
scl%es Ellipsoid nennen. 

Beisp. Wenn sicli eine Ebene so bewegt, dass das Tragheitsmoment bez. 
ihrer stets dem Quadrat des Lotbs von dem Schwerpunlct auf die Ebene pro- 
portional ist^ so hiillt diese Ebene ein dem Legendr e’schen abnliches Ellip- 
soid ein. 

§ 80. Nocli ein anderes Ellipsoid wird mancbmal benutzt. Nacb § 16 ist 
das Tragheitsmoment bez. einer Ebene, deren Bichtungseosinusse (a, y) sind, 

^ 2Smyz-^y -\-2SnizX'ycc-{~ 2Smxy-ci^. 
Construirt man daber wie in § 19 das Ellipsoid 

Xmx^>X^+Xm9/-Y^+2mz^‘Z^+2Xmyz-YZ+2Smzx-ZX+2Smxy>XY=^K, 

BO wird das Trligboitsmonient bez. irgend einer durch den Mittelpunkt des Ellip- 
soids gebenden Ebene durcb das reciproke Quadrat des auf dieser Ebene senk- 
reebten Eadiusvectors dargestellt. 

Wenn man die Gleichung des Poinsot’seben mit derjenigen dieses Ellipsoids 
vergleicht, so siebt man, dass die eine aus der andem durcb Subtraction der- 
seiben Grbsse von jedem der Coefficienten von X\ Y\ Z^ bervorgebt. Die 
Eicbtung der Kreissebnitte ist daber in beiden Ellipsoiden dieselbe. 

Dieses Ellipsoid kann ebenfalls dazu benutzt werclen, die Tragheitsmomente 
fur irgend eine durch den Coordinatenanfang gebende Gerade zu finden. Denn 
aus § 15 ergibt sicb, dass das Tragheitsmoment fiir irgend einen Eadiusvector 
durcb die Difierenz zwiseben dem reciproken Quadi-at dieses Eadiusvectors und 
der Summe der reciproken Quadrate der Halbaxen dargestellt wird. Das Ellip- 
soid ist dem Legendre’seben reciprok. Die Hauptdurcbmesser aller dieser 
Ellipsoide fallen ibrer Eicbtung nacb zusammen und jedes von ibnen kann dazu 
dienen, die Eichtungen der Hauptaxen fiir irgend einen Punkt zu bestimmen. 

§ 31. Wenn der betrachtete Korper eine Lamelle ist, so wird der Sebnitt 
des reciproken Tragbeitsellipaoids fiir irgend einen Punkt der Lamelle mit der 
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Ebene der Lamello. die rreiprolr Tmfjhrifselh^isr 

Lamelle die xihFAmno., so win! o. Dpi* Sdinitl nut dpui vipi « n ( -.id 

km dann oivibar .nii der reeiproken ^rruKhoit-lUpsP iVlr d.u Punk 
Lri«Bt imn irgend cine PoiiiHoi/sdu* TniKlieifHPdhpsi* nni ilurn ^!i f.;lpmud hp ,i 
recbteii Winlcel beachroibeii, ho wird sip utienbar dpr n*fiprMkrn lx,r^hy^ • * 

aimlieh uml ist ilir iUnilidi Ini Fall •‘iiipr Lam.dlp kuim dab* i .e 

dieser Ellipsen leichfc in di(j iinderu vt*rwainb‘ll w.-rdpii. 


§32. Der Ke^ol ^deicheii Trn^clieitsiiiinnents, Kifie (imtdr pt ht dur. h * w.oi 
fcHtcn runlet 0 und hcireijl sick ttuf sokhe Art um dm . dnss d^ts Tnnd^^ d^u.^^u.y.t 
hcz. direr stek dasseihe hlviht nnd vhiev tjrffrhnuii (iros^f I fjb uM^uhnd n ^ 
Gleichung dcH durch die Oerndr erznujien Ke^h zn fiudnL 

Die Hanptaxen fur 0 niu^^iui tils (’onrdinafpnaxpn w. id.-u mvi 

(«, p, y) Hoien die liidihmf^seuHiiiussi^ der (Ipraden in irj^pud ; 

§ 16 ist dann Aci^ -{- D'*/" f. 

Die Gleicliinijc^ fiir dm Ort tier Linie isf dalier 


Oder in Carbisisehen (loordintiti'u 


(yl -^ /) + .' // 'f--' d. 

Alls difiser (ileiolnin^ hfrvtu’, ‘lass ilii- Iluiijifdiirrliior . * } K •*.*»« 
di(; Ilaupiaxwi des Kurjiprs iVlr ib*n ^n'^ndM-iifii Pmikt siiid. 

Die. ^(•/j^ebene Drosse / muss lib‘in»*r als das jp ti >b' nnd * ' *4 1 '? ■. 

klcinste der Mommiie A, J>\ (’ s<*in. b-t .1 .... li ,1 • G uml /.‘ /f, -m f .b ■ 

ivpfjfel stdue lioldi! Seibi dpi* Axit (' zu; isi / d»‘r As.»* <1 und ^^'-nn / h. 

so werden aus deiu /.veel FJ>pnen, tlip mil d^n MifIrlpunkDda* a ■ i.ii.*?. e 

des Tr'djjfludtsellipsoids lur den Punkt () y.uStLiiuueulalbui. 

Dieser Kc^ml liat die- geometriHrbe HiKenthiimliehkeil , da > 'Uie Kv „ 
schnitie stids dii^si.dbe Uield.un^^ ir.ibcn, wi** <ii<‘ Kod ; sdmif le dr** { d-* ,j 

Hoids fiir di(* Spit/e des Kei'id.s. 

Der Ke/jfel lieis.st ein Keprl tjU ivh n Mtniunfs IVir den fbinkf. in \v»d* ?:> n > 5, 
vS]dt 7 .e filllt. 


IvorjXT Tra;[j:lieitsm()int‘n<s. Zwei Kdrper ndrr K«d p* r 

systoinc lieissoii /.(Ldeheii ^rril^dieiisinniin'iiis nder ^leiehm Mnin.-nf , 
woiin iliro Triiglieitsiiioiuente be'/, jeder l)eliei)i^n*n (ienuleii runueb i 
f^leicdi .siiid. 

§ H4. IT{il)(Ui /wel Systeine deiiselbi'ii Hehwerpunlit, diesel hr Ma » , 
diosellirm Ifauptaxi^n und Iltiuptmoineide fiir dim Sehvwn jjuukl , 
Iblgt auH den boideu lAindtimefiiti!siii/en der §§ lb und I P da *, ihi' 
Trlighcitsnioineiite iur jede Iieiiebige (lenitle eintinder gbdeh ’dmi 

Audi die IbukdiVWiUj des /SV/Are.s ist riehtitj. Weiin die lirid* m 
K drper glelidu*. TriigheitsiuemenU*. lu'/. jeder (Jertiden Iraliru, danti 
musseii oHeiibnr din Axeii din* Maximal uml Miuinialimnneni »■ 
den boiden Krirperii di(‘.s{*lb(*n sein. Vnn tillen (leradfui, die ..iue 
gegobene Kiclitinig IklIjoii, liai; diejenige. dtis kleinsle Triigheit 
moment i’iir jcdeii d(‘r beideii Korper aul/uwm'sim, weldie dundi aoii.-H 
»S(diwerpimkt gelit (§ lb). Man Ixdraclite irgmul eiae h’ielifung smk 
rocht zu der Geraden, widclie die bidden Hehwerpunkte (r^ s^r 

bindefc. Das Minimum fiir den eineu Korper liat eini* (terade »iurrb (t. 
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Kiirjmr 'J’rllglittitHnioiuiinte. (§ .‘tt — itri.) 

fur ihn aiidnru uiiu‘ (lurch G\ Hiu kOimou mir unter dor Bedinguiig 
(11(59011)011 seiii, wonii (t und d' 7Aisammonlari(3u. 

Man l)otrucht(‘ alsdunii alio Iticlituiigeji; wolclie diirch doii gemeiu- 
sc.luiftlichen Hcliw(‘rpunkt golion. Dio Axcn dcir grclsston. und khiinston 
Trilgli(5itsmonient(‘ Kind hlr jiMltni dor K(]rp(5r zwoi <l(?r llauijtaxc^ii dieses 
Kr)rp(‘rs (§ Hi(5 niiisstui dalior In boiden Orporii zuHaminenfalhin. 

Da di(5 driUe Ax<i in Jod(5in K(5ukreolifc aut’ dcni luiickin antk^ni steht, 
Ku iiuiKHtni uiioh Hi(5 sieh tkuikeiK 

Hohli(*KKli(5h ln‘(;ra(ihl.o man zivoi paz’allolo Axini, die mri 2> von- 
(^inandor u1)hIc‘1i( 5U und von donon die (‘.iuc diircdi den genioins(diaftlichen 
Hohw(5r])unki gt'hk Nach dcnri Sai// von doai paralhih'ii Axon isfc die 
Diflbrtinz d(5r Tragli(dtKm()2nont;(5 ihr(5r Ihr jcHkni Kr)r])(3r worin 
M die MaKse di(‘Htns Kr>rp<»rH Ix^dcuitet. Die ))(5id(5n Trilglieiksmonu^nte 
und (ler AhHhuid sind ab{*r gl(5udu Dalior Hind aucJi die MaHK(5n glei(*h. 

Man sifdit kdcJifc (u’n, daHH y.wei Hyatoino gloicdier Monnnitci dasHCilluj 
Trilgln^itHollipHoid und dalu^r auoli di(5H(3lben Ilaiiptaxen fllr jod(ui Piinki 
habon milHHoin 

§ Jlf). Das Dreieck. JHe Trdf/heHs- und J)(wi(xUimrsm(mimte anas 
Dnnarics baz. irffmtl ivvlaher Axon m fmdan. 

Hind ji und y die AhsUlndci (l<;r .Kckpunkte ./>, G (^iiu^s DnuecIcK 
A IK’ von irgond oin(‘r dundi d(5u Dokpunkt. A gt^bi^iubui (hnadi^n A A, 
wididu' in dor Kbtnu'. dos Dr<ii(5o,ks lu^gi;, ho isl; Ixiksiinitliidi das Trilg- 
lioiiKinouioat, d(*s Dndi'oks hi**/. AXj w(5nn M dii^ Masses d(iH Dreiecks 

IjtMlo.uloi^ I, H/ (jp -j /iy -f - y^). 

Man Hoize droi gktitdi inalen(‘ll(‘ Piinkh', von d(5no.n J<5(l(‘r die 
Mukk( 5 M hal., auf di<5 Mildelptuikii'. d(5r dnd SeiU‘n. Ollbnbar isii dann 
das 'rriighoiisnunnont. d(‘r dn^i Masscnipunklw^ bez. AX 



uIho dasK(‘!l)o, \vi<* das d(‘K Dn5i(5cks. Die drei PunkI.o, als ein Hysb^ni 
Indraeldo^ und das Dr(u’e('k iuibon deiiHi^llxui Stdiwt^rpnnkl (K Zielib 
man (duo (b*rado OX' dureh ihn parallel zu A ho sind di(5 Triig- 
ludiNniomoni)' der boidtui SyKi;(*nu5 lu^z. O.A^' oOenliar ghiicb. 

Da di('S(* Dlf’ichlndl. ffir all(5 in d(‘r Elx^ne d(‘H Dnd(‘(‘ks diinb 0 
g(;lienden rb‘rad(*n })eNiolil., so gill, sie aiu’.li lur z\v(u aufbinander senk- 
r(*rht(* (bu'adeii OX\ O }" nnd milliin auc.h Rir (5in auT d(u* .Kb(*uo. d(5K 
Dridocks (•rriolite(<«N Lolh OX'. 

Dim* iU*v liauptiix(ni d(*K Dn5i(‘okH und d(5H Sy-sloins der dia^i Ikinlcte 
fdr d(‘n Punkt O sftdd, stuikn’ohi anf d(5r Kl)en(i nnd iHi, dalu^r l)(5id(‘n 
Sysfcnien gennduHohai'ilioli. Di(^ in d(5r Klx^in* li(5g(uiden liauptaxcjn 
i'llr O sind dio Inddou (bu-ackm, hlr W(d(*.li(5 die 'rnigheilisinonujnfce am 
grdssttm und klfdnsion sind und dalier luudi dein lk*uhoron lur beid(3 
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Kapitel 1. Tr^gheitsmomente, 

Systerae dieselben. Wenn fur irgend einen Punkt zwei Systeme die- 
selben Hauptaxen und Hauptmomente haben^ so sind aiich die Trag- 
keitsmomente bez. aller durch diesen Punkt gehenden Axen und die 
Deviationsmomente bez. irgend zweier sick in diesem Punkt sckneidender 
Greraden dieselben. TJnd wenn dieser Punkt der Scliwerpunkt beider 
Systeme ist, so gilt dasselbe auck fiir jeden andem Punkt. 

Wird daher ein materieller JPunld^ dessen Masse ein Drittel dcr 
Masse des Breiecks ist^ auf den MiUelpunIct jeder Seite gesets^ty so ist das 
Trdgheitsmoment des Breiecks he^. irgend einer Geraden und das Deviations- 
moment he^. irgend meier sick sckneidender Geraden dasselbe^ wie das- 
jenige des Pmictsystems. 

§ 36 . Aequivalente Punkte, d. k. Punkte, deren Tragkeitsmoinent 
fur jede Axe dasselbe ist, wie das des Korpers, sind fur die Ermittlung der 
Tragheits- und Deviationsmomente vom grossten Nutzen. Man Icami sic 
atich fiir allgemeinere Integrationen gebrauchen, Man nelime z. B. an, ein ge- 
gebener Eorper sei von demselben Tragkeitsmoment wie drei mateidello 
Punkte, deren Coordinaten y^, ^2), (^3, %) sind. Da 

die in diesen Punkten entkaltenen Massen nickt in alien Fallo]! gleicdi 
sein werden, so mogen sie bez. M^M^M^ sein, wobei selbstverstiuid- 
lick ikre Summe der Masse des Kdrpers gleich ist. <p {pG^y,^) sei irgojid 
eine Function von x, y, 0^ welcke keine kokere als die zweito Potcnz 
entkalt. Es werde der Wertk des Integrals oder der iiber den Kdrpcu* 
erstreckten Summe Bmq) (x, y, 0) gesuckt, wo m ein Element dor Masse 
ist. Das verlangte Integral ist ofPenbar gleick 

Vu ^1) + 2/2; ^2) + 2/a; ■ 

Waklt man die gleickwertkigen Punkte passeiid aus, so kami man 
eine aknlicke Regel benutzen, wenn g) irgend eine Function drittcm 
Oder vierten Grades von ist; da diese FaUe in der Dynamik uii- 
veranderlicker Systeme aber nicbt vorkommen, so werden w'ir waiter 
imten nur einige Resultate feststellen. 

Derselbe Korper kann mit verschiedenen Punktsystemen das glnicJie 
Tragkeitsmoment kaben und von diesen Systemen konnen einige l)rau(‘Ji- 
barer als die andern sein. SoU eine Reihe gleicliwertkiger Ikiiiklic 
von Nutzen sein, so ist dazu nothig, (1) dass die Punkte der Art in 
dem Korper vertkeilt werden, dass ikre Coordinaten bez. irgend welcJun- 
gegebenen Axen leickt gefunden werden konnen, (2) dass die AnzaJiI 
der verwendeten Punkte so klein als moglich sei. Von diesen bcticbni 
Erfordernissen ist das erste bei weitem das wicktigste. 

Punkte gleicken Tragkeitsmoments sind nickt nur zur Ablciirzung 
von Integrationen zu gebraucken, die sonst vielleicbt schwierig wilrfoi. 
Sie sind auck sonst von Nutzen; wir werden gleich seken, welcke Be- 
deutung sie fiir die Dynamik kaben. 

§ 37 . Bas Centralellipsoid eines Breiecks kann loie folgt gefunden lomhn. 
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Man besclireibe eine Ellipse in das Dreieck, welclie zwei seiner 
Seiten AJB, BG in iliren Mittelpnnkten F, D beriilirt. Sie beriilirt 
dann die dritte Seite CA nack dem Carnot’sclien Satz in ihrem Mittel- 
punkt E. Da DF der Tangente CA im Punkt E parallel ist, so geht 
die Gerade, welcke E niit dem Mittelpnnkt N von BF verbindet, dnreb 
das Centrum; der Mittelpnnkt der Ellipse fallt daber mit Oj dem Sebwer- 
punkt des Dreiecks zusammen. 

Man kann beweisen^ dass dieser Kegelschnitt die Tragheitsellipse 
des Dreiecks ftir den Punkt 0 ist. Sueben wir zu diesem Zweek das 
Tr^beitsmoment des Dreiecks bez. OE, Setze OF = r; r sei der 
halbe zu r conjugirte Durcbmesser und co der Wink el zwiseben r und /. 

Bs ist nun ON = ~ r und daber nacb der Gleicbung der Ellipse 
also 

to Tgeitemo“”‘) - 1 M • I Bin’ » - f ■ , 

worin A' den Elacbeninbalt der Ellipse darstellt, so dass also die Trag- 
heitsmomente des Systems bez. OE, OF, OB den Quadraten OE^^, 
OF^, OB^ umgekebrt proportional sind. Nebmen wir eine Tragbeits- 
ellipse von den riebtigen Dimensionen, so wird sie den eingesebriebenen 
Kegelscbnitt in E, F und B und also aucb in den entgegengesetzten 
Enden der durcb diese Punkte gebenden Durcbmesser sebneiden. Zwei 
Kegelscbnitte konnen sicb aber niebt in seebs Punkten sebneiden, obne 
identisch zu sein. Der Kegelscbnitt ist desbalb eine Tragheitsellipse 
iiir den Punkt 0 des Dreiecks. 

Eine JSTormale in 0 auf der Ebene des Dreiecks ist eine Haupt- 
axe des Dreiecks (§ 16). Ein Tragbeitsellipsoid des Dreiecks bat daber 
don eingesebriebenen Kegelscbnitt zu einem Hauptsebnitt. Sind 2a 
und 2h die Langen der Axen dieses Kegelscbnitts, so bndet man 2c, 
die Liinge der auf der Ebene der Lamelle senkreebten Axe des Ellip- 
soids, nacb §§ 7 und 19 aus 1/c^ = 1/a^ + 1/bK 

Ist das Dreieck gleicliseitig, so wird das Tragbeitsellipsoid zum 
Rotationsellipsoid und jede durcb den Scbwerpunkt gebende und in 
der Ebene des Dreiecks gelegene Axe zur Hauptaxe. 

Da jede ahnlicbe und abnlicb gelegene Ellipse ebenfalls eine Trag- 
heitsellipse ist, so konnen wir die urn das Dreieck besebriebene Ellipse, 
deren Mittelpunkt in den Scbwerpunkt fallt, als Tragbeitsellipse des 
Dreiecks anselien. 

§ 38. Beisp. 1. Eine Tragbeitsellipse fiir einen Eckpunkt einer dreieckigen 
Lamelle beriibrt die gegeniiberliegende Seite in ibrem Mittelpunkt und balbirt 
die anliegenden Seiten. 

Beisp, 2. Eine Tragbeitsellipse fur den Mittelpunkt F der Seite AB einer 
dreieckigen Lamelle ist dem Dreieck umsebrieben und bat FG, FB zu conju- 
girten Durcbmessern. Beweise aucb, dass eine andere Tragbeitsellipse fur den- 
selben Punkt F die Seiten AC, BC m ibren Mittclpunkten beriibrt. 
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Kapitel I Traglieitsmomente. 

Beisp. 3. Die Hanpttriiglieitsradien fiir den Schwerpunkt eines Dreiecks sind 
die Wnrzeln der Gleichung x* — ~ worin ^ der Plachen- 

inhalt des Dreiecks ist. 

Beisp. 4. Die Bichtung der Hauptaxen fiii* den Schwerpunkt O eines Drei- 
ecks kann so constrnirt werden. Trage auf dem im Mittelpunkt I> einer Seite 

BG errickteten Loth Langen BB.' worin p das Loth Yon 

A anf BO und fc, ¥ die Haupttragheitsradien sind, wie man sie in dem voiigon 
Beispiel gefanden hat. Oil, OB' sind dann die Kichtungen der Hauptaxen fur 
0, deren Tragheitsmomente resp. M¥ und sind. 

Beisp. 6. Die Richtungen der Hauptaxen und die Hauptmomento fur den 
Schwerpunkt kdnnen auch so hestimmt werden. Man errichte im Mittelpunkt B 
einer Seite BO ein Loth BZ— BO/2 |/3, beschreihe einen Kreis urn Oif als 
Durchmesser und yerbinde B mit dem Mittelpunkt von OK durch eine Linie, 
welche den Kreis in M und S schneidet; OB, OS sind dann die Ricbtungen dt'.r 

B S^ B B® 

Hauptaxen und die Tragheitsmomente bez. ihrer sind ilf bez. M — - — 

Beisp. 6. Setzt man yier materielle Punkte, von denen jeder ein Seclinttil der 
Masse der ITache eines Parallelogramms ist, auf die Mittelpunkte cler Scitc'ui iind 
einen fiinften ein Drittel der Masse cnthaltenden Punkt in den Schwerpunkt, dann 
sind die funf matcriellen PtmJete und die Fldche des Parallelogrunwis Hi/sinmc 
gleichen Tmgheitsmoments. 

Beisp. 7. Setzt man materielle Punkte, von denen jeder ein ZwOIfi.id dev 
Masse einer vierseitigen materiellen Ebene enthalt, in jede Ecke und <iinen filnftim 
von deraelben aber negativen Masse in den Durchschnittspunkt der Diagonahm, 
so fallt der Schwerpunkt der vierseitigen Ebene mit dem Sohweri>unkt difiser 
fiinf Punkte zusammen. Man hringe noch einen sechsten Punkt, defiH<ur Muhhcj 
drei Yiertel der Masse des Vierecks betriigt, in den so gefundenen »Schw(U’[)uulct 
und beweise, dass aJsdann dicse seeks materiellen Punkte gleichen Tr (ighc.it smoments 
mit der vierseitigen Lamelle sind. 

Beisp, 8. Materielle Punkte, von denen jeder einem Viertel der MaHse d(u: 
materiellen Ebene einer Ellipse gleichkommt^ mogen in den Mitte]x)unktcn d(u* 
Sehnen liegen, welche die Endpunkte eines Paares conjugirter DurchiiK'-Krtc.r ver- 
binden. Man beweise, dass diese Pwnlcte dasselbe Trdgkeitsmonient, wie die PJllip.^cn- 
fldche kaben. 

Beisp. 9. Ein Zehntel der Masse des homogenen Korpers eines EllipsoidM 
liege in jedem der sechs Endpunkte eines Systems conjugirter DurclinicHHCir und 
zwei Funftel dieser Masse in dem Mittelpunkt. Man beweise, dass dieses Pimkt- 
system dasselbe TrdgJieitsmoment hat, wie das Ellipsoid. 

Beisp. 10. Eine Kugel vom Radius a und der Masse M. hat dasselbe 'frUg- 
heitsmoment wie ein System von vier materiellen Punkten, von denen jeder die 

Masse hat und die so liegen, dass ihre Abstande vom Centrum, von 

denen jeder gleich r ist, gleiche Winkel miteinandei* machen und einem liiuRrm 
materiellen Punkt, der im Mittelpunkt liegt und dem Rest der Maese d(n: ivugel 
gleichkommt. 

§ 39. Das Tetraeder. Die Trdgheits- und Deviationsmomente etnas 
Tei/raeders hez. irgend welcher Axen, d. h. ein System materieller l\mkte 
gleichen Moments m finden. 

ABCD sei das Tetraeder. Durch einen Eckpunkt D lego mail 

VI avi a nvirt viriTivMrv enn rmn /v/i# 71 cm /■! /s-M * . 1 I 
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KOrper glcielien TrilgLeitsmoments. (§ 38 — 40 .) 

(hr Basis AJ3C- a, /3, y die Abstilnde ibrer Eckpunkte von der a!j/-Ebeue 
Tiiid p die Liluge des Lothes von D auf die Basis ABC. 

BQB sei irgeud ein Schnifct parallel zur Basis ABC und von der 
Bi(;k(! dUf wenn u das Lotli von J) auf BQB, ist. Das Dreieck PQB 
bat; bez. der xy-Ebene dasselbe Tragbeitsmoment vrie drei in den 
Mitbdpunkton der Seiten liegende gleiche materielle Punkte, von denen 
jeder einein Drittel seiner Masse gleicbkommt. Das Volumen des 


Elements BQJi ist ~ TJdu. Die Ordinaten der Mittelpunkte der 


Hoiten AB, BC, CA sind bez. Daber sind die 

Ordinaten der Mittelpunkte von BQ, Qli, liB der Aehnlichkeit der be- 
treile.nden Dreiecke wegen “-±-^ 1±A^. 

Dan Trilglimtsmomeiit des Dreiecks TQB bez. der xy-Myem ist 


duller 


i ( f t' if + ft-' fj + (it' J)’). 


iutogrirt laun von — 0 Lis ii —p, so erhlilt man das Traglieits- 
moiiKuit des Tetraeders Loz. der ir?/-ELene 

id + y" + + r« + , 

worin V das Volmnon Ledcutet. Werden materielle Punkte von je 
(*iu Zwanzigstel der Masse des Tetraeders in jede Ecke gebracLt nnd 
tier lle.st dtn* Masse, also vier I’‘^anftel, im Seliwerpunkt vereinigt, so 
wilrile das TriiglKiitsmoirieiit dieser liinf Punkte bez. der ir?/-Ebene 

^ r. V 4 / ' ‘20 ' 20 ^ ^ 20 




also das uiLmlielie, wie dasjenige des Tetraeders sein. 

I)(‘r Heliwerpimkt dieser fiaif Punkte ist derselbe wie derjenige 
d(‘s 1\d,ra(ul(‘,rs und zusairmien liabeu sio dieselbe Masse wie das 
l^il.rutubn-. Mitliin. sind nacli § die Triiglieitsmomente der beiden 
Hy.si.tniH^ l)(‘.z, irgtind oinor diircli den Scliwex'puiikt gebenden Ebene die- 
stdlnni und naeli deni iiilinlielien .l?aragrapben besteht diese Gleichheit filr 
l)(di(d)igen Elieneii. Aus § b folgt dann weiter, dass aucli die 
'rrilglxu’tsnuurunitt^ l>ez. irgtnid tuner Geraden glcicb sind. Did beiden 
i^ifstrnui sind (Inker (/hichcn Moments^). 

40. Af’ilin^ TraJisforinatioiJtui. Wenn der Abstaud eines jeden 
Punktt^H tMn(‘r iin Jiauni gegeboneu Pigur von einer lesten Ebene in 
tniunn bestiirunttni Verlialtniss vorgrbssert oder verkleiiiert wird, so 
sagti man, die l^4gur werde af/in bransformirt Durch drei successive 
afline Transibruiatitmtni niit llilfe von drei aufeinander rechtwinkligeu 

1) »Siehe den iieyeVelien ^atz ubcr die ErHOtzmig oinea KOrpera durck vier 
l’uukt.t‘ in S c h 1 {) 111 i I ck'a Z. S. X, 433.’ 
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Kapitel I. Tragheitsmomente. 


Ebenen als G-rundebenen kaun die Figur oft vereinfacht werden. So 
kann irgend ein Tetraeder in ein regelmassiges Tetraecler und eiii 
Ellipsoid in eine Kugel transformirt werden. In diesem letzteren Falle 
geht jeder Halbmesser des Ellipsoids in einen Kugellialbmessei" liber; 
der ,"die m dem Ellipsoidhalhmesser oder dessen EndpunJct geliorige ex- 
centrische Lime‘‘ heissen soU. 

Wird die Grrundebene, mit Hilfe welcber die Figur affln trans- 
formirt wird, parallel zu sicb selbst in eine Ton ibrer friiheren Lage 
nm Z) abstebende Lage bewegt; so wird ojffenbar an der transfoi'mirten 
Figur keine Formveranderung bervorgebracht. 1st n das bestimmte 
TransformationsverbaltnisS; so wird damit die transformirte Figur ledig- 
licb durcb einen Raum nD senkrecbt zur Grrundebene bewegt. Wir 
konnen daber annebmen; die Grundebene gebe durcb irgend einen uns 
passenden Punkt. 

§ 41. Sind mei Korper gleiehen Trdgheitsmoments, so sind es auch 
iJire affinen Bilder. 

1st der Coordinatenanfang der gemeinscbaftlicbe Scbwerpunkt, so 
sind die beiden Korper derart; dass Zm — Zm'j Zmx— 0, ZJm'x' — 0 
etc., Emx^= Zmx'^, Zmyz = Zniy etc., wenn sicb die Buclistabeii 
obne Stricb auf den einen, diejenigen mit Stricb auf den andern Korper 
bezieben. Wenn nun beide Korper von der rr^z-Ebene aus in dem 
bestimmten Verbaltniss 1:^ affin transformirt werden, so wird ein 
Punkt, ^dessen Coordinaten (x^ y^ 0 ) sind, nacb (^, yj n^') und (x\ y, 0 ') 
nacb (x\ y\ nz) verlegt. Aucb die Massenelemente m, m werden nm • 
Offenbar werden die obigen Identitaten durcb diese Aenderuugen iiiclit 
alterirt; die transformirten Korper bleiben daber von gleichem Triig- 
beitsmoment. 

JDxe affine Transformation einer Traglieitsellipse einer ehenen materiMlcu 
FldcJie ist eine Trdgheitsellipse iJirer affinen Transformation. 

pie Figur werde von der ir-Axe als Grundlinie aus so trains- 
formirt, dass ein Punkt (x^ y) nacb (ic, y) versetzt wird, wobei y' = ny 
ist, und dass jedes Flacbenelement m zu m' wird, wobei m' — nm ist. 
Es ergibt sicb 

~ Zm'x^j Zmxy = ™ Zm'xy\ Zmy^ — 2Jm' y'"^. 

Die Tragbeitsellipsen der urspriinglichen Figur und Hirer Trans- 
formation sind 

Zmy^X^ — 2Zmxy XY + Emx^ Y^ = M8\ 

Em'y'^X'^—2Em'xyX'Y' + Em'x^T^^==^ M' a'\ 

Urn die erstere zu transformiren, setze man X' = X Y' ~ n Y 
Die erste Gleicliung geht in Folge der obigen Identitaten / wenn man 
£ = setzt, in die zweite iiber. 
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Korper gleichen Triiglieitsmoments. (§ 40—43.) 

§ 42. Beisp, 1. Man sieht leiclit ein, class eine Centralellipse einer Quadrat- 
llache der eingeschriebene Kreis ist. Transformirt man die Figur zuerst mit Hilfe 
tiiner Seite als Grundlinie und daranf mit Hilfe einer Diagonale als Grundlinie, 
HO wird axis dem Quadrat naeheinander ein Recbteck und ein Parallelogramm. 
Bailor ist eine Centraltriigheitsellipse eines Parallelogramms cler ihm eingeschriebene 
Kegelschnitt, der die Seitcn in ihren Mittelpnnkten beriihrt. 

Beisp. 2. Wenn man durcli affine Transformation ein gleicbseitiges Dreieck 
in ein beliebiges umilndert, so lassen sich die Resultate einiger friiherer Para- 
graplien ableiten; die Mctliode wird jedocli am besten durch ihre Anwendung auf 
ein Tetraeder erklilrf;. 

Beisp. 3. Da jedes Ellipsoid auf diese Art aus einer Kugel abgeleitet werden 
kann, so folgt aus § 38, Beisp. 10, dass jeder ellipsoidisclie Korper von der Masse 
M gleiclie Trilgheitsmomcnte hat mit einem System von erstens vier materiel! en 

Ihinkten von denen ieder die Masse • -4 besitzt und auf einem ahnlichen 

20 

Ellipsoid, dessoii liueare Dimensionen n Mai so gross sind, als die des materiellen 
l^hlipsoids , derarf liegt, dass die excentrischeu Linien (§ 40) der Punkte gleiche 
VVinkid mitoinander inachen, und sweitens einem funften materiellen Punlct, der 
ini Scliwei-j)unkt li<‘.gt und dem Rest der Masse des Ellipsoids gleichkommt. 

Da dieses matcriollc Ellipsoid als ein Legendre’sches Ellipsoid fur irgend 
iiinen gegebenen KOrper betrachtet worclen kann, so hat jeder beliebige KOiper 
gleiche ^.frllghcitsmomente mit einem System von fiinf materiellen Punkten, die 
in der obon bescliriobenen Art auf einem dem Legendre’schen Ellipsoid des 
iCOrpers illinlichen I^lllipsoid vcrtlicuit sind. 

Beisp. 4. Man zeige, dass der Korper eines schiefen Kegels, dessen Basis 
{dri(; JOllipsf*. ist, ghucdie TnlgheitHmom(3nte hat, wio ein System von drei materiellen 
I’unktim, von (hijuui jcahiv (‘in Zehni,el der Masse des K(^gels enthalt und die so 
aiif d(un Umtiing d(ir Basis vcirthcilt werchm, dass die Unterschiede ihrer ex- 
(nuitrischcm Anomali(‘n gleich sind, einem vierten Pimkt, der drei Zehntel des 
.Ke.gc.ls gl(‘i('.hkommt und im Mittelpunkt d(ir die Spitz(‘. mit dem Schwerpunkt 
d(‘.r Basis verbinde.ndc.n (Jeraden liegt, und einem funften Punkt, der den Rest 
tlcir MaHH(; d(3H Ki^gtjls (mtliiUt und im Schwerpunkt seines Volumens liegt. 

§ 43. JiJln Ellipsoid von (jldchem Traglicitsmomcnt mil irgend eioiem Tetraeder 
zu linden. 

Die Trrigh(u(;.sinoiu(;nt(i (iines re.gcilmllssigen Tetraeders bez, aller durch den 
Seiiw(u‘j>unkl. 0 gu^lu^ndeu Ebenen sind nacii § 23 gleich. Wenn r der Radius der 
einge.Hchricbi‘.nen Kugii ist, so fhulet man aus ^ 3‘.) h'iclit, dass das Moment fCir 

3 r * 

di<‘ eimir S(‘i1.<ml!a(‘.ln3 paralhihi Ebcimj M ■ - ist. Beschnnbt man nun cine Kugel 

5 

mit diuu ItadiiiK --~ r )/3, denm Centrum im Schwerpunkt liegt und deren Masse 
der (bfs i’{H.ra,ed(irH gI(3iciikoniint , so lialxni ilxcHci KugeJ und das Teti'aeder 

gleiche, 'li*ilgli(‘it.snioTnent<i. Dui*axis, dass (lurch die Mvfiinc Transformation der 
S<i]\v(‘rj)unlct j(‘.(ler S(‘.ite.nllacli(3 in (hoi Sclnv(‘.rpxmkt (hn* tra-nsformirten Sciten- 
(lilf.he. filllt, bilgt, class das Jhlipsoid, mit welclnen (iin Tetraeder von gleichcm 
Moment* ist, mit (le,m in das T(dira(i(ler (‘.ingcischricbcincn und jede Seitciiflache in 
ilireni Seliw(n*pnnkl. bm’uhniiubjn Ellipsoid ahniich nnd ilbnlich gelegen ist, aber 
ini VerlnUtnisH von i : j/a grdsscire Uneare Dimxmsxonen hat. Man sieht auch leicht 
(‘in, (hiHs di (3 Kugel mit dem Radius r 1/3 jede Kante des regelmassigen 
'l\'traed(irs in ihnnn Mitbdpunkt beriihrt. Darans lolgt, dass da.H Ellipsoid von 
gleicdnun Momemt mit (n'liein 'r(jtra( 3 d(n* je,d(3 Kimto in ihrcjm Mittelpunkt berxihrt 
und HCiinen MilB'dininkt im S('hw(‘.rpunki. des Volumens hat. 

Beisp. 1. Wenn E- die Suimuc der Quadrate der Kanten eines Tetraeders, 
(li (3 Snmnui der Quadrate der Inhalte der Seitenllaclien und V das Yolumen 
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ist m beweisen, dam dk Huli»ax<‘n dfH in da^ 'iVtni.*d.‘r t 

Hoidfi, welches iede Seitenllildn* in ihr^m S.'hw*Tpunkf hnuhr! 

Centrum im Schweriumkt den TAnunh^tH dA Wur/.dn drr AWu unn/ 


A’* 


y, 

. li ‘ . a 


//i 

4>< 


•sind imd das.s, wenu diest* Wiir/.elu «li** \S**rth 


kh . 




Tnigheitsmoiaoute iur die Haupt-f Z/f urn ih*?i letnt«‘dt‘r« 


M 




!..4f H 


Beinp. ti. Weuu in dem Sehw.'rpunkf A‘ ein.-r »*ui ^ 

Lilngo EI^-^4:q\p (Trichtet winl, wurin pdan l.idli vnn ibr „yy^'uuh> tlu ■ 

Ecke de8 Tefcnu*df*rH auf diisne ^eit»*ndileh*' be/.id«-iuiid» alndutiu vA /' * hj 
aul* der Hanptebone, wtdcher der Wur/ei ^ dt-r rubiHeb.^ii t ^ }«uji|.» »ii! 


§44. Ak /usKCH siV/i stds vur matt nt lit PuakU nm tjh i^ hry , ^ 

die init injend cincm tiri/thtnrn bnjrenstrn Korjitfr roi* tjiruhrm Mt^mtvsi u>»i 

() Hfii der Schwerpuakt den Kurpern; O.r, iUf, die Ibinpia^^ u ^ ^ ^ " 

Tnlgheitsmomente lie/., der (VH»rdinatenr/#rmn .e-ien J/u", 1 / p"' nit. I U 

§,‘{4 niUKK liie Masse jeties iiiaterielleii i’uuki*-* ^ >1/ f/j 'j * 

Heieii die gesnchitui Cuordinab-n der vi**r i ■ 

diuin den neun Cfleiehungen gmiigru 

. 4«^ Sir -i IP, 4y\ S.nj <i , h, A 

Sx 0, Sp <♦, S.- n 

Setzen wir inin Xj t^^ls ‘‘b* y, fli,, , »^ . ■ 

halte.ii wir ni'Un (Heiehinigen /ur di r /wi.lt' r,,.ud.sjaN n t.. .1 

7/4^4), welelie v«ni den ei.nt4‘r« ij nirh imr dudmi h nidrr* » ii* ei* n, ‘i.s. =: i 

CrtiHHtni «®, (i*, y* ilurrh ilie Kiidieit evo‘t/t %vurdi' Ih»- 1,14.^’* .iud» s S u « » • ■’ <-* 

dn'ickeu auK, dass das Tritghi-it'^idlipHi.id d* 1 \e! CuukJ* i-ir ‘ .n* ii-...** • 
JiiusH. pen Clidehungen wird daher K'HUgt, wrnn de- ^ir| riijjk!« , ^ 

natiui ndt (jrueliisvht iL Lt iitru gem'lii n-hrn Hind. dj» l.il* n 1 as* ; 

Tetrai*der.s sind ('v«*rgl. § -d, M, Pii’n*-. ‘r« t 1 su-di i konn in. us l u » 

Kuge.i viim Kadins ^*3 eingvvehnelien d*'uk»-n I'l.urdMnhis! luan ,%M.u a*.* h > 
in ein Kllijisfiitl vuii den Halliax'-n (rp‘*/. -m geht d.s i • u’ 

ein seliisdes lilser. l)ie Ki‘k|iimkli' dieo-., fudjii-bn s .u d» 1 i uud a.- v'» • ^ 
Punkl.e gleieluni MninenP; 

AuT die.sellie Art k.inii man he\<ii | ;»*n. da - » i« h 1* f di* t 1 • . i s -• ' 
v<iu gleicdier Masi-e liiuleii liir reu, dn- init u'k"* nd rue i id<. iii ft ^'t, » s- . ^ 1 * 

von gleieheiii Munient lind \V»im .Ut ^ .Up’ end Nuil tj.»' li.ij-u. .■ ' 

sii*r inateriellen Klitehi' be/, di-r Ibuipti /e n t sr d*‘n h'.vi'tp'.;}ik? :ie ’ ‘ . 

man als liesuliat., dass dii-. i- I’unkfi* Ant sier {‘Jlip r p’'./- i iP tp v . 
miiHsen, Man tindet, aueh, daj-.<i, w»‘nii euier dse.^i'r U. ;i ; -•. 

diesi'i’ Kllip.st* angennnunen wird ^ dir andrm iM iiirn |*unkf<' /\ sns l / a I ■ 
jmnkie der Selnie sind, wel« he im I’unkt .V sinirh die \ » i.iiir* nni,: I. . 

J)() liidliirt, wird, wtibei (j.\ * op 


§ 45 . Momenfe von liiiherer Foleiix. IM ivse Mniiienfe 'UU»I - 

in andcu'ii WisH(‘iiS(‘h£irten vuii Xuty.(*n, wenlen aber in tier 
ni(dit ol’i; gnbrjiuehi. Ks reiidit deHhalb huh, einige allgtntnntn* iP- ulf.i" 
juizut'illiniiiy (Inron Hi^weise <leni Iii‘ser iiberlas.Heu Idtdbeu. 

(l<s soi irgnnd ein Klmnait tnnnv Flilfhe ntler nimn Vnhun* K. 
iiach d(!m Hpecielleii Fall. ^ sei seine, aul* irgi^nd inne KheiM- a 5 / Im 
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§ 46 . Anwendung der Tleorie der Inversion anf die Brmittlnng von Trag- 

heitsmomenien. . -o 1 1 -d 

Ein von einem festen Coordinatenanfang 0 nacli irgend einem Punkt Jr 

einer Figur gezogener Eadiusvector moge nacE einem aolchen Punkt P verlangert 
werden, dass das Eechteck OF . OF' = w* ist, -wenn irgend eine gegebene 
G-rSsse vorstellt. Bewegt sich nun P langs der ganzen gegebenen Pigur, so be- 
scbreibt P' eine andre Figur, die invers zu der gegebenen genannt wird. ^ 

V') Coordinaten von P; y\ z') die von P ; r, r die 

Eadienvectoren; dv die auf Polarcoordinaten bezogenen Elemente^ des Vo- 
lumens; (), q\ dm^ dm' ibre respectiven Dicbtigkeiten und Massen, dco die sowolil 
zn dv als dv' gehSrige kSrperlicbe Ecke bei 0. Dann ist 


und da 


x' 

r 


dv' *do) dr r® d(o dr == dv 

— , so erbalt man x'^ dv' ^ x^dv. Nun ist dm — q dv , 


dm' = q' dv'. Nebmen wir an ~ , so wird 2Jx'^ dm' ^ 2x^dvi mit Hibn- 

licben Identitaten fur alle andem Tragbeits- und Deviationsmoxnente. 

Ist der Korper eine materielle Flacbe oder ein Bogen, so ist das Verbilltniss 

von dv zu dv ein anderes. Man erbalt alsdann — = j bez. j . Man 
kommt jedocb zu abnlicben Eesultaten, die man sammtlich in den folgcnden Satz 


zusammenfassen kann: 

Satz 1. Irgend ein Korper werde dwreh Inversion bez. eines heUebigen FunJctes 
0 in einen andern iibergefuhrt. Wenn die Diehtiglceiten der entsp'echenden FunJcte 


mit Q mid ihre Ahstdnde von 0 mit r, r hezeichnet werden und q 



so hdben die heiden Korper gleiche Trdgheitsmomente bez. oiler durcli 0 gehenden 
Geraden. Bahei ist n — 10, 8, oder 6, je nacMem der Korper ein Volumcn, eine 
Fldche Oder ein Bogen ist. 

Es ergibt sicb aucb, dass die beiden Korper dieselben Hauptaxen fiir den 
Punkt 0 und dieselben reciproken Tragbeitsellipsoide baben. 

Zu dem folgenden Satz kommt man durcb Benutzung der Metliode .Lord 
Kelvin’s zur Ermittlung der Potentiale sich anziebender Kdrper durcli Inversion. 

Satz II. Irgend ein Korper werde in einen andern Korper durcli Inversi07i 
bez. eines FunJctes 0 ubergefulirt. Wenn die Biclitiglceiten der sich entsprecJie^iden 
FunJcte F, F' mit g', ihre Ahstdnde von 0 mit r, r' hezeiclmet werden und 

^ j gesetzt wird, so ist das Tragheitsmoment des zioeiten Kdrpe^'s bez. irgend 


eines FimJctes C' de^njenigen des ersten Kdrpers fii/r den entsprechenden FunJct 0 gleich^ 

J % 00' 

multipUcirt mit einer der gleichen Grdssen ( 777 ^) oder - 7777 • Balei ist n~ 8, O 

\C/C/ 0 0 

Oder 4, je nachdem der Korper ein Volumen, eine Fldche oder ein Bogen ist. 

Um dies zu beweisen, betracbten wiv den Pall , in ‘welcbcm der Korper ein 
Volumen ist. Aus der Aebnlicbkeit der Dreiecke folgt OF. r — C'F'. 00. Ver- 
fabrt man nun ebenso wie fruber, so erbalt man 


Qdv (CF)^ = ?' dv' (0’P-)\ 

Da dies fur jedes Element gilt, so folgt daraus der Satz unmittelbar. 

Beisp. Die Dicbtigkeit des Kdrpers einer Kugel variirt umgekebrt wie die 
zebnte Potenz des Abstandes von einem ausseren Punkt 0. Man beweise, dasH 
das Trilgbeitsmoment der Kugel bez. einer durcb 0 gebenden G-eraden dasselbe 
ist, als wenn die Kugel bomogen ware und ibre Dicbtigkeit derjenigen der bete- 



DtiH Drufk(M‘nt-niin (§ 46 -- 47 ). 
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rcigfnutn Kug**! in Punkt^ in (li(* von 0 gozogoini Tangonte Kiigol 

trifVt, gloieh kllmt*. Man hi'woi.sc^^ tluHH (li(‘ MaNHf‘n dor Ijoidon Kiigeln gloicli gowosen 
wiln*n, wonn dit* Divhtigkoii nmgokolirl, wi(‘. di(‘ HocliHtc*, Potinr/ d(*H AbBtandew 
von O variirt Inltto. lliittn* wtdcln'r Hcdiiiguug haben hIo (iinen gcimtinKchaffclichGn. 
SvhwarjauiktV Math. TriponP) 

§ 47, Dan DruckCGutrum. Weuu (uno elj(5uo Larnolh} in oiue liomo- 

FUlHsigkcut oiiigotuuc.lit wird, ho int do.v Druck uuf day li^lilckeri- 
tdtaiu^nt, wio in dt^r Ilydrostutik gozfdgt wird, normal /air Ebene mid 
dtnn l^roduct aun doiu Fluclumiulialti dt»H HharuiutH mid d(‘r Tiefe mitor 
tdiuT fimtim hori/amtahm Mlmim, dvr wirklivhvn OhcrflavliVj proportional, 
Auh Siik/on tlor Staiik orgihi; Hicdi loic.ht, daHH das (3(uitruiri diosor 
purulhdon Krilfto in dor Khono. d(*r laumdlo li(‘gt mid nicdi niclit iuidert, 
wmm man din Kriii’tn Indinbig uin ihro AngridHpunkto drolit, vorauH- 
gOHid/d, daHH Hin parallnl blidlitm. Dit^snr Punkt IndsHt in dor Hydro- 
ntatik dm I>ruvk(Tntrum. 

Int dor Brhnitt dor laiuudlo inii dor wirldichon Olxirllaclio die 
X Axe und liogt iVw vAi ilir Honknnditi^ ?/-Axo in dor Eboiio dor Laimdle, 
NO int naoh don gowiiluiliulion Konmdn Hlr duH Oontnmi paralleler 
KriUlo 

DoviaUtniHinomonl. her/. O.r, Oy 
diis Minnont, <l(*r FliloJu' lun 0:r’ 
y 'rnlgludismoimml. 1 k‘z. Ox 

dus Momoni. dor Miudut uin (hr 

iiohii'/.t dio g<*gt*l)i‘jH‘ Miii’lio gloiolioH ^rrilgludtHinomoul. wi(! Piinkto 
von ii<*r MuNSf‘ Wj, oi.r. und nind (./j, //,), ;?/.,) oto,. dio (/oordi- 

natm di«*H«'r mait‘riollon Punkto, .so i.st 

y A'ni.r// y 

A*;/i V ^ A'm // 

Dios siml abor tlio k'orinolii /air lOrinittlung d<^s So.ljvviU’jmnktN von 
runkfon, dmvn Mussmi m,//, , rlv. proportional sind und wi^loln^ 

dioHidbou ( 'iiordinafmi wir ilir vorigoii liabon. Ms bosUdif. dalior dor 
Sat/: 

irtfoul thir niuhrirllr Khviiv (ilrirltvs 'rr(iyh('ils)Hu)iifxd wiv 
t mrr lu ilf* rtui mnUritlhn Vnnklvn littf, ,s*o fiilll dds Ih'urkmdiim dvr 
k Un'Itr }Hd drifi Si'}ill'rVjtU)lkt tllt'Svr PlOlJciv fidlti d(‘rv)l M(t^SV}l 

ini Vtrhfdtmsr ::u ihnr 'fit ft nndtijflirirt irvrdvu. 

So isi / U. das Druokorninun oinos vollstiindig vnitorgid/auolvtou 
Drfifcks lior S<di\u*r]iunkt tlnnrr in d<*n Mitiolpunkton ihn* SriUm an 
go!»niohti*n (iowiidiio, um donrii jislos dor ^Iholo d{».s Ihinkli’s, an 
w»‘b’lu»m t’s ungtdirarhi uunl<\ proporl iniial isi.. 

Wir liMnoliriinkoii uns in di<*srni I’aragrapboii aul dn* Uol.raoJiiuiig 
ilor hjiirosfatisrhmi Higmischal'iim dos Punkios, bomorkou abor, dans 

In* inathnnati i’ln* Pxaiiifa in ( !anibritlg<‘ in fur ljuiumrrt). 

.y 






diene Coonlinutea vuji si» iifrn>M*ni e?i 

rf?e Dymimik uherieannaai liut. Va- j = .» . . !, ?* ?. i^iia 

griiplien folgt, tlass A* di»‘ Ah-ri-'r d»-. 1 ia.; * ; ; \\»‘ ; 

HO iliiss db' dt s I hiti i>;rh'i > -}.* f i : i” 

Idclinitt mil dvr ivlrklblnn id^u'fhvh* *^*r o. .r >?.> - ^ 

In Kap. JIl wird uurli \vrr«i«-i;. »i;s ^ - 1^. 

(ivs S(hlvi>ityOifismitklpU)ikt‘^ rf*U d*r ; u n. 'tJ. Aul 

diese VVeise lasstni sii*h dit^ lu -uifa?*- »n r l!;M.n. ■ ? lUnuinJ* 

ubertrai^en urnl UHip*k«'hri. 

Da (lio Cunrdinatiai A, Four u.o d* n d‘ ■ i ? j? 

and JJeviationsinMiui*iit»* und d*'j* L.rj* d« ,■ ) jr?.. 

hahvn afftnhnr ::ini kla^ivifi yh i*hf h : 'r^' Ih'j.'- 

I. Muij I O' w *';<•*, .i,. •. -4^«3i2i 1.. i ^ ‘ ■ . ' ■. ■ ;; 

in i/* n i ... ? • 

<;(t<ir(linaf*‘ii i.vrjfci:! . 17. io;«|< 1| » i*,. I' -. >. . ^ ” : . . 

Kivinrk.-' M.]),...( 1 ., II. j(l ■ '). j (! '*1 |1 f M. 

.V /I j - 7 i /•■ 

1 >rr iJrHrj- kaJan .., 

Miitj*lpankt «*n »i*T F».>;rn . ^ • 

uiifl jiut'h«'in:tnd»’r •!:«- " -• j . 

!irir|i 'J h>»rll4 .-US*' V. ' ./■ 

\viiildj|.(«* Axt'ii Uj‘, (f ;/ j,« ; 

nil* 'rio'l’i* lit . iiU* r|*i;iia," * /, * J* .» « 

d«a' ri*.J .-.:! j:..4 .. .“ . ' : . 

(lir jH.o itiv*' Frit«- »i« r ;/ . v,.:. . • 5 /; 

liati i*' r rji'ji uir 'rr.ji'i,*;? i-j. .J:,. .«.*< .r. : .. . .. ... 

<l<‘r Axrn Niumn M (> >■■. ■ . . . , 

fi ;n fi } fi ^ 

1..: '‘ ... 

Wfil'in ti <lr]i l-'iarh» JSiJin.ie ii- »* * 

lU 'i; ]» ;; W , na ,. /. i .• . _ , 

lCht*n>‘ lirrhf , n 1 ! ; u; » ;. . ] i . > 

uinl iu( litiun. «'i}i Kj, ■ [? , I T . . , 

<liT I{.ill{i1;u.-n df-i i i.;t . - ' ' ' . 

nt «i''r flu!» ii . . 


l>‘‘i; ji. 1 in « .If , '.• f 1 : 

Fuillii /* j.f/ li.-r }■;.;, if {.. .;j , / 

M*n /’ h.olfiiti l f . . 

nnt»*iy*‘1.uit i.% jj i 

tM- . 

I' hirin' l•i{ll«: 1 »ri I, , i. 

// ■ ^ ii^ 

‘Irijlunj' huf 

Hri. ]. In t..? .!► U.f Hi ' 

a I /c' I r kV i'*'h» ij. VI .j.f,/.;, 
tlrulf'j, M.ill *1;,. .j, , It;;,. . 

Flli :: i*,^hrif t'lil |j;i If r],drn t;, J., . 
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Die Hauptaxen der Systeme (§ 47 48). 


(1) der gaaize Druck =f{a + bz + cr^)da = (a+bs)a + eak^ ist, worm ? 

der riS^darJe ]]? ^ Tragheitsmoment bez. 

(2) der Verfcicaldruck ==fj(a +hz + er^ dx dy = aP+bV+cPlc'^ ist, worm 

P die Pr^’ection von <r anf die jcj/.Ebene, V das zwiaoben e und seber Proieotion 
darsteUt Tragbeitsmoment der Projection P bez. der 2-Axe 

Offenbar kann man in alien diesen Fallen die Werthe der Integrale im AU- 
gememen mit Hiilfe der b diesem Kapitel angegebenen Regeb sofort nieder- 
sobreiben, so dass es in den meisten FaUen nicht nStbig ist, wbklich zu btegriren. 


§ 48. Die Hauptaxen der Systeme. Eine Q-erctde ist gegd)enj man 
soli ermitteln, fur welchen auf ihr liegendm Punkt sie eine Sau;^taxe des 
Systems ist, und wenn ein solcher Punhf existirt, die leidm andern Haupt- 
axen fur diesen Punlct finden. 

Der Punkt wird passend der Haupi^unU der Geraden genanni 
Man nekme die Grerade als ^-kxe und irgend einen Punkt 0 in 
ihr als Coordinatenanfang. G sei der Punkt, fur welchen sie eine 
Hauptaxe ist und Gx'y Gy' seien die beiden andern Hauptaxen. 

Es sei CO = hy 6 der Winkel zwischen Cx' und Ox, Man er- 
halt dann 

X = X cos ^ -f- 2 / shi ^ 

7 /' = — re sin 0 + 7/ cos 0 
/= z — Ih 

und daraus 


Umx'is' = cos 6Smx^ -f- sin 62Jmy^ 

— h (cos OEmx -f- sin 61^ my) 

Em'if y = — sin 6Hmx^ 4’ $Umy0 
— — smOUmx-]- cos dUmy) 

Zmx'y' — Um {y^ — x^) — -f- Hmxy cos 2 0 = 0 • (3). 
Aus der letzten Gleichung folgt 


}=0 • • (. 1 ), 
j=0 . . (2), 


tan 20 == 


%21mxy 
Zm (ic* — y^) 


__ 2F 


• • ( 4 ) 


nach der friiheren Bezeichnungsweise. Den Grleichungen (1) und (2) 
muss durch denselben Werth von h gentigt werden. Durch Elimination 
von h erhalt man Umxz Smy — Smy^ Smx als Bedingung dafiir, dass 
die ;^“Axe fiir irgend einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe ist. 
Substituirt man den Werth von Emxz resp. Smy8 in (1), so flndet man 


Zmyz Znixs 

~Smx • 

Die Gleichung (5) drucU die Bedingung aus, unter welclier die ^-Axe 
eine Hauptaxe fur einen auf ihr liegenden BunTct ist und der Werth von 
h gibt die Lage dieses Punlctes an. 
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Erstes Kapitel. Tragheitsmomente. 


1st 2mxz = 0 und Zmyz = 0, so wird den beiden Grleichungen 
(1) und (2) durch > ==0 geniigt. Sie sind daher die bmreicbendon 
und notbwendigenBedingungen dafiir, dass die Z-kxe fur den Coordina en- 


anfang eine Hauptaxe ist. ^ . . 

Wenn das System eine ebene Lamelle ist und die ^-Axe m irgcnc 
einem Punkt senkrecht auf der Ebene stebt^ so ist ^ == 0 und sind dahtu' 
die Bedingungen = 0 und IJmy^ = 0 erfullt. Desbalb ist eine 

der Hauptaxen fiir irgend einen Punkt einer ebenen Lamelle eine m 
diesem Punkt auf der Ebene senkreckte Gerade. 

1st die Placlie eine Rotationsflache, welcbe von zwei auf der Um- 
drehungsaxe senkrecbten Ebenen begrenzt wird; so ist ihre Axe filr 
jeden auf ilir liegenden Punkt eine Hauptaxe. 

Gleichung (4) seUt tins ferner in den Stand, ivenn cine Hauptaxe 
gegelen ist, die beiden andern m finden. Ist 6 — a der erste Wertli 

von 0, so ergeben sich die iibrigen aus 6 = ^ nit. Alio (lies(^ 

Wertbe bestimmen mithin immer wieder dieselben Axen. 


§ 49. Da (4) die Grosse h niebt enthiilt; so sind die Hauptaxeii; 
wenn die 0 -Axe in mebr als einem Punkt eine Hauptaxe ist, fur ditise 
Punkte parallel. In diesem Fall muss der Gleicbung (5) durcli mtdir 
als einen Wertb von li geniigt werden. Da aber h nur in der crsttni 
Potenz in der Gleicbung auftritt, so ist dies nur moglioh; wenn 
Zmx = 0 ; Hmy — 0 ; 

Smxs = 0 ; Zmy^ = 0 

ist. Die Axe muss daher durcb den Scbwerpunkt geben un<l eiiui 
Hauptaxe filr den Coordinatenanfang sein und mitbin (da der (Joordi- 
natenanfang beliebig gewablt werden kann) eine Hauptaxe fiir 
auf ihr liegenden Punkt sein. 

Wenn die Hauptaxen fiir den Schwerjiunkt als Axen dor x, y, 0 
angenommen werden, so wird den Gleicbungen (1) und (2) durcb nllo. 
Wertbe von h geniigt. Wenn daber eine Gerade eine Hauptaxt‘. Till* 
den Scbwerpunkt ist, so ist sie fur jeden in ihr liegenden Punkt o.iin* 
Hauptaxe. 

Lauft die gegebene Gerade einer Hauptaxe fiir den Schwerpunlct, ^.r 
parallel; so ist offenbar die gegebene Linie eine Hauptaxe fiir die 
jection von G auf sie. Denn wenn man den Coordinatenanfang () in 
der Projection annimmt und G^, Grj, ein paralleles AxenHy.stiun 
ist; so folgt aus § 13; dass, well ZmH, Umrj^, und 0 Null sind, auc.li 
Zmxz und Emyz Null sein muss. 

§ 50. Das System moge auf eine zur gegebenen Geraden scnik- 
reebte Ebene so projicirt werden, dass die Yerbaltnisse der Massen- 
elemente zu einander unverandert bleiben. Die gegebene Gerade, 
welcbe als 0 -Axe angenommen wurde, sebneidet diese Ebene in 0 uiul 
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Die Hauptaxen der Systeme (§ 48—51). 

isfc eine Hauptaxe der Projection fur 0, da das projicirte System als 
ebene Lamelle die Bedingungen Zlmx^ = 0j erftillt. Daraus, 

dass ^ in Gleicliung (4) nicht auftritt, folgt, dass, wenn die gegebene 
Gerade eine Hauptaxe fur irgend einen auf ihr liegenden Punkt G ist, 
die beiden andern Hauptaxen fiir C den Hauptaxen des projicirten 
Systems fiir 0 parallel sind. Diese letzten konnen mit Hiilfe des 
Satzes in § 52 oft leicht gefunden werden. 

§ 61. Beisp. 1. Yon den Hauptaxen eines reclitwinkligen Dreiecks fur den 
Durclisclinittapunkt der den rechten Winkel einschliessenden Seiten a und & stekt 
eine Konltrocht auf Heiner Ebene und bilden die beiden andem mit den Seiten die 

Winkel i arctan — • 

2 2;2 

2 V 7)2 

Hack § 48 int tan j und, nach §36, A ^ M -r . — , 

B — A o , g 1 g , 


J3eiap. 2. Von dtm ilauptaxen des Quadranten einer Ellipse fiir den Mittel- 
punkt steht die cine senkrecht auf der Ebene und bilden die beiden andem mit 

d(m Hauiitdurchmessern die Winkel -i- arctan — , worin a und 5 die Halb- 

2 Tc — 6* 

axrm der Ellipse sind. 

BtuHj). 3. Die Hauptaxen eines Wiirfels fiir irgend einen Pimkt P sind die 
Verbindungslinie von P mit O, dem Scliwerpunkt des Wiirfels, und zwei beliebige 
dnrc.l) V giiljendc Geradji, die senkrecht zueinander und zu OP sind. 

Bedsp. 4. Man Ixiweisc, dass d(‘.r Ort eines Punktes P, fiir welchen eine der 
Hauptaxen (dner gogebenen Goraden parallel ist, eine gleiclaReitigc Hyperbel ist, 
in d<e*(in lilbene dtir Schwiirpunkt des Kdrpcrs liegt und deren eine ARymi:)tote der 
g<;g(d)<‘non Oeraden pji/rallel ist. Wenn aber die gegebene Gcrade einer der 
Hauj)i.a.xcn fiir dim Sclmerpnnkt parallel lauft, so ist der Ort von P diese Haupt- 
axe 0(1 (u: die auf ihr siUTlcrcchtc IJaupi/ebenc. 

Man nchme den ^(diwerpunltt zum Coordinatenanlang und eine Coordinaten- 
ax<? parallel zur g(3gebenen Geraden. 

Bidsp. 6. Dor Hauptpunkt der Seite AB einer dreieckigen Scheibe ABC 
lialbirt den Abstaiid zwischen dem Mittolimnkt dieser Seite und dem Fusspunkt 
des von dor gogoniiberliegcndcn Ecko auf die Seite gcfallten Loths. 

Beisj). 0. Difi Xante (uncs Tetraeders ist niir dann eine Hauptaxe fiir irgend 
einen auf ihr liegcndciu Punkt, wenn sic senkrecht zur gegeniiberliegenden Kante 
isi. (Jiillien, Probl^mos do Mdca-niciue rationellc). 

Wenn umgekehrt diese Bedingung erfiillt wird, so ist die Kante eine Haupt- 
a.x(‘. fiir ein(in Punkt (7, wohdicr ho liegt, dass OC = ^ ON, worin N der Mittel- 
])unld» dm- Kante und O der Fusspunlct d(3H lothrechten Abstandes zwischen ihr 
und (Ifir g(}genubor] iegonfl.cn Kante ist. 

Bfusp. 7. .Die Axen Ox, Oy mogen eine solche Lagc haben, dass das 
Dovialiionsmomont F odor Hmxy Null ist. Wenn A und B die Tragheitsmomente 
bez. difisor Axen Hind, zii bevreisen, dasR das Deviationsmoment fiir zwei zu ein- 
ander Hcnkrechtc Axen Ox, Oy, die in der Ebene xy liegen, 

F' = ^ (A — B) sin 2 0 

ist, worin 0 den Winkel xOx, von Ox aus in positiver Richtung genommen, be- 
deutet. 
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Kapitel I Tr'aglieitsmomente. 

§ 52 Traglieitsbremipunlite.^) Wenn die Lage der Eauptaxen 
Ox Oy Os fiir den SchwerpunU 0 md die Tragheitsmomente he0. ihrer 
gegeben ’sind, die Lage der Eauptaxen fur emen heliebigen. in der Ebene 
xy gelegenm PunU P und die Tragheitsmomente bes. dwser Axen m 

Die Masse des Korpers sei M; A, B die Tragheitsmomente be^ 
der Axen Ox, Oy, und A moge grosser als B sein. Wenn S -und E 
zweiauf der Axe des grossten Ti-agheitsmoments diesseits und jensei ts vom 

Coordinatenanfang so gelegene Punkte sind, dass 0/S=0J?=|/ jif 
ist, so heissen diese PunUe die TrdgheUsbrennpunMe fiir diese Baupir 
ebene. 

Da die Punkte in einer der Hauptaxen fur den Schwerpunkt 
liegen, so sind die Hauptaxen fur 8 und E parallel den Coordinaten- 
axen und die Tragheitsmomente bez. dieser in der xy-Wo&a.& gelegenen 
Axen resp. A und P + AT • 08'^ = A. Da dieselben gleieb sind, _so 
ist jede durch 8 oder E in der xy-Bhene gehende Gerade eine 
Hauptaxe fur cliesen Pxmkt und das Tragkeitsmoment bez. derselben 
gleieb. A. 

Ist P ein Punkt in der xy-lSbene, so ist eine der Hauptaxen fiir 
P senkrecht zur xy-Pthene, Denn, wenn p, q die Coordinaten von P 
sind, so ist diese Linie eine Hauptaxe unter der Bedingung, dass 

Sm (x — i?) ^ = 0 , {y — q) ^ = ^ 

sind, welcbe offenbar erfiillt ist, weil der Scbwerpunkt zum Coordinaten- 
anfang und die Hauptaxen zu Ooordinatenaxen gewablt wurden. 

Die beiden andern Hauptaxen kann man auf folgende Art linden. 
Wenn die Tragheitsmomente bez. zweier in einer Hauptebene liegendor, 
sick im Punkt P sebneidender Geraden, einander gleieb sind, so 
halbiren die Hauptaxen fur P die Winkel, welcbe diese beiden Geraden 
miteinander machen. Denn die Axen der fiir P als Mittelpunkt coii- 
struirten TragheitseUipse balbiren die Winkel zwiseben irgend zwei 
gleicben Radienvectoren. 

Yerbindet man P mit S und H, so ist das Tragbeitsmoment bez. 
8P sowobl als bez. HP gleieb A. Die Halbirungslinien PG^, PT 
des Winkels SPH und seines Nebenwinkels sind daber die Haupfc- 
axen fiir P. Beschreibt man mitJiin mit S und H als Brennpunlden irgmd 
eine Ellipse oder Hyperbel, so sind die Tangente und Normale irgmd 
eines Punhtes derselben die Hauptaxen fiir diesen Punlct 

§ 63. Zieht man irgend eine G-erade MN durch den Coordinatenanfang 0, 
welcke mit der ic-Axe den Winkel 6 bildet und faUt von imd II Lothe SM^ 
HK auf sie, so ist das Tr'agheitsmoment bez. MN 


1) In der Technik wird die Bezeichnung FixpmMe des Quersclmitts gc- 
braucht. 


% 



A cos^ e-\-B sin^ B^A — {A — B) sin” 6 = A — Jf • (O/S'sin 6)®= ^ — ilf . 

Zielit man ferner clnrch P eine Parallele BT zu MN und fallt von /S', E die 
Lothe SY^ EZ auf sie, so ist das TragTieitsmoment bez. FT 

= dem Moment bez. If JV M • MY^ 

A + M{MY~-BM) {AIY-\^SM) 

A + M-8Y‘EZ. 

Auf dieselbe Art kann man beweisen, dass das Tragbeitsmoment bez. einer die 



V<n-bindungslinie von E und S sclineidenden Linie BG um die Masse multiplicirt 
niit <bmi Product clcr Lotlie von B und H auf BG Icleiner als A ist. 

BcscJmdht man dalier mit B und H als Brennpunhten irgend eine Ellipse 
Oder Hyperhel, so ist das Trdglieitsynoment hez. aller Tangenten an eine dieser Curven 
iumstant 

Daraus folgt, dass die Triigbeitsmomente bez. der Plauptaxen fur P gleicb 

+ M Sind. 

^ 

Denn fiir a und h als Halbaxen dcr Ellipse ist OB^ = — ^ — und 

djihc.r 

A + JkT • Sr • = ^ + M&* = JS + Ma^ = J5+ ikf . 

l)i(i IfyjKU'bel kann man auf alinlicbe Art bebandeln. 

{5 5-1. Dicsc Scblussweisc lasst sich auf Punkte ausdebnen, die in einer be- 
li(‘l)ig(‘n gog(d}ftnon Ebcnc licgen, die durcb den Scbwerpunkt 0 des Korpers gebt. 
Oa;, Oy mogon solcbc Axen in der gegebenen Ebene sein, dass das Deviations- 
momiint b{;z. ihrer Niill ist (§ 23). Man bestimme die Punkte B und E wie zuvor 
dcj-art, dasB OB^ sowohl als OlV- dem XJnterscbied zwiscben den Tragbeitsmomenten 
fiir Ox und Oy dividirt durcb die Masse gleicb sind. Man ziebe durcb B eine 
Parallele By' zur^z-Axe, dannistdasDeviationsmoment bez. Sx^ By' der Summe des- 
jenigcn bez. Ox^ Oy und des Deviationsmoments der ganzen in 0 concentrirten 
Masse bez. Bx^ By' gleicb. Diese letzten sind aber Null, daber ist der Scbnitt 
des Traglioitsollipsoids fiir B ein Kreis und das Tragbeitsmoment bez. jeder durcb 
B gebendon in der Ebene xOy liegenden Geraden dasselbe und dem fur Ox 
gleicb. Man kann dann zeigen, dass die Tragbeitsmomente fur BE und BB 
gleicb sind, dass also die Halbirungslinien BG, BT des Winkels BBE und 
seines Niibcnwinkcls die Hauptdurcbmesser des Scbnitts des Tragbeitsellipsoids fur 
P mit der gegebenen Ebene sind. Weiter folgt dann, dass die Tragbeitsmomente 
l)ez, dcr Tangenten an einen Kegelscbnitt, der B und E zu Brennpunkten bat, die- 
selben sind, 

§ 55. Bcisp. 1. Die Tragbeitsbrennpunkte einer elliptischen Sebeibe zu finden. 
Dio Tragbeitsmomente bez. der grossen und kleinen Axe sind und — Ma^. 
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Kapitel I. Tragheitsmomente. 


Die kleine Axe ist daher die Axe des grSssten Tragheitsmoments. 
breimpimkte liegen daher in der hhinen Axe und haben emen 
Mittelpunkt — also die Halfte des Abstandes der 


Die Tragheits- 
Ab stand vom 
geometriscben 


Brennpunkte Yom Centrum. 

Beisp. 2. Zwei materielle Punkte, von denen jeder die Masse ot bat werden 
auf die Endpunkte der kleinen Axe einer elliptiscbcn Scbeibe von der Masse M 
gelegt. Man beweise, dass die Hauptaxen for jeden Punkt des Dmfangs der Ellipse 

die Tangente und Nonnale an die Ellipse sind, vorausgesetzt, dass ^ ■ 

Beisp 3 Piir die Punkte, vrelebe Tragbeitsbrennpunkte genannt -wurden, sind 
mei der Hauptmomente gleich. Man zeige, dass im Allgemeinen die Behauptung 
nicbt ricbtig w'are, ein Punkt existire, derart, dass die Tragbeitsmomente tur alle 
durcb ihn gezogenen Axen dieselben sind und sucbe die Bedingungen, unter 
welcben es einen solchen Punkt gibt. Wenn solclie FmiUe in emem festen Korper 
'vorlcomnienj Icann man sie die Trdgheitslcugelpunlcte^) dieses lF6rpe‘)S nennen. 

Man beziehe den Korper auf die Hauptaxen f(ir den Sckwei-punkt. F sei 
der gesuchte Punkt, (oc^ z) seine Coordinaten. Da das TragheitsellijDsoid filr P 
eine Kugel sein soli, so sind die DeYiationsmomente bez. aller sick in P Bcbneidendcr 
rechtwinkliger Axen Null. Baker ist, nack § 13, xy ^0^ yz — 0, zx == 0. Daraus 

folgt, dass zwei der drei Grr6ssen a;, y, z Null sein miissen, dass also der Ikmkt 

in einer der Hauptaxen fiir den Sckwerpunkt liegen muss. Wir wollen sie die 
2 i-Axe nennen. Da die Tragkeitsmomente kez. dreier durck P parallel vm den 
Coordinatenaxen gezogenen Axen F"\-Mz^ und C sind, so^kdnnen sie 

nur dann gleick sein, ■wenn A = P und keide kleiner als G sind. ks gibt als- 
dann zwei solcker Punkte auf der Axe des nicht gleicken Tragkoit8nK.')mentH, 
welcke fur alle Axen gleickes Moment aufzuweisen kaben. (Poisson, Mecaniquc 
und Binet.) 


Beisp. 4. Die Kugelpunkte der Oberflacke einer Halbkugel sind der Mittel- 
punkt und ein Punkt auf der Oberflacke. Man sucke auck die Kugelpunkte einer 
massiven Halbkugel. 

Nack § 5, Beisp. 8 sind die Tragkeitsmomente filr jede durck das Centruni 
gekende Axe dieselben. Baker ist das Centrum der eine Kugelpimkt. Daraus, 
dass der Sekwerpunkt den Ab stand zwiseken beiden Punkten halbirt, folgt dann 
die Lage des andem. 


§ 56, Die Anordnung der Hauptaxen. Wenn die Lage der Haupt- 
axeoz fur den ScliwerpunU 0 und die Trdgheitsmomente Hirer gegehen 
sindy die Lage der Hauptaxen^) und die Hauptmomente filr jeden andern 
Punht P m finden. 

Der Korper moge auf seine Hauptaxen fiir den Scliwerpunkt 0 
bezogen -werden, Aj B, G seine Hauptmomente und die Masse dos 
Korpers der Einlieit gleicli sein. Man construire eine mit dem recii)roken 
Tragkeitsellipsoid confocale Flache zweiten Grades, und die Quadrate 
ibrer Halbaxen seien — A A- 6^ = J5 + A , = 0 + A. Wir 

wollen das Tragkeitsmoment bez. einer Beriilirungsebene sueben. 

1) Dieser im Deutseken unbekannte Ausdruck wird bier der Kiirze wegen ge- 
brauckt. 

2) Von den folgenden Satzen sind einige von Lord Kelvin und Mr. To-wns- 
end gleickzeitig im Mathematical Joimal 1846 verofPentlickt worden. Ihre Be- 
weise weicken von den bier gegebenen ab. Vgl. auck Binet (Joum. do Pdcole 
Polyteckn. Oak. XVI p. 41, 1811). 
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(«, (3, y) seien die Stellungswinkel einer Berulirungsebene. Das 
Tragheitsmoment bez. einer durcb 0 gebenden Parallelebene ist 

B C) — (A cos® a -f- B cos® j 3 + (7 cos® y) . 

Das Tragbeitsmoment in Bezug auf die Berubrungsebene findet man 
durcb Addition des Quadrats des lotbrecbten Abstandes, namUcb 

(A -{- A) cos® a -f- (j9 -f- > 1 ) cos® |3 -f- (0 -f- ■^) cos® y , 
beider Ebenen gleicb 

Die Trdgheitsmomente in Bemg auf alle Deruhrungsebenen an eine mit 
dem reciprohen Trdgheitsellipsoid confocale Fldche meiten Grades sind 
daher dieselben, 

Diese Ebenen sind sdmmtlich Eaupfebenen fur den JBeruhrungspimU. 
Denn die Beriihrungsebene, welclie man parallel zu einer beliebigen 
clurcli den Beriihrungspunkt P gebenden Ebene gelegt bat, liegt, falls 
die confocale Flacbe ein Ellipsoid ist, -weiter als diese Ebene vom 
Ooordinatenanfang entfernt. Das Tragbeitsmoment bez. einer beliebigen 
durcb P gebenden Ebene ist daber kleiner als das Tragbeitsmoment 
bez. einer Beriihrungsebene im Punkt P an das confocale Ellipsoid. 
Das heisst aber, dass die Beriihrungsebene an das Ellipsoid die Haupt- 
obene des grossten Moments ist. Ebenso ist die Berubrungsebene an 
das confocale zweiscbalige Hyperboloid, welches durcb P gebt, die 
Hauptebene des kleinsten Moments. Die Hauptebene des mittleren 
Moments ist folglicb die Berubrungsebene an das confocale einscbalige 
Hyperboloid. 

Durcb einen gegebenen Punkt P lassen sicb drei confocale Flacben 
logen; die Normalen auf diese Flacben sind die Hauptaxen fiir P. 
Nach § 5, Beisp. 3 ist die Hauptaxe des Ideinsten Moments normal auf 
dem confocalen Ellipsoid und die des grossten Moments normal auf 
dem confocalen zweischaligen Hyperboloid. 

§ 57. Das Tragbeitsmoment bez. des Punhtes P ist nacb § 14 
(-4 -f* + C) + OP^. Daher sind nach § 5, Beisp. 3 die Trag- 

heitsmomente bez. der auf den drei confocalen Flacben, deren Para- 
meter /Ig, A 3 sind, im Punkt P senkreebt stebenden Greraden bez. 

OP^—X,, OP^—X,. 

§ 58. Beschreibt man irgend eine andere confocale Placbe und 
zieht einen Berubrungskegel an sie, dessen Spitze in P liegt, so sind 
die Axen dieses Kegels bekanntlicb die Normalen auf die drei confo- 
calen Flacben im Punkt P. Dadurch erbalt man eine zweite Con- 
struction fur die durcb den Punkt P gebenden Hauptaxen. 



44 


Kapitel I. Tragheitsmomente. 


Wenn die confocale Flache ohne Ende abnimmt, bis sie sich auf 
einen Pocalkegelschnitt reducirt, so sind offenbar die Hauptdurcliinesser 
des Systems die Hauptdurcbmesser eines Kegels, dessen Spitze in P 
Hegt und dessen Basis ein Pocalkegelschnitt des reciproken Central- 
ellipsoids ist. 

Beisp. Man beweise, dass das Tragheitsmoment fur jede Erzeugende des 
Kegels, dessen Spitze in P liegt und der dem Ton P aus an das reciproke Ellip- 
soid gezogenen Beriihrungskegel reciprok ist, das ntoliche bleibt. Math. Tripos, 1896. 

§ 59. Wollen wir nur eine Flache zweiten Grrades in Betracht 
ziehen, so konnen wir dazu das confocale durch P gehende Ellipsoid 
benntzen. Bekanntlich sind die Normalen zu den beiden andern 

1) Die folgenden S^tze kann man in Buchern uber Baumgeometrie finden, 
sie lassen sicb aber auch so beweisen. 

Das confocale Ellipsoid moge nahe bei P vorbeigeben und sicb P unendlich 
nahem. Die Basis des einbiillenden Kegels ist schliesslich die Indie atrix und da 
der Kegel zuletzt zur Berubmngsebene wbd, so ist eine seiner Axen schliesslich 
senki-ecbt auf der Ebene der Indicatrix. In jedem Kegel sind nun zwei seiner 
Axen den Hauptdurcbmessem eines beliebigen senkreebt zur dritten Axe gefubrten 
Schnittes parallel. Daber sind die Axen des einhiillenden Kegels die Normalo 
zur Flacbe und zwei den HauptdurchiDessern der Indicatrix parallele Linien. 
AUe parallelen Sebnitte eines Ellipsoids sind aber abnlich und ahnlich gelegen; 
die Hauptdurcbmesser der Indicatrix sind daber den Hauptdurclimessern des 
Mittelpunktscbnittes parallel, welcber parallel zur Beriibrungsebene im Punkt P 
gefiibrt wird. 

Urn die Hauptmomente zu finden, kann man auf folgende Art verfabren. 
Ziebt man eine Berubrungsebene an das Ellipsoid, welcbe senkrecht auf cinem 



Radius-vector OQ des zn OF conjugirteu Diametralsclmittes steht, so liegen der Be- 
ruhrimgspuukt T, OQ und OF in einer Ebene, wenn OQ eine Axe des Schnittes 
1 st. Dem legt man durch T einen der Diametralebeue parallelen Schnitt, ist 
0 sem Centam und O'Y' ein von O' auf die in T bei-tihrende Tangentialebene 
gefalltes Loth, so hegen OQ, O'Y' und OF in einer Ebene. Man betrachte nun 
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confocalen PlaclierL Tangenten an die Kriimmungscurven des Ellipsoids 
und den Hauptdurchmessern des parallel zur Beriilu'ungsetene in P 
dnrcli den Mittelpunkt geftilirten Scknittes parallel. Sind diese 

Haupthalbmesser, so ist bekanntlich 

Legen wir daker durcb irgend einen Punkt P die Flacke zweiten Grades 

I I . 

+ + C+x~^ 

und sind die Coordinatenaxen die Hauptaxen fiir den Scbwerpnnkt, 
dann sind die Hauptaxen fiir P die Normale an diese Flache zweiten 
Grades und zwei Gerade, . welcbe den Axen des durcli den Mittelpunkt 
parallel mit der Beriilirungsebene im Punkt P geftibrten Scknittes 
parallel sind. Ferner sind, wenn diese Axen mit 21)^ und 2^2 be- 
zeichnet werden, die Hauptmomente fur P 

0P2_A, + OB^ — X + B^\ 

Beis]). Wenn zwei KOrper clenselben Sckwerpunkt, dieselben Hauptaxen fiii’ 
den Schwerpunkt haben und ivenn die Bifferenzen Hirer Ilauptmomente bez. eimnder 
yleicli Hind, ho haben diese KOipei' dieselben Hauptaxen fiir alle Punkte. 


§ 60. Die Bediiigung dafiir, dass eine Gerade eiiie Hanptaxe ist. 

Wenn die Coordinatenaxen die Hauptaxen fiir den Schwerpunkt sind, 
einen Ausdruck fur die Bedingung m finden, unter welcJier eine gegebem 
Gerade fiir einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe ist und diesen 
Punkt m finden. 

Sind die Gleickungen der gegebenen Geraden 

x—f ^ y — g ^ Qx 

I m n \ 


dann muss sie in dem Punkt, in welckem die Gerade eine Hauptaxe 
ist, auf einer Flache zweiten Grades 


Honkrecht stehen. 


, 2/^ 1 ^ 1 
A + H + C+X 


( 2 ) 


den Sclmitt, dcssen Centrum O' ist; O' Y' steht senkreebt auf der Tangente, 
welche die KllipHC in T bervihrt. O'Y', O' T fallen daher nur dann zusammen, 
W(um O' Y' die llicbtung einer Axe der Ellipse bat. Der Sebnitt ist aber dem 
DiairKitralscbnitt illinlich, deni er parallel gezogen ist. OQ ist mitbin eine Axe 
d(is Diamctralflclmitts. 

Pli Hei eine durch P parallel OQ gezogene Gerade, welcbe die in T be- 
riihrende Ebene in B trifft. Dann sind BP, BT zwei auf einander senkreebte 
Tangenten an die Ellipse PQT. Mitbin ist 

der Summe der Quadrate der Halbaxen der Ellipse = OP^ OQ\ 

weil OP, OQ conjugirte Durcbmesser sind. 

Das Triigheitsmoment bez. PB, eines Lotbes auf eine Beriibrungs ebene, ist, 
wie oben gezeigt wurde, OB"—X] es ist daher das Trilgbeitsmoment bez. einer 
Geraden, welcbe durch P parallel zur Axe OQ gezogen wird, OP^ -)- OQ^ — X. 
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Combinirt man die Gleicliuag der Normalen zu der Placbe (2) mit 
(1), SO erlialt man 


X 


2+1 




(3). 


Diesen sects Grleichimgen miissen dieselben Werthe Ton x, y, s, X und 
ft genugen. Setzt man die Werthe von x, y, s aus (3) in (1) ein, so 
findet man 


— 




^ VI. 


nud durcli Gleichsetzung der aus diesen Gleichungen sict ergebenden 
Werthe von a 

I m m n n I ^ ^ 

XzriB ““ ¥1=^ ( 7 — ^ ^ 


Dies ist offenbar nur eine Gleichnng und stellt die gesuchte Be- 
dingung dar, unter welcher die Gerade fur einen auf ihr liegenden 
Punkt eine Hauptaxe ist. 

Substituirt man die Ausdrticke fiir Xj y, z aus (3) in (2); so er- 
halt man die Gleichnng 


— + Cn^), 

welche nur einen Werth fiir A liefert. Hat man die Werthe von A 
und /X gefunden^ so bestimmen die Gleichungen (3) die Coordinaten 
Xj y, z des Punktes, fiir welchen die Gerade eine Hauptaxe ist. 

Die geometrische Bedeutung dieser Bedingung kann man durcli folgende 
von Townsend im Mathematical Journal entwickelte Betrachtungen finden. Di(i 
Normale und die Beruhrungsebene in jedem Punkt einer Flacbe zweifcen Grades 
treffen irgend eine Hauptebene in einem Punkt und einer Geraden, wclcke der 
Pol und die Polare in Bezug auf den in dieser Ebene liegenden Focalkegel- 
schnitt sind. Um daber zu finden, ob irgend eine angenommene Gerade eine 
Hauptaxe ist oder nicbt, lege man eine Ebene senkrecht zur Geraden und vcr- 
langere die Ebene sowobl wie die Gerade, bis sie irgend eine Hauptebene fur den 
Scbwerpunkt trefiPen. Ist die Durchscbnittslinie der Ebene parallel zu der Polarlinie 
des Durcbscbnittspunlds der Geraden in Bezug auf den Eocalkegclsclinitt, so 
ist die Gerade eine Hauptaxe, soust nicht. Den Punkt femer, fvir welchen sie 
eine Hauptaxe ist, findet man, indem man durch die Polarlinie eine Ebene senk- 
recht zur Geraden legt. Der Durchscbnittspunkt ist der gesuchte Punkt. 

Die analytische Bedingung (4) ist eben der Ausdruck dafvir, dass die Polar- 
linie dem Schnitt der Ebene parallel ist. 


§ 61. Beisp, 1. Man zeige, dass die Gerade a{x — a) ~h{y — ?>) = c (0 — o) 
fiir einen auf ihr liegenden Punkt eine Hauptaxe eines Ellipsoids ist, dessen Halb- 
axen ahc sind. 

Beisp. 2. Man zeige, dass irgend eine auf einer Lamelie gezogene Gerade 
eine Hauptaxe dieser Lamelie fur irgend einen Punkt ist. Wo liegt dieser Punkt, 
wenn die Gerade durch den Schwerpunkt geht? ^ 

Beisp. 3. Ist eine Ebene y + ^ + — 1 = 0 gegeben, so gibt es immer 
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einen auf ilir liegenden Punkt, fiir welchen sie eine Hauptebene ist. Aucb ist dieser 
Punkt der Durcbscbnitfcspunkt mit der G-eraden fx — A = gy — JB — hz C, 

Beisp. 4. Sind zwei Punkte P, Q so gelegen, dass eine Hauptaxe fiir P eine 
Hauptaxe fiir Q schneidet nnd legt man daim zwei Ebenen dnrcb P und Q senk-' 
reclit zu diesen Hauptaxen, so ist ibre Durcbsclinittslinie eine Hauptaxe far den 
Punkt, in dem sie yon der Ebene getroffen ward, welcbe die Hauptaxen fiir P und 
Q cnthalt. (T o w n s en d.) 

Denn die Hauptaxen fur P, Q mOgen eine Hauptebene fiir den Scbwerpunkt 
in p, (jf, die beiden senkrechten Ebenen dieselbe Hauptebene in den Linien LN^ 
MN treffen. Pie senkrechten Ebenen mdgen sich ferner in BN schneiden. BN 
steht dann senkrecbt auf der Ebene, welche die Punkte P, jp, g enthalt. Da 
nun die Polarlinien fur p und g die Geraden LN, MN sind, so folgt, dass pg 
die Polare des Punktes N ist. Die Gerade BN geniigt also dem Kriterium des 
letzten Paragraphen. 

Beisp. 6. Wenn P irgend ein Punkt in einer Hauptebene des Schwerpunkts 
ist, dann liegt jede Axe, die durch P geht und fiir irgend einen Punkt eine 
Hauptaxe ist, in einer von zwei zu einander senkrechten Ebenen. Die eine dieser 
Ebenen ist die Hauptebene des Schwei’punkts und die andre steht senkrecht auf 
der Polarlinie von P in Bezug auf den Eocalkegelschnitt. Auch ist der Ort aller 
Punkte fiir welche QP eine Hauptaxe ist, ein durch P gehender Kreis, dessen 
Mittolpunkt in der Hauptebene liegt. (Townsend.) 

Beisp, G. Die Eiickkehrcurve der abwickelbaren Flache, welche die Enveloppe 
der Ebenen ist, die normal zu einer Kriimmungslinie auf einer confocalen Elache 
Kweiten Grades gezogen werden, ist eine Curve solcher Art, dass alle ihre Tan- 
g(;nten Hauptaxen fiir irgend einen in ihnen gelegenen Punkt sind. 

§ 62 . Der Ort gleicher Momeiite, Den Ort der Tunkte m finden, 
fur welche zwei HaupUrdglieitsmomente einander gleich sind, 

Dio Hauptmomente fiir einen Punkt P sind 

= A, I,= OP2— A + J3= OP‘^- A + P^'. 

R<^tat man so wird D^ — O* der Punkt P liegt daber auf dem 

(dH])tischen Focalkegelscknitt des reciproken Traglieitsellipsoids. 

Setzt man = so ist D^— D^] P ist also ein Nabelpunkt 
eiiioR mit dem reciproken Tragbeitsellipsoid confocalen Ellipsoids. Der 
Ort dieser Nabelpunkte ist der hyperboliscbe Pocalkegelsclinitt. 

Im ersten Pall ist A = — C und D^ der zu OP conjugirte Halb- 
mcHser des Pocalkegelscbnitts. Daher ist OP^ = der Summe 

d<n' Quadrate der Halbaxeii = A — C B — C. Die drei Haupt- 
rnomonte sind daber /^ = P = OP^ J3— — C und die 

Axo des nicbt gleicben Moments ist eine Tangente an den Focal- 
kegelsclmitt. 

Der zweite Fall kann in derselben Weise bebandelt werden, wenn 
naan ein confocales Hyperboloid benutzi Man erbalt i^ = J3=OP^“(-P, 
— A (J — B und die Axe des ungleicben Moments ist eine Tan- 
gente an den Pocalkegelsclinitt. 

Man kommt zu denselben Eesultaten, wenn man die §§ 57 und 58 combinirt. 
Der Kegel, welcber das reciproke Trilgheitsellipsoid einhiillt und dessen Spitze in 
P liegt, muss nach diesen Paragraphen ein gerader Kegel sein, wenn zwei Haupt- 
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momente fur den Punkt P einander gleicli siud, Aus der Raumgeometrie ist 
alDer bekarmt, dass dies nur der Fall ist, wenn seine Spitze auf einem Focal- 
kegelscbnitt liegt. Die ungleiclae Axe ist dann eine Tangente an diesen Kegel- 
schnitt. 

§ 63 . Die Curven auf einer confocalen Fldche zweiten Grades m 
findeny fur ivelche ein Trdglieitsmoment einer gegehenen Grosse I gleieh ist 

Erstens. Das Tragheitsmoment bez. einer Greraden, die senkreclit 
auf der confocalen Placbe zweiten Grades stebt, ist OP^—L Bleibt 
es constant, so ist OP constant nnd die gesucbte Curve ist der Sclinitt 
dieser Flache zweiten Grades mit einer concentrischen Kugel. Eine solclie 
Curve ist ein spbariscber Kegelschnitt. 

Zweitens. Betrachten wir die Punkte, fiir welclie das Tragbeits- 
moment bez. einer Tangente constant ist, 

Man construire irgend zwei confocale Flacben, deren grosste Halb- 
axen a und a' sind, und ziebe irgend zwei Berdbrungsebenen an sie, 
die sicb recbtwinklig scbneiden. Das Tragheitsmoment bez. ihrer Durch- 
sclmittslinie ist die Summe der Tragheitsmoment e bez. der beiden Ebenen 
und daber 

A 

Die Trdglmtsmomente der DurchsehniUsUnien aufeinander senJcrechter 
Ebenen^ welclie dieselhen confocalen Fldchen heruhren, sind also einander 
gleieh. 

Sind aj a\ d' die grossten Halbaxen der drei confocalen Flacben, 
welcbe sicb im Punkt P treffen, dann ist, da confocale Flacben sicb 
Tecbtwinklig scbneiden, das Tragheitsmoment bez. einer Tangente an 
die Durchsebnittslinie der confocalen Flacben d, d' 

I, = B+C—A + d^-\-d'\ ' 

Die Durchsebnittslinie dieser beiden confocalen Flacben ist fiir jede 
von ibnen eine Kriimmungslinie, Die Trdgheitsmomente be^s, der Tangenten 
an irgend eine Kriimmungslinie sind ddher einander gleieh und diesc 
Tangenten sind Hauptaxen fiir den Berilhrungspunlct 

An die Placbe zweiten Grades a ziebe eine Tangente PP, welcbe 
mit den Tangenten an die Krltmmungslinien fiir den Beriihrungspunkt 

P die Winkel 93 und - it — (p maebt. Sind Jg, J3 die Moinente bez. 

der Tangenten an diese Kriimmungslinien, so ist das Tragheitsmoment 
bez. der Tangente PT 

Jg cos^ 93 -|- Jg sin^ 93 

= P + C — A-\- (d'^ -F a?') cos^ 9p -f- + d^) sin^ 93 . 

Langs einer geodatiseben Linie auf 'der Flacbe zweiten Grades a ist 
aber a ^ sin^ 93 + cos^ 90 constant. Die Trdgheitsmomente ber.. der 
Tangenten an irgend eine geoddtische Linie der Fldche meiten Grades 
sind daher einander aleicK 
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§ 64. Beisp. 1. Wenn eine Gerade irgend zwei confocale Flachen berukrt, 
deren grosste Halbaxen a, d sind, so ist das Tragbeitsmoment bez. ibrer 
B + G— ^ + + 


Beisp. 2. Wemi ein Korper auf seine Hauptaxen fiir den Scbwerpunkt be- 
zogen wird, zu zeigen, wie die Coordinaten des Punktes P gefimden werden, fur 
welcben die drei Hauptmomente den drei gegebenen GrSssen JT^ , Jg , Jg gleicb sind, 
Jullien, Probl^mes de M^c. 11. Cap. Y, § 4. 

Die elliptiscben Coordinaten Ton P sind offenbar a^= (Jg + — 
etc.; die Coordinaten (oj, z) kann man dann mit Hilfe der Formeln Dr. Sal- 
mon’s (Anal. Geom. des Baums, I, § 160) finden 


{A--G) 


etc. 


Beisp. 3. Bertibren zwei aufeinander senkrecbte Ebenen zwei confocale 
Flacben mit den grossten Halbaxen a, d und sind a, d die Werthe Ton a, d fur 
confocale Flacben, welcbe die Durcbscbnittslinie der Ebenen berubren, dann ist 

a* + a' * = a ® + cr' ^ imd das DeTiationsmoment bez. der beiden Ebenen {a^d^ — a^d^) . 


§ 65. Die Flache gleiclien Moments. Der Orfc alter Punkte, fiir 
welcbe eines der Haupttraglieitsmoniente des Korpers einer gegebenen 
Grrosse gleicb ist^ wird eine Flache gleichen Moments genannt. 

Um die Grleicbung einer solchen Flacbe zu finden, brauclit man 
nur — Const, zu setzen; man erhalt dann I = — L Durch Sub- 

stitution in die Grleicbung der confocalen Flacbe zweiten Grades wird 
die Gleicbung der Flache 

I _ I ^ 1 

x^+y'^-^- A— y'^^ B—i’^ + y'^ G — 1 

Durch irgend einen Punkt P auf einer Plilclie gleichen Moments 
lege man eine confocale Flacbe zweiten Grades derart, dass die Hauptaxe 
eine Ifrilmmungslinie der Flache zweiten Grades berlilirt. Nach § 63 
ist einer der Schnitte der Flache gleichen Moments mit dieser Flache 
zweiten Grades die Kriimmungslinie. Mithin ist die Hauptaxe ftir P, 
bez. welcher das Tragbeitsmoment I ist, eine Taiigente an die Flache 
gleichen Moments. 

Man construire ferner die confocale Flache zweiten Grades, welcbe 
durch P geht, derart, dass die Hauptaxe in P normal steht, dann ist 
einer der Schnitte der Flache gleichen Moments mit dieser Flache 
zweiten Grades der durch P gehende spharische Kegelschnitt. Da die 
Normale auf der Flache zweiten Grades die Hauptaxe ist, so beruhrt 
sie, wie eben gezeigt wurde, die Flache gleichen Moments. Die Be- 
riihrungsebene an die Flache gleichen Moments ist daher die Ebene, 
welcbe die auf der Flache zweiten Grades senkrecbte Gerade und die 
Tangente an den spharischen Kegelschnitt enthiilt. 

Um ein Loth vom Mittelpunkt 0 auf diese Berilhrungsebene zu 
fallen, konnen wir das gewohnliehe geometrische Verfahren einschlagen. 
PP' sei eine Tangente an den spharischen Kegelschnitt; von 0 falle 
ein Loth auf PP', dies ist dann der Radiusvector OP, weil PP' eine 

Kouth, Uyimnvik. I. 4 


50 


Kapitel I. TragheitsmOmente. 


Tangente an die Kugel ist. In der Beriilirungsetene ziehe eine Linie 
von P aus senkreeM zu PP'^ sie ist darm die Normale FQ der 
Placlie zweiten Grades. Von 0 faUe das Loth OQ auf diese Normale, 
OQ steht dann senkrecht anf der Beriihrungsehene. Daraus ergiht sich 
die folgende Construction: 

Ist P irgend ein Funht mf einer Fldche gleichen Moments, deren 
Parameter I ist und 0 Q ein Loth vom Mittelpunht auf die Beruhrungs- 
ebene, so ist PQ die Saujptaxe fur P, be 0 . welcher das Trdgheits- 
moment I ist 

Die Flache gleichen Moments wird eine Fresnehsche Wellenflache, 
wenn I grosser als das grosste Haupttragheitsmoment fiir den Schwer- 
punkt ist. Die allgemeine Form dieser Flache ist zu hekannt, als dass wir 
ndthig hatten, hier naher auf sie einzugelien. Sie hesteht aus zwei 
Schalen, welche eine concentrische Kugel und ein Rotationsellipsoid 
wei'den, wenn zwei der Hauptmomente ftir den Schwerpunkt gleich 
sind. Wenn die Hauptmomente ungleich sind, so hat die Flache zwei 
Arten von Singularitaten. 

(1) Die beiden Schalen schneiden sich in einem Punkt P in der 
Ebene der grossten und kleinsten Momente. Im Punkt P gibt es einen 
Beruhrungskegel an die Flache. Zieht man eine Beruhrungsebene an 
diesen Kegel und vom Schwerpunkt 0 ein Loth PQ auf diese Be- 
ruhrungsebene, so ist PQ eine Hauptaxe fur P. Es gibt daher un- 
endlich viele Hauptaxen fur P, da sich unendlich viele Berxihrungs- 
ebenen an den Kegel legen lassen. Fiir irgend einen gegebenen Punkt 
existiren aber nicht mehr als drei Hauptaxen, es sei denn, dass zwei 
der Hauptaxen gleich waren, in welchem Pall der Ort der Hauptaxen 
eine Ebene ist. Der Punkt P liegt daher auf einem Focalkegelschnitt 
und der Ort aller Linien PQ ist eine auf dem Kegelschnitt normale 
Ebene. Der Punkt Q liegt auf einer Kugel vom Durchmesser OP, der 
Ort der Punkte Q ist mithin ein Kreis. 

(2) Die beiden Schalen haben eine gemeinsame Beruhrungsebene, 
welche die Flilche langs einer Kurve beriihrt. Diese Kurve ist ein 
Kreis, dessen Ebene senkrecht auf der Ebene der grossten und kleinstexi. 
Momente steht. Fallt man von 0 ein Loth OP' auf die Ebene des 
Kreises, so ist P' ein Punkt auf ihm. Ist B ein beliebiger zweiter 
Punkt auf dem Kreis, so ist BP' die Hauptaxe ftir B. Es gibt mithin 
einen kreisformigen Ring von Punkten, fiir welche die Hauptaxe durch 
denselben Punkt geht nncl die Tragheitsmomente bez. dieser Hauptaxen 
gleich sind. 

Man kann die Gleichung der Flache gleichen Moments auch dazu 
benutzen, die drei Hauptmomente fiir irgend einen Punkt mit den 
Coordinaten (x, y, £) zu ernaitteln. Schaffen wir aus der Gleichung 
die Briiche weg, so erhalten wir fiir I eine cubische Gleichung, deren 
Wurzeln die drei Hauptmomente liefern. 
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Kapitel 11. 


Das D’AlemlJert’sclie Princip etc. 


§ 66. Die Principieii; nact welclaen sich die Bewegung oines oiii- 
zeliiea materiellen Punktes, an dem gegebene Kxlifte aiigreifcn, be- 
stimmen lasst, findet man in jedem Bncb, das die Dynamik der 
materiellen Punkte behandelt. Sie heissen die drei Bewegungsgesetze. 
Es wird gezeigt; dass^ wenn (x^ 2 ) die Coordinaten des Massenpunktes 

zur Zeit t, bezogen anf drei im Raum festliegeiide reclitwinkligo Axen, 
m seine Masse und Z, Z die Componenten der Krlifte parallel den 
Axen sind, die Bewegung durch Aufldsung der Simultangleicimngeu 


d^x -yr d^y ^ 

m -TTi- = A, = Yj 


dt^ 


dH 




gefunden werden kann. 

Betracbten wir einen starren Korper als eine Saminlmig niaterielbn* 
Pnnkte, die durcb unyerandexlicbe Beziebungen miteinander v(vrbuiulen 
sind; so lassen sick die Gleicbungen fur die verschiedeiien Funkier iuieli 
den eben erwabnten Principien niederschreiben. Die au jedciui Funkt; 
wirkenden Krafte sind jedoch niebt mebr bekaimtj da sie zuin Tluiil 
von der gegenseitigen Einwirkung der Punkte aufeinander hervorg(ij’uieu 
werden. 

Wir setzen voraus, (1) die Wirkung zweier Mas.senpinikt(i aul- 
einander gesebebe langs ibrer Verbindungsbnie und (2) die Wirlanig 
und Gregenwirkung zwiseben beiden seien gleicb und entgegeiigescjtzt. 
Sind n materielle Punkte vorhanden, so ergeben sicli Vm Gbuelunigcui 
und, wie aus der Statik bekannt ist, 3^^ — 6 unbekannte J.tc.aetioiieii. 
Um die Bewegung zu ermitteln, miissen diese unbekannten Grbsscai 
ebminirt werden. Wir erbalten so sebliesslieb seebs Gleicbungon und 
diese reichen, wie wir sogleicb seben werden, zur Bestimmung der lie- 
wegung des Korpers bin. 

Wenn versebiedene starre Korper gegenseitig anf einander ein- 
wirken, so wird das Problem nocb complicirter. Doch braucb(in wir 
weder auf diesen nocb auf den vorigen Pall naber einzugehen, daD^Aleni- 
bert eine Metbode gefunden bat, nacb welcber man alle iiutbigen 
Gleicbungen erbalt, ohne notbig zu baben, die Bewegungsgleicliungen 


D’Alembert’sches Prinzip (§ 66—67). 
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der verschiedenen Massenpunkte aufzustellen und oline eine andre An- 
nahme iiber die Natur der gegenseitigen Einwirkungen zn machen als 
die folgende, welcke man als eine natilrliche Folge der Bewegungs- 
gesetze ansehen kann: 

Die inneren Wirlmngen und Gegemvirlmngen eines Systems starrer 
sich betvegender Korper 'halten sich gegenseitig das Gleichgewicht 

§ 67. ErMdrung des D'Alemberfsehen Princips. Bei der Anwendung 
dieses Princips wird mit Vortlieil der Ansdruck Effectivhraft gebrauckt; 
der sick so definiren lasst. 

Wenn ein materieller Punkt als Tkeil eines starren Korpers sick 
bewegt; so stekt er unter der Einwirkung von ‘ausseren gegebenen 
Kraften und der Molukularreactionen der ilbrigen materiellen Punkte. 
Denken wir uns diesen Punkt von dem Rest des Korpers getrennt und 
alle diese Krafte entfernt, ’ so existirt eine einzelne Kraft^ welche ihm 
unter denselben Anfangsbedingungen die namlicke Bewegung ertkeilen 
wiirde; die er zuvor katte. Diese Kraft keisst die Effectivkraft des 
Punktes. Sie ist offenbar die Resultants der auf den Punkt wirkenden 
gegebenen und Molekularkrafte. 

Ist m die Masse des Punktes^ {x, y, d) seine Coordinaten bez. fest- 
liegender rechtwinldiger Axen zur Zeit tj so sind seine Besckleunigungen 
d^y d^z 

di^ ’ dt^ ’ dd^’ Resultante dieser letzteren mit f be- 

zeicknet, so wird^ wie in der Dynamik der Massenpunkte gezeigt wird, 
die Effectivkraft durch mf gemessen. 

Bezeicknet man mit F die Resultante der gegebenen, mit JR die 
Resultante der Molekularkrafte, die an dem Punkt angreifen, so ist mf 
die Resultante von F und P. Wird nun mf im entgegengesetzten 
Sinn genommen, so halten sick JP, JR und mf das Gleickgewickt. 

Dasselbe gilt fur jeden materiellen Punkt eines jeden Korpers des 
Systems. Auf diese Art erkalt man eine Gruppe von Kraften von der- 
selben Art wie JR, eine zweite Gruppe von soicken, die mit F und 
eine dritte von soicken, die mit mf gleickartig sind, Diese drei Gruppen 
bilden ein im Gleichgewicht befindlickes Kraftesystem. Nach dem 
D'Alembert^scken Princip halt sich nun das Kraftesystem der Gruppe JR 
fur sick allein das Gleichgewicht. Daraus folgt, dass die Gruppe F im 
Gleichgewicht mit der Gruppe mf ist. 

Wenn daher Krafte an jedem PunM des Systems angebracht tverden, 
welche den Effectivhrdften gleich sind, aher in entgegengesetzter Richtung 
wirlcen, so halten diese den gegebenen Kraften Gleichgewicht 

Mit Pliilfe dieses Princips reducirt sick die Losung eines dynamischen 
auf diejenige eines statiscken Problems. Das Verfakren ist folgender- 
massen. Zuerst waklt man geeignete Grossen, mittelst welcker die Lage 
des Systems im Raum bestimmt werden kann. Dann driickt man die 
an jedem Element wirkenden Effectivkrafte durck diese Grossen aus. 
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Diese im umgekehrten Sinn genommen, sindmit den gegebenen Kraften 
im Oleicligewjcbt. Schliesslich lassen sicb die Bewegungsgleichungeii 
filr jeden starren Korper aufsteUen, indem man die Componenten nacli 
drei Eicbtungen und die Momente bez. dreier Geraden bildet, wie es in 
der Statik gewoknlicli geschieht. 

§ 68. Yor der Yeroffentlicliuiig des D’Aleml^ert’sclien Princips ist eine grosse 
Anzah.1 dynamischer Probleme gelost worden. Man findet sie in den alteren Jahr- 
gangen der Memoiren von St. Petersburg, Berlin und Paris, in den Werken von 
Johann Bernoulli und den Opuscula von Euler. Sie erfordern meistens die Be- 
stinunung der Bewegungen verschiedener Korper, die unter demEinfiuss derSchwere 
stehen oder nicht und einander ziehen oder stossenmitHiilfe vonPIxden oderHebeln, 
an welchen sie befestigt aind oder langs welcher sie gleiten^ konnen und welohe, 
naohdexu ihnen am Anfang ein gewisser Anstoss gegeben ist, sich dann selbst iiber- 
lassen oder gezwungen werden sich auf gegebenen Linien oder Plachen zu bewegen. 

Das Postulat von Huyghens: „aeTvichte, welche durch die Schwerkraft in 
Bewegnng gesetzt vrerden, konnen sich nicht so bewegen, dass ihr gemeinsamer 
Schwerpunkt sich iiber den Ort erhebt, von welchem er gefallen ist“, war all- 
gemein eines der zur LQsung dienenden Principien; dazu bedurfte man aber 
immer noch anderer Principien und es war viel Scharfsinn und Geschicklichkeit 
nothig, urn in jeclem Pall das passende zu entdecken. Solche Probleme waron 
eine Zeit lang eine Art von Kraftprobe fur die Mathematiker. Der von D’Alem- 
bert 1742 in einem Memoire der Pariser Akaclemie vorgelegte und in seinem 
Traite de mecaniq^ie partie, Chap. I) 1743 vollstandig begriindete Satz 

machte dieser Art von Tumieren ein Ende, indem er eine directe und allgemeine 
Methode hot, jedes denkbare Problem zu losen oder wenigstens in Grieichungen 
zu bringen. Die mechanischen Scbwierigkeiten wurden auf diese Weise auf rein 
mathematische reducirt. Siehe Montucla Yob III p. 616 oder Wh ewe IPs History 
of the Inductive Sciences. 

D’Alembert sagt wortlich: „Soient it, .B, (7, etc. les corps, qui compos(int 
le systtoe et supposons qu’on leur ait imprime les mouvements a, ?>, etc. qu’ils 
soient forces, a cause de leur action mutuelle, de changer dans les mouvemo.ns 

a, b, c, etc. II est clair qu’on peut regarder le mouvement a imprime aii coi’ps A 
comme compose clu mouvement a, qui’l a pris, et d’un autre mouvement a; qu’on 
peut de meme regarder les mouvemens c etc. comme composes des mouveunens 
h, (3; c, y; etc. d’ou il s’ensuit quo le mouvement des corps Jl, J5, 0, etc. entr’enx 
aurait ete le m^me, si au lieu de leur donner les impulsions a, 6, c, on loAir (uit 
donn^ a-la-fois les doubles impulsions a, a; b, etc. Or par la supposition les 
corps Aj JB, 0, etc. ont pris d’eux-mmes les mouvemens a, b, c, etc. done les 
mouvemens o', p, y, etc. doivent etre tels qu’ils ne clerangent rien dans les mou- 
vements a, b, c, etc. e’est-a dire que si les corps n’avoient re 9 u que les mouve- 
mens o:, p, y, etc. ces mouvemens auraient du se detruire mutuellement et le, 
systSme demeurer en repos. De la r(^sulte le principe suivant pour trouver le 
mouvement de plusieurs corps qui agissent les uns sur les autres. Docoinposez 
les mouvemens a, 6, c, etc. imprimes a chaque corps, chacun en deux autres a, a; 

b, P; c,‘y; etc. qui soient tels que si Ton n’eut imprim(5 aux coiqos que les mou- 
vemens a, b, c, etc. ils eussent pu conserver les mouvemens sans se nuire recipro- 
quement; et que si on ne leur eut imprime que les mouvemens a, p, y, etc. le 
systtoe fut d^meure en repos; il est clair que a, b, c, etc. seront les mouvemens 
que ces corps prendront en vertu de leur action. Ce qu’il fallait trouver. “ 

§ 69. Ueher das D’ Alembert’sche Princip macht Sir Gr. Airy 
folgende Bemerkungen: 


D’Alembert’sclieB Princip (§ 67 — 70). 
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„Ich habe verscbiedene ErMarungen bez, Besprechungen dieses Satzos ge- 
sehen, die mir fehlerhaffc zu sein scbeinen. Der Satz an sick ist weder ein neues 
pkysikaliscbes Princip nock ein Zusatz zu sckon existirenden pkysikalisckcn Prin- 
cipien; er ist eine passende Combination mechaniscker Erwagungen, -welcke in 
einem gedrangten Verfakren Yon grosser Eleganz zum Ausdruck kommen. 

Der nickt ausgesprockene Gedanke, der die ganze Untersuckung bekerrsckt, 
ist dieser: Man kann sick jede Menge Yon Materie in irgend einer zusammen- 
gesetzten meckaniscken Combination so vorstellen, als entkielte sic zwei Yersckie- 
dene Eigensckaften: — erstens die des Zusammenkanges in sick selbst, der Empfang- 
lickkeit fiir Druckkraft und des Zusamnienkangs mit anderen solcken Mengen, aber 
nickt der Tragkeit und nickt der Empfanglickkeit fiir Annalime Yon Bewegungs- 
grosse — zweitens der discreten Molektile der Materie, die durck das Connexions- 
gerust an ihrer Stelle gebalten werden, fiir von aussen naitgetkeilte Bewegungs- 
grosse empfanglich sind und Tragkeit besitzen. Die Yereinigung erzeugt ein 
imponderables Geriist, vrelckes ponderable materielle Punkte tragt. 

Die Action ausserer bewegender Krafte auf irgend einen materiellen Punkt 
suckt nun eine gewisse Besckleunigung dieses Punktes kervorzubringen, kat aber 
im Allgemeinen ihre voile Wirkung nickt. Was verkindert sie daran? Es ist der 
Druck des Gerilstes, welcker durck die DifFerenz zwiscken der gegebenen be- 
wegenden Kraft und der Effectivkraft gemessen wird. So kat jeder Tkeil des Ge- 
riistes eine Druckkraft auszukalten, die von diesem Untersckied abkangt. Das 
ganze mcckaniscke System, wie complicirt es auck sei, kann man nun als ein 
System von Geriisten auffassen, von denen jedes Druckkraften unterliegt und in 
Eolge ikrer Combination jedes den anderen Krafte mittkeilt. 

Welcke Bewegungsgesetze geken nun aus diesem Zusammenhang kervor? 
Die Krafte sind Driickkiilfte, die auf imponderable Geriiste wirken und sie miissen 
sick den Gesetzen des statischen Gleichgewichts entspreckend das Gleickgewiclit 
kalten. Denn sonst musste eine augenblicldicke Yeranderung in der voraus- 
gcsetzten Bcwegung vor sick geken und diese Yeranderung ware von einer 
momentanen Aenderung der effectiven Kraft der Molektile bcgleitet, welcke einen 
dem Gleickgewickt entspreckenden anderen Druck hervorbringen wiirdc. (Man be- 
merke, dass nickt die Bewegungsgrdsse , sondern die bewegende Kraft momentan 
geandert werdcn kann.) 

Wir kommen so zu dem Sckluss, dass die Summe aller Dnterschiede zwiscken 
der an jcdem Molektil angroifenden bewegenclen Kraft und der tkatsacklicken 
efPectiven Kraft durck den ganzen Ban kindurck sick statisck das Gleickgewickt 
kalten muss. Fasst man dahcr die silmmtlicken gegebenen bewegenden Krafte in 
eine Gmppe und die Eff(ictivkrilfto iu eine andro zusammen, so kommt man zu 
dem Eesultat, dass die gegebenen bewegenclen Krilftc (lurch den gjinzen Bau liin- 
durch den Eflbctivkraften das Gleickgewickt kalten. So wird das D’Alembert’Hclic 
Princip gewdknlick ausgesprocken. 

§ 70. Beispiel zu D’Alemberfs Princip. Ein nicM schwerer Stab 
OAB Icann sich in einer verticolen Ebene frei um ein glattes festes 
Scharnier bei 0 drelien. Zwei sehwere EnnMey eleven Massen m nnd ml 
sindy werden an dem Stab bei A und B angebracht und scli^vingen mit 
ihm. Man soil die Bewegung fmden. 

Die Scliwingungsbewegung eines einzelnen materiellen Punktes 
wird in der Elementardynamik behandelt. Es wird dort nachgewiesen^ 
dass die Zeitdauer einer Ideinen Schwingung der Quadratwurzel aus 
dem Radius des beschriebenen Kreises proportional ist. In unserm 
Problem haben wir zwei materielle Punkte, die Kreisbogen von ver- 
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scliiedenen Eadien in derselben Zeit beschreiben. Jeder Punkt muss 
dalier die Bewegung des andern beeinflussen. Der Punkt mit dem 
kilrzeren Eadius bescblennigt die Bewegung des andern und wird selbst 
durcb die langsamere Bewegung des letzteren verzogert. Wir haben 
die resultirende Bewegung zu finden. 

Durcb das D'Alembert ’sche Princip sind wir in den Stand gesetzt, 
das dynamiscbe Problem auf ein gewohnlicbes statiscbes zuriickzufuhren^ 
welches uns, nacb denEegeln der Statik gelost, die Differentialgleicbungen 
der Bewegung liefert. 




Man setze OA=a, OB=i und der Winkel; den der Stab OABmit der 
Verticalen OZ macht^ sei d, Der Massenpunkt A beschreibt einen Kreis- 
bogen; seine Effectivkrafte sind daber, wie aus der Elementardynamik 
bekannt ist, ma d^d/df xiRAona(dd/dty, woven die erstere die Richtuug 
der Tangente an den Kreisbogen nacb der Seite bin bat^ nacb welcber 
0 zunimmt und die letztere langs des Eadius A 0 nacb 0 zu gerichtet 
ist. Ebenso sind die am Punkt JB in der Riebtung der Tangente und 
des Radius wirkenden Effectivkrafte bez. m'6 d^Ojdf und m'h (dd/dtj^. 
In Pig. 1 sind die Riebtungen dieser Krafte durcb die doppelten Pfeile 
dargesteUt^ wahrend die einfachen Pfeile die Riebtungen der Gewichte 
mg und m'g der materiellen Punkte bezeiebnen. 

Nacb DAlembert’s Princip sind die vier Effectivkrafte in der urn- 
gekehrten Riebtung genommen mit den Grewiebten der Punkte im 
Grleichgewicbt. Urn niebt die unbekannte Reaction bei 0 und die 
Reactionen zwiseben den Punkten und dem Stab einfllbren zu muss on, 
wollen wir die Momente des ganzen Systems um 0 nehmen. Die 
Krafte ma{deidty und m''b{dB/dtY baben keine Momente, da sie in 
der Riebtung BAO wirken. Die Momente der beiden andern sind 
ma? d^^jdf und d^Qjdf. Nimmt man sie in umgekehrter Riebtung 
imd addirt die Momente der Gewiebte, so erbalt man 

m'h)g sind = 0. . . . (1) 

Dies ist die Differentialgleichung der Bewegung. Wird sie aufgelost 
und die beiden willkiirlichen Constanten durcb die Anfangsbedingungen 
bestmuntj so erbalt man 0 als Function der Zeit. Docb lasst sicb das 
Resultat aneb auf kiirzerem Wege finden, obne auf die analytische 
Losung einzugeben. 
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Setzen wir m' = 0 und schreiben Z ftir so muss die Gleicliung 
(1) die Bewegung eines eimelnen Massenpunlctes ergeben^ der in einem 
Kreis vom Radius I scbwingt. 

Diese Bewegung wird mithin dargestellt durcli 

^^■ + 5'siii0 = O (2). 

Die Grleicbung ist von derselben Form, wie (1). Der Stab scbwingt 
daher ebenso, als ob die beiden Punkte verbunden waren und sich im 

Abstand I = vom Scharnier 0 befanden. 

ma -\-mo 

Als Variation dieses Problems stellen wir uns die Aufgabe, die 
Bewegung m finden^ wenn der Stab OAB sich um die Verticale als 
conisches Pendel mit gleichfbrmiger Winlcelgeschwindigheit bewegt, indem 
der Winlcel 6j den OAB mit der Vertiealen macM, constant Ueihi 

Aucb bier bescbreiben die Massenpunkte Kreise^ nur sind die Kreis- 
ebenen horizontal und ihre Mittelpunkte liegen in E und JP (Fig. 2, S. 56). 
Da die Bewegung um die Verticale gleichformig ist, so hat die Componente 
der Effectivkraft fiir A langs der Tangente an die Bahn von A den 
Werth Null, wahrend die in der Richtung des Radius AE von A nach 
E wirkende Effectivkraft ma sin 6(d(p/dty^ ist, wenn man miter gp den 
Winkel versteht, den die Ebene ZOA mit irgend einer festen durch 
OZ gehenden Ebene macht. Ebenso hat die ganze Effectivkraft bei 
B die Richtung des Radius BF und ist gleich m'h sin 6 (d(p/dty. 

Die Richtungen dieser Effectivkrafte sind in Pig. 2, S. 56 durch die 
doppelten Pfeile dargestellt. Dreht man sie um und nimmt die Mo- 
mente um 0, wie zuvor, so erhalt man 

— (ma^ 4~ m'V) sin 0 cos 0 + (ma + m'b) ^ sin 0 == 0 . 

Die Winkelgeschwindigkeit d(p/dt der Ebene ZOA um die Verticale 
ist daher durch 

= (ma + m' h) cj 

\dt/ cos 0 ^ 

gegeben mit Ausnahme des Falles, in welchem der Stab vertical ist. 

Auch hier zeigt das Resultat, dass die Bewegung des Stabes OAB 
um die Verticale ebenso vor sich geht, als wenn die materiellen Punkte 
in einen einzelnen vereinigt und in demselben Abstand von 0, wie bei 
dem ersten Problem, angebracht wtirden. 

Wir sind bei diesen Beispielen der in § 67 gegebenen Regel ge- 
folgt. Wir suchen zuerst einen Ausdruck fiir die Effectivkrafte, wie 
ihn die Dynamik der Massenpunkte bietet. Wir drehen diese Effectiv- 
krafte um und driicken die Gleichgewichtsbedingungen durch Gleichungen 
aus. Diese sind dann die Bewegungsgleichungen. 

Beisp. 1. Wenn drei materielle Punkte an dem Stab in verschiedenen Ab- 
standen von 0 angebracht werden, die Bewegung zu finden, (1) wenn das System in 
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Beisp. 2. Wenn diG zwgI naateriellen Punkte an 0 niittelst zwoicr I'ddcn 
OA, AB, wie Pig. 3, S.56 zeigt, befestigfc sind nnd sicli daa System nm die V(^r- 
ticale mit der gleichformigen Winkelgeschwindigkeit dcp/dt drelit, ao iat 

(m-AE-OE+m’ -BF-O.F) = (m ■AE + m' ■ B F) g . 

§ 71. Die Aufstellung der allgemeinen JBewegungsgleiclmngen (hr 
Systems starrer Korper mittelst des Alembert' schen Primdps. 

Sind (x, y, i) die Coordinaten des materiellen Punkies m mr Zeit 
auf irgend eiii System rechtwinkliger im Raum festliegender Axen 
bezogen, so sind d^x/dfy d^y/dt^^ ^zjdf die Beschleimigungen dea 
Punktea. Sind dann ferner X, PJ ^ die Oomponenten parallel zii den 
Coordinatenaxen der an demselben Punkt angreifenden, gegebenen be- 
wegenden Krafte^ so befinden sich nacli D’Alembert’s Princip die Krilfte 

'»(>'- S). 

mit ahnlicben an jedem andernMassenpunkt wirkenden Kraften ziisammen 
im Gleichgewicht. Darans folgt, wie die Statik lelirt, die Gleitdiung 

= EmX 

und zwei libnliclie Gleichungen fllr y nnd welclie man (lurch Z(‘r 
legnng in die Oomponenten parallel den Axen orliillt. Nirnirit man (lit* 
Momente um die Axen, so ergibt sich fiir die iC-Axe 

und filinliche Ausdriicke fiir zx nnd xy. 

Diese Gleichnngen lassen sich in die bequemerc Form bring(*n 

-Ak 


il S “ ^ S) 

Zm - 2/ ~f) = {xY - yX) 


Druckt man die Beschleimigungen in Polarcoordinaten aus^ so er 
halt man auf dieselbe Art ein andres aber gleichwerthiges System 
Bewegungsgleichungen. 


von 



Die Coordinaten der Kori^er (§ 70—72). 5 g 

§ 72. Die Coordinaten der Kiirper. Die Gleiciiiingen in § 71 
Sind die allgemeinen Bewegungsgleichungen der dynamischen Systeme. 
bie smd jedoch in dieser Form aussersfc unhandlich. Wenn das be- 
trachtete System ein starrer Korper und nicbt nur eine endliche An- 
zahl emzelner materieUer Punkte ist, so sind die sammtlicben 2; be- 
stimmte Integrale. Auch gibt es dann unendlicb viele rr, y imd die 
miteinander durch unendlicb viele geometriscbe Grleichungen verbunden 
sind. Man muss dalier^ wie in § 67 angedeutet wurde, eine endlicbe 
Anzabl von Grossen^ welche die Lage des Korpers im Raum bestimmen, 
zu finden suclien und die Effectivkrafte durcb diese Grdssen ausdriicken. 
Diese Grossen heissen die Coordino/ten des KoTpcTS. In der tbeoretiseben 
Dynamik ist es von der grossten Wiebtigkeit, diese Coordinaten 
papend zu walilen. Sie sollten so sein, dass sie (1) als Function der 
Zeit die Bewegimg des Korpers passend bestimmen und dass (2) die 
durcb sie ausgedruckten dynamiseben Gleicbungen so einfacb als nur 
moglicb sind 

Zuerst wollen wir untersueben^ wie viele Coordinaten zur Bestim- 
inung der Lage eines Korpers notbig sind. 

Die Lage eines Korpers im Raum ist gegeben^ wenn wir die Coor- 
dinaten eines seiner Punkte und die Winkel kennen^ welcbe zwei in 
dem Korper festliegende Gerade mit den Coordinatenaxen macben. 
Zwiseben diesen seeks Winkeln besteben drei geometriscbe Beziebungen^ 
HO dass die Lage eines Korpers von seclis unabbangigen Variablen^ d. b. 
dr(u (kiordinaten und drei Winkeln abbangig gemaebt werden kann. 
.ni(ise Variablen wollen Avir zu Coordinaten des Korpers nebmen. 

Oflenbar kdnnen wir die Coordinaten {x, z) eines Massenpunktes m 
(dues Korpers durcb die Coordinaten dieses Korpers und Grossen aus- 
driic]v(vn, die bekaunt sind und wiilirend der Bewegung constant bleiben. 
Wir wollen zuerst annehmen; das System bestehe nur aus einem ein- 
zelrum Kiirper. Substituiren wir diese Ausdriicke fiir y, z in die 
Gleicbungen (A) und (B) des § 71, so erbalten wir seebs Gleicbungen 
zur Bostimmung der seebs Coordinaten des Korpers in Ausdriicken der 
Z(dt. So wird die Bewegung gefunden. Bestebt das System aus 
rnebreren Korpern, so erbalten Avir, jeden fiir sicb betraebtend, seebs 
Gleicbungen fiir jeden Korper. Besteben irgend welcbe unbekannte 
Ileactionen zwiseben den Korpern, so sind diese in X, Z enthalten. 
Joder Reaction entspriebt eine geometriscbe Beziebung, welcbe die Be- 
wegung der Korper verbindet. Im Ganzen erbalten wir daber eine 
g(mugende Anzabl von Gleicbungen, um die Bewegung des Systems 
bestimmen zu konnen. 

Geht die Bewegung in einem Raum von zwei Dimensionen vor 
sicb, so reduciren sicb die seebs Coordinaten auf drei. Es sind dies 
die beiden Coordinaten des in dem Korper festliegenden Punktes und 
der Winkel, den eine in dem Korper festliegende Gerade mit einer im 
Raum festliegenden maebt. 
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Kapitel n. D’Alembert’sches Principe 


§ 73. Zunachst wollen wir versuchen, die durch Zerlegimg in 
Componenten erhaltenen Bewegungsgleicliungen (A) durch eine geeig- 
nete Wahl der Coordinaten zu vereinfachen. Wir miissen zu diesem 
Zweck die Componente der Bewegungsgrosse und die Componente der 
Effectivkrafte eines Systems fiir irgend eine Eichtung suchen. 

1st die gegebene Richtung die x-Axe und sind (w, y, d) die Coordi- 
naten eines Punktes von der Masse m, so ist die Componente seiner Be- 
wegungsgrosse in der gegebenen Richtung m dxjdt und also fiir das 
gauze System 2m dxjdt, Sind nun (jx^ die Coordinaten des Schwer- 
punkts des Systems und M seine Masse, so ist Mx = 2mx, daher 

dt dt 

Die Componente der Bewegungsgrosse eines Systems in irgend einer 
BicMimg ist daher der gamen Masse gleich, multiplicirt mit der Compo- 
nente der GeschwindigTceit des SchwerpunUs. 

Das heisst, die lineare Bewegungsgrosse UeiU fiir ein System die- 
selhOj wem man die game Masse in seinem SchwerpunM vereinigt 

Bhenso ist die Componente der Effedivhrdfte eines Systems in irgend 
einer Eichtmg der gamen Masse gleich^ multiplicirt mit der Componente 
der Beschleunigung des SchwerpunUs, 

Aus diesem Satz geht hervor, dass es vortheilhaft sein wird, die 
Coordinaten des Schwerpunkts eines jeden starren Korpers in dem 
System als drei der Bestimmungsstiicke dieses Korpers zu nehnaen, 
Wir konnen alsdann die Componente der Effectivkrafte fiir irgend eine 
Richtung in einfacher Form ausdriicken. 


§ 74. Schliesslich wollen wir die Bewegungsgleichungen (B), welcho 
die Momente urn die Axen darstellen, durch eine passende Wahl der 
drei iibrigen Bestimmungsstiicke zu vereinfachen suchen. Zu diesem 
Zweck miissen wir das Moment der Bewegungsgrosse und das Moment 
der Effectivkrafte urn irgend eine Grerade suchen. 

Nimmt man die gegebene Gerade zur iu-Axe, dann ist, wie in der 
Statik, yZ — zY das Moment einer Kraft bez. der a;- Axe und, ersetzt 

man Y und Z durch und ^ , das Moment der Bewegungsgrosse 
bez. der x-Axe 

Dies ist ein^ Ausdruck zweiten Grades. Substituiren wir nun 
y = y-hy', e = so erhalten wir nach § 14 



ds - <ifjA 

dt ~ 


worm M die Masse des betrachteten Systems oder Korpers ist. 

Das zweite Glied des Ausdrucks ist das Moment um die n;-Axe der 
ewegungsgrosse einer Masse M, die sick mit dem Scbwerpunkt bewegt. 


Allgemeine Principien (§ 73—76). 

Das erste Glied ist das Moment um eine durch den Schwerpnnkt 
gehende, der x-Axe parallele Gerade niclit der wirkliclien Bewegungs- 
grossen der verscliiedenen materiellen Punkte^ sondern ihrer Bewegungs- 
grossen in Bemg auf den Scliwerpunkt. Liegt irgend ein specieller 
Korper vor^ so hangt dieses Glied also nnr von der relativen Bewegung 
des Korpers nm seinen Sckwerpunkt ab. Bei der Ermittlung seines 
Wertbes konnen wir daher annebmen, der Scbwerpunkt sei dadurcb in 
den Zustand der Rube gebracbt, dass man jedem Punkt des Systems 
-^eine Gescbwindigkeit ertbeilt, die derjenigen des Scbwerpnnkts gleicb 
und entgegengesetzt ist. Daraus folgt: 

Das Moment der Bewegungsgrosse eines Systems um eine Gerade wird 
dem Moment der Bewegungsgrosse der gamen Masse, welche im Schwer- 
punkt vereinigt und sich mit ihm hewegend gedacht ivi/rd, gleich, wenn 
man das Moment der Bewegungsgrosse des Systems in Bemg auf den 
Scliwerpunkt um eine Gerade hinmfilgt, welche parallel zwr gegebenen Ge- 
raden dureh den Schwerpunkt geht 

Ebenso gilt dieser Satz auch, wenn man statt Bewegungsgrosse 
des Systems „Effectivkraft" setzt. 

Nimmt man eine Gerade durcb den Scbwerpunkt als Axe Ox, so 
wird das Moment der relativen Bewegungsgrossen um sie demjenigen 
der thatsdcMichen gleicb. 

Aus diesem Satz gebt bervor, dass es von Vortbeil sein wird, die 
Winkelbewegung eines Korpers auf ein System von Coordinatenaxen 
zu beziehen, die durcb den Scbwerpunkt geben. Ein allgemeiner Aus- 
druck fiir das Moment der effectiven Krafte fur irgend eine durcb den 
Scliwerpunkt gebende Gerade lasst sicb passender Weise jetzt nocb 
iu(ibt cntwickeln. Unter verschiedenen Umstanden sind verscbiedene 
Ausdriicke von Vortbeil. Kamentlicb drei Eiille sind zu beacbten; 
(1) wenn der Korper um eine sowobl im Korper als im Raum fest- 
li(ig(inde Axe rotirt-, (2) wenn die Bewegung in einem Raum von zwei 
Diinensionen stattbndet; (3) der Euler’sebe Ausdruck, wenn der Korper 
um (iimm festen Punkt rotirt. Man findet diese PaUe bez. am Anfang 
(ics dritten und vierten Kapitels imd im fiinften bebandelt. 

§ 7r>. atarrer Korper dreke sick um einen im Korper festliegenden Punkt 
0, wi(‘. z. B. den Scliwerpunkt; 0^, Or}, Of sei ein neues in dem Korper fest- 
licgcndcB System recktwinldiger Axen. Die gewoknlicken Pormeln fiir die Trans- 
formation von Axen geben daim 

2 / = + + + 1 

worin die Eicktungseosinusse (I, m, n\ {I, (m, v) Functionen der Zeit sind. Das 
Axeninoment der Bewegungsgrossen fiir die iu-Axe ist daker 

^j) = + BSmn- + + etc., 

win A = l dXIdt — X dlldt und B, 0 etc. ahnliohe Functionen der Eiolitungs- 
cosinuase sind. Nun bleiben Smn^ etc. und auch die Coefficienten J., 5, 

etc. fiir irgend ein System von materiellen Punkteu, welebes mit dem gegebenen 
Korper von gleichem Tragbeitsmoment ist, dieselben. Daraus folgt, dass das 



TJnabliS/iigigkeit von Translation und Eotation (§ 75 78). 03 

Den entsprechenden allgemeinen Ausdruck fiir die Winkelbewegungs- 
grosse liaben wir bier nocb nicht notbig. 

§ 78. Unabhangigkeit von Translation nnd Rotation. Wir korrnen 
nun zwei wicbtige Satze aafsteUen, welcbe zwar unmittelbar aus den 
eben erbaltenen Resultaten folgen, die wir aber des besseren Verstand- 
msses balber aus den Anfangsprincipien ableiten woilen. 

(1) Did Scwsgutig dss Sehwerpunkts dines unter dem Einfluss ivgend 
weZc/ier Erdfie steJienden Systems hleibt dieseUbe^ wenn mwn die gomze 
Masse in dem Schwerpunlct vereinigt und die Erdfte pardlel zu ihrer 
fruheren liichtung an diesen Punht verlegt. 

(2) Die Dewegung eines mter dem Einfluss irgend weleher Krdfte 
stehenden Korpers um seinen SehwerpunU hleibt dieselhe, wenn der Schwer- 
punla festgclegt wind und dieselben Erdfte auf den Korper wirken. 

Da nacli den Gleichungen (A) 

= HmX 

und da, wemi Xj //, die Coordinaten des Sehwerpunkts sind, xUm = Zlmx 
so folgt 

— 27w = 27mZ 

mid ebeuso fiir die iibrigen Gleichungen. 

Dies sind aber die Gleichungen, welche die Bewegung einer Masse 
2Jm unter der Einwirkung der Krafte etc. darstellen. Damit ist 

der (irste Satz bewiesen. 

Auh einer der Gleichungen (B) 

— 2^ ll) = ^ — y^) 

wire], wenn man x = x x' , 2/ = y + «/', ^ = i + / setzt, nach § 14 

b' "Z - y S') + (s % - y S) r - ,x). 

Nun kann man die Coordinatenaxen durchaus willkiirlich annehmen. 
Wir wollon sio so willilen, dass der Schwerpunkt in dem betrachteten 
Moment durch den Coordinatenanfang geht. Es wird dann 
y = Oj dxiilt, dy/dt miissen dagegen nicht nothwendiger Weise Null 
Hein. Die Gleichung wird dann 

Em — y -^r) = -SiM {x Y—y'X). 

Diese Gleichung enthiilt die Coordinaten des Sehwerpunkts nicht, 
j^ilt fiir jeden einzelnen Moment der Bewegung und ist daher immer richtig. 
Sie bildet aber mit den beiden andern aus (B) folgenden Gleichungen 
zusammen genau die Gleichungen der Momente, welche man erhalten 
wurde, wenn man den Schwerpunkt als festliegenden Punkt betrachtete 
und ihn zum Coordinatenanfang fiir die Axen der Momente nahme. 



64 


Kapitel H. D’Alembert’sches Princip. 

§ 79. Diese beiden wicbtigen Satze werden bez. die Principien der 
Erhaltung der Bewegungen der Translation und Rotation genannt. Der 
erste wurde von Newton als vierter Zusatz zu seinem dritten Be- 
wegungsgesetz gegeben und spater Ton D’Alembert und Montucla 
Terallgemeinert. Der zweite ist neueren TTrsprungs und scheint gleicb- 
zeitig Ton Euler, Bernoulli und CheTalier d’Arcy entdeckt worden 
zu sein. 

Nocb ein andrer Name ist diesen Satzen gegeben worden. Sie 
bilden zusammen das Princip der JJnahhdngigkeit der Bewegunyen der 
Translation und Botation. Die Bewegung des Schwerpunkts bleibt die- 
selbe, weim man die ganze Masse in ihm Tereiuigt und ist daher Ton 
der Rotation Tollstandig unabhangig. Die Bewegung um den Scbwer- 
punkt ist dieselbe, als wenn dieser Punkt test liige und ist daher Ton 
der Bewegung dieses Punktes unabhangig. 

§ 80. Durch das erste Princip wird das Problem, die Bewegung 
des Schwerpunkts eines noch so complieirten Systems zu linden, diirauf 
reducirt, die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes zu ermittehi. 
Durch das zweite reducirt sich das Problem, die Winkelbeweguug eines 
freien Korpers im Eaum zu finden, daraufj die Bewegung dieses Krirpers 
um einen festen Punkt zu bestimmen. 

Beispiel zum ersten Princip. Bei der Benutzung des ersten J’rin- 
cips ist zu beachten, dass die gegebenen Krilfte am Schwiupunkt 
parallel zu ihrer friiheren Richtung angebracht worden milssen. W(iun 
sich z. B. ein starrer Korper unter der Wirkung einer Oentralkraft be- 
wegt, so ist die Bewegung des Schwerpunkts im Allgerneinen nkht 
dieselbe, wenn die ganze Masse im Schwerpunkt Tereiuigt wir<l, ujid 
die centrale Kraft alsdann auf ihn wirkt. Der Satz sagt Ti(diiiehr, man 
solle zuerst die Anziehung der Centrallaratt fur jeiles El(mi(;ut des 
Korpers feststeUen, die Bewegung des Schwerpunkts bleib<i (li<\H(db(!, 
wenn man diese Krafte parallel zu ihren urspruuglichen Ricdituugeii an 
dem Schwerpunkt angreifen liisst. 

Wenn die gegebenen Krlifte stets parallel eiiusr ftisten (leradim 
wirken oder wenn sie nach festen Centren geriehtet siiid und variirmi, 
wie der Abstand Ton diesen Centren, alsdann bleibt di(* (iriissi.' umJ 
Richtung ihrer Resultanten dieselbe, ob wir uns den Kijrjuir in seimm 
Schwerpunkt concentrirt denken oder nicht. In don nuiisten hiUlcin 
jedoeh muss man zuerst die Resultante der gegebenen Krilfte; suc.ln;)), 
wie sie in Wirkhchkeit auf den Korper wirken, ehe er in seiimm S(:hw(;r- 
punkt Tereinigt wurde. 

§ 81. BeispM zu dem zweiten Princip. Nelnnen wir an, die 
Erde retire um eine durch ihren Schwerpunkt gehende Axe; und unter- 
liege den Anziehungen der Sonne und des Mondes. Das zweit;; J’rinei]> 
belehrt uns dann, dass. WftTin difi PPftlllf.irAYirlo A vivi oUnn . 
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Mi-tliodo dcr Anwendimg des Princips (§ 79—82). 

tlurcli don Scliwerpunkt der Erde geht, die Rotation nm die Axe in 
k.Muor WoiHc boemflusst wird. Welcke Bahn auch der Schwerpnnkt 
’ a-Ji'Um VGiiolgeu mag, die Rotationsaxe beh'alt ibre feste 

vicJitiing iin .Raiim und die Winkelgeschwindigkeit bleibt constant. 
i)urauH lassmi hjcIi nnmittelbar zwei wichtige ScUiisse zieben. Wie 
imui weisH, l)(iS(*Jireibt der Schwerpnnkt der Erde eine Babn urn die 
SouiK^, di(,i selir iiiibezu in einer Ebene liegt mid bangt der Wecbsel 
dc‘r Jiilir(‘szeit(ui ini Weseiitlicben von der Neigung der Erdaxe gegen 
dH‘R(‘ Ebeiu^ ab. Die Perinanenz der Jabreszeiten ist damit festgestellt. 
Wmo zw(ut(^ l^\)lgerang^ ist die, dass die Lange des Sternentages un- 
V ‘U'jiiubn'liidi ist, weil die Winkelgescbwindigkeit constant bleibt. 

(biiuiu ^fcnonmien g(dit die Eesultaate der Anziebungskrafte der Sonne and des 
Montln inif die liuizelueu inaturiellen Pmikto nicbt durcb den Scliwerpunkt der Erde, 
w(*il dir ICnlr, keiiir vollkoimuone Kugtd ist, dereix Schicbten gleiclier Dicbtigkeit con- 
« rniibehc Ivugidii wan,‘n. Da aber die ellipaoidiscben Schichten. nur wenig von der 
al»w(dcjii‘ii, HO wird diii Kotationttbewegung der Erde nur in geringem 
< {nid(‘ ul’iudrl.. n’rol'/dem wirkt die Sonne z. B. mit ungleiclien Kraften auf die 
(Irs Erdiujiial-orH, w(dcli(‘, ihr ntlher liegen und auf die weiter entfernten. 
i>u\ Aii'/irhungskma der Sonne hat dalier das Bestrehen, die Erde um eine in der 
doK A(*(iuaf.orH Himkrecht, zu deni Itadiusvector der Sonne liegende Axe zu 
dndien. I)i»‘ allgcineiiu* Wirkiing dioRGs Krilftepaars auf die Botation der Erde 
ltd. Hobr bmurrkeuHwi’rUi; wir werden Hpilter bewoisen, dass (1) die Botations- 
prrioilr d(‘r Erde iinveranaeri bleibt und (‘2) dass, wenn aucb die Bicbtung der 
Er<hixe ini Kunni iiicdil. lilnger f(^ni,lieg^, die Axe doch im Ganzen die gleicbe 
Neigung g«'g<‘u di(‘ l^lbeiu^ der Erdbew(‘gimg mu die Sonne bcibelialt. Somit bleibt 
die Ikuinunenz der Jalire.Rzeil.tni, ho weit dicHO Ursaclien in Betracht kommen, un- 
heriihrt. 


§ S2. Allgcmcinc MdJiode dm* Aiiweiidiiiig des D'Alemberf/schen 
Pi‘iiicips. Das allgiijiKunc in (bn* Dynamik zu losende Problem kann man 
St I lassmi: 


Dint* Anzahl starrtu* Korper ilbt sowobl aufeinancler als auf feste 
ibinklt;, Ourvtm otlcr PiruilKm Druck aus und unterliegt der Einwirkung 
^^t*gt‘lMuun* Kriirtcj ilirt^ Bowogiiiig zu finden. 

Das D ’A I (Mh Ixvi’t’scdu; Ibiiuiip wird zur Losung dieser Aufgabe 
auf (lie iblgtmtlc Art bnnutzt. 

7/, scitjn die Coordinateii des Scbwerpiiiikts irgend eines dieser 
Krirptn*, .‘Uif <lr<*i rtichtwijiklige im. Eaum festliegende Axen bezogen. 
l)n*i ajitln^ ( 'oonliitalon di(js(3s Korpers mdgon so gewiiblt werden, dass 
(lit* (Irtd Mouicnlio dor Btiwegungsgrosse des Kdrpers um drei reclit- 
svinkligt*, dor Ititditung nacli festliegende und durcb den Scliwerpunkt 
|j;;(*li(‘jul(t Ax(*ii siidi auf passciide Weise durcb sie ausdriicken lassen. 

//m, //;i stiitni di(3S(i drei Monuinto der Bewegungsgrosse und M die 
jMassti. I)i(3 Enec.tivkriirto des .Ivdrpers sind dann gleicbwertbig mit 


(Itui (Irtd Eiretitlvkriirieii M 


r/“;r 

7l¥ ’ 


M 


^ Efifectiv- 


iiaartm ^ . / , • ’ / , • Die drei EfFectivkrafte greifen an dem Sebwer- 

jiuukt juiriilltd (leu Axen x^y bez. an uiul die drei Kraftepaare wirken 

Jtouth, Dyimniik. i. 0 


mogen aui annucne ausgeurucKt vYt5xut5ju. 

Nimmt man nun diese sammtliclien Effectivkrafte und Paare im 
umgekelirfceii Sinn, so halten sie den gegebenen Kniften das Gleicli- 
gewiclit. Die Gleicbgewichtsgleicbnngen findet man durch Zerlegung 
in solchen Richtungen und indem man die Momente um solche Geraden 
nimmt, die am passendsten sind. Statt die Effectivkrafte umzudreben, 
ist es gewohnlich praktiscber, die gegebenen und Effectivkrafte auf die 
versckiedenen Seiten der Grleichungen zu scbreiben. 

Nimmt man jeden Kdrper fiir sick, so erValt man auf diese Weise 
mittelst der drei Componenten und drei Momente seeks Bewegungs- 
gleicbungen fur jeden Korper. 

Wenn zwei starre Korper gegeneinander oder gegeii ein festes 
Hinderniss Druck aiisilben, so erhalt man eine oder melirere unbekannte 
Reactionen. Im Allgemeinen gibt es aber auch ebensoviele Gleiclmngeii, 
durck welcke die Berukrungsbedingungen ausgedruckt werden. Die 
Art, wie man diese Bedingungen niedersclireibt, *wird in den folgeiulen 
Kapiteln erklart. 

Wir erlialten so ebensoviele Gleichungen, als Coordiiiatcni und 
Reactionen vorkanden sind« Manckmal kann man durch geeiguete 
Wakl der Ricktung der Componenten oder der Geraden, uin wiikdie 
die Momente genommen werden, ebenso wie in der Statik (ku* Eiii- 
fiikrung einiger dieser Reactionen in die Gleickungen aiis dcun 
geken. Dadurck wird die Anzakl der zu bildenden Glelcluing(ui nulu- 
cirt. Man kann auch manckmal diese Reactionen dadurch vermeideii, 
dass man fiir zwei Korper die Componenten und Momento so iiiiinni, 
als ok sie fiir den Augenblick nur eiiieii Korper kildetf 3 n. 

Diese Differentialgleichungen sind dami zu Idsen. Die vcyrHcliicdeium 
Verfahrungsarfcen werden spater erklart werden. Im Allgemoiumi kann 
man ein Integral durck eine Methode linden, die das Priiunp (hr 
lebendigen Kraft heissi. Wir werden eine Regel angeben, iiacli welcdun- 
sick dieses Integral niedersekreiben lasst, oline vorlier die Bc\v(‘giiugs 
gleickungen aufgestellt zu haken. 

Wir haben uus hier darauf besekriinkt, die Gleicliungeu durcli Zer- 
legung in Componenten nnd Bilduug der Momente zu sncluii]. Man 
kann jedock auck anders verfakren. Lagrange hat z. B. eiua Alelkode, 
die Bewegmigsgleicknngen zu bilden, angegeben, durck welcli (3 uusstu' 
anderen Vortkeilen die Arbeit, die Reactionen zu eliminircni, v(*r- 
mieden wird. 

§ 83. Die Anwendung des D’Aleiukerf sclien Priiicips auf Moiuentan- 
krafte. Wenn eine Kraft F auf eineu Massenpunkt m iminer in der- 
selben Ricktung wirkt, so ist die Bewegimgsgleicknng 


Momcniiinkrili'io (§ 8 ' 2 -- 83 ). 
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worin v dici G(*s(!hwin<lifjfk(*it (UiH MaHsoiipimkkis mr Zeit t bedevitefc. 
Wirki mm dm Kral’i; wilhrcnd dns Zeitiiitervalles T iind siiid v' die 
G(‘sidnviudigktnt(‘u am Aiifaiig \ind Eml(^ deyHelboii; so ist 

T 

m{ v - V) I F ilt. 

1 ) 

Nimmt- man mm mi, die Kralk F wachse mibogreiiyd;, walirend das 
lutervall T imbt‘gr(*ii'/i abniniml;, so kann das Integral eim 3 endlicbe 
Gnar/e 1 ui1h‘1l I)i(*se. (inni'/e h(*1 1\ Die. Ubiielinng lautot dann 

ni {r V) , 

Die (b’seliwindigkeit hat in (hnn Ini(o*vall T vm- oder abgenommen 
von V bis T. Nimmt tnan an, di<‘ <4(‘stdiwindiglv(‘it sei (*mllic,h gebli(d)en 
und ist V ihr gntsHtcn* VVerili iiimndialb d(‘H IntervaJls, so ist d(»r dnrck- 
laulem* Kamn kh‘im'r ills Vl\ Weil al)(*r beim Ibibergang y;nr Grcnzo 
di(*S(‘r VVerth verseliwiiulcd,; so liat siidi der IVIaHHenpiinkt, wilbrend di(i 
Kral’t. F atif ihn wirktt*, nie.lii. bi'wegt. Fr halir. kv.lnc Zrii siah ph ha-' 
icnjni ^ st'i)ir (h^srluriiHlifikril dhrr hat sidi (/aandari, sir ist von v pn v 
ilbrr(jriianifv}L 

Man kann anneluneii, das riehtigi^ Mass ('iir (dm* Kral't S(d g( 3 " 
rumbm, \v<‘nn sieh aus ihm alb* VVirkung(‘n den' Kraft abhdi.tni lassem. 
Ifandelt es sieii iiin (*n(llie.he Krilfte^ so ist sovvolil di(* OrtS' als (li(* 
(b*H(diwindigkeii.siIi}derung des Massenpurikbis yn Ix'stiuiiruni. Man irnisB 
dalnn* die gan/.e VVirkungH/.<dt in I01<‘m(*ntar/,(dt(ni tlnn'Ieni und di(3 
Wirkung der Kraft wilbn'inl eimn* j/nhui (hn'sfdixni Inistinnmni. Bed nn- 
enidlieh grersseii Krilften jedindi, die* edin* unl)egnnr/t kurye^ Zidt wirken; 
ist die* Orisverlludenjng Null und die^ A(‘nde»rung den* (b'sedivvindiglcevit 
das e*iir/ige‘ Kde^inent, das '/u bestiinineii bl(*iht. .Es ist deisbalb an* 
ge‘Z(*igi, die* giur/e y.ur Wirkung ge'kennmem* Kraft in edn Mass yu ven* 
e*inige‘n. Mine* solehe* Kraft lie‘isHt (‘im* .Momvutan- oden' dlosskraft. Sie^ 
kann de*finir{. we'rden als die* (ireir/.e* e*ine‘r Kraft, die* un(‘ndli(di gross 
isir, abe-r nur \viUn’e*nel e*ine*r nnenidlieJi kury,e*ii Z(‘it wirkt. In de*.!* Natnr 
frihi, e*H .s<*lbsl.V(*rstilneilie.li sedediei Krilften niedit^ doeji gibt (‘s Krilf’te*, wie* 
/. B. eler Hioss e*ine*H Hammers, die* sedir gross sind und nur sebr kurye* 
Ze‘ii, \virke*n. Die'se* iusse*n sit*li als Stejsskrilfte* be‘liund(dn und die lu*sultate! 
\V(*reIen inedn* (hIi*!* wenige*r genau ansfalh'ii je* nae*,li der (jircisse* de‘r 
Kraft und de‘r K(ir/.e de*r ve‘rllejsse‘ne*n Ze‘it. Man kann sie* a, noli als 
emdliclie KrilB.e bedianele‘ln und die* kleine* Ve‘rn’i(*.kung des Keirpnrs 
wilbrend eler kur/.e*n Ze*it di*r Wirkung eler Kraft auflinden. 

I.)ie* (ireisse* P kaiiu man '/urn Mass den* Kraft ne'lune'ii. JUnr tSioss- 
kraft ivird durrh dir i)i Fol(/r drs Sfossrs rrznuftr IkKvynmfsgrdssr 

(jemcHsrn, 


6 
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Kapitelll. D’Alembert’sches Princip. 

§ 84 . Bei der Bestimmung der WirJmng einer SMomcntanlzraft auf 
einen Korper Icann man die WiThung aller endZichB^ defi^sdhen Zeit 
auf den Korper wirlend&n Krdfte vernachldssige'n, 

Denn wirkt gleichzeitig mit einer Momentankrafti eine eiidliche Kraft 
f auf einen Korper, so ertalt man wie oben 

T T 

CFcU Cf dt 

^ y ~r> ^ '‘P 

r "0 r 0 JP . f J~ 

m ‘ m m > 97t 

In der Greuze verscbwindet aber fT. Ebeiiso kaiXni die Kraft f uus 
der Gleicliung fiir die Momente weggelassen werdexx. 


§ 85 . Aufstelhmg der allgemeinen Bewegungs^^eiahiingni fiir ehi 
System^ auf welches eine ielieUge Zahl von I^ome'^'^tankrdftm ZHglvirh 
wirht 

Uj V, w\ u\ v\ w' seien die Gescliwindigkeiteix einen Ibinktos von 
der Masse m parallel zu den Axen genau vor uxxcl geiiaii uacli d(*r 
Wirkung der Momentankriifte. X', Z' seien dio G()mi)()neni(‘ii <l(u* 
Momentankraft am Punkt m parallel den Axen. 

Nacb der bisherigen Bezeiclamngsweise eidiillt iikui die Gbdclmng 

Xm “ = XmX 

und durch Integration 

T 

Em (u - == Em fx dt = 20 X' ( 1 i 

0 

imd ebenso: 


Ein ('// - — v) = E Y' . 

. 

. 1 .-’ 

Em{w' — tv) ^ EZ' . 

. 


Integrirt man lerner die Gleicliung 



Em [x g - y ^ == Em {x Y - 



SO erlialt man 



2:m [x%-y -jf) == Em [xjY dt — 

- ?/J‘X dl\, 



wobei Xj y als Constante zu betracliteii sind^ weil die Dauer 7 ' dr.s 
Stosses so kurz ist, dass der Korper koine Zeit Imt;^ sic.li zu hevvegon 
(§ 83 ), d. h. also, inan kaiin die Aenderungeix voii. x uud y wHlinuHl 
dieses Intervalls veniacblllssigen. Niirunt man die Qronzeu, .so winl 

\x {v' — v) — y{u' — = Z!(xY' yX ' ) . . ( -1 j 


Em [y{w — lo) — 12 (v' — v)] = E{yZ' ^ 3 ? 1") . . . ( 5 ) , 

Em {it ~u) — X {w' — z{;)] = E(^^ Z." x Z' ). . . ({ ;) . 


und ebenso 



Bezeiclinuiig der Bewegungszustande nach der Wirkimg der Stosskraft, 
\y‘clhrend dieselben Buchstaben ohne Stricli die entsprechenden Zustande 
vor dieser Wirkung bezeicbnen sollen. Da die Aenderungen in der 
Ricbtung und Grosse der Gescbwmdigkeiten der verscbiedenen Pnnkte 
der Korper die einzigen Gegenstande der Dntersncbnng sind^ so sollen 
die Bewegnngsgleicliungen dnrcb diese Gescbwindigkeiten aiisgedriickt 
werden. 

§ 86 . Bei der Anwendung des D’Alembert’sclien Princips auf* 
die Momentankraffce ist nnr die Art, wie die Effectiykrafte gemessen 
werden, zn andern. Sind (^t, iv) die Componenten der 

Gescliwindigkeit eines Punktes gerade vor nnd gerade nacb dem Stoss 
und ist m die Masse des Punktes, so werden die Effectiykrafte durcb 
mill ' — i()j m {^' — v)^ m(w' — to) gemessen. Die Grosse tnf in § 67 
ist als das Mass der Stosskraft anznselien, -welcbe, wenn der Pnnkt yon 
dem Rest des Korpers getrennt ware, diese Aenderungen der Bewegungs- 
grusse hervorbringen wiirde. 

Wenden wir auf imsern Pali die Bezeicbnung der §§73 und 74 
an, so ist die Gomponente der Effectivkraft in der Ricbtung der 0 -Axe 
(lie Differenz der Wertbe von Uni d0/dt gerade vor und gerade nacb 
dieser Wirkung der Stosskrafte und dies kommt der Differenz der 
Worthe von M dz/di in denselben Augenblicken gleicb. Ebenso ist das 
Moment der Effectivkrafte bez. der 0 -Axe die Differenz der Wertbe von 



gonau vor und gen an nach der Wirkung der Stosskrafte. 

Man kann daher den allgemeinen Satz in § 82 auf die Stosskrafte 
folgendermassen ausdebnen: 

Sind (ttj Vj w), (u', v, ^v) die Componenten der Gescbwindigkeit 
des Scbwerpunkts eines starren Korpers von der Masse M gerade vor 
vnid gerade nach der Wirkung der Momentankrafte parallel zu irgend 
(hui festliegendeii recbtwinkligen Axen und A 3 ), (V, K) 

die Momente der Bewegungsgrosse bez. des Scbwerpunkts um drei recbt- 
vviiikllge Axen, deren Ricbtung festliegt und die sicb im Scbwerpunkt 
scbiioiden und werden die Momente bez. gerade vor und nacb dem Stoss 
gonommen, so sind die Effectivkrafte des Korpers gleicbwertbig mit 
dcji drei am Scbwerpunkt parallel zu den recbtwinkligen Axen 
wirkenden Effectivkraften M(ii' ~~ii\ Jf zusammen 

mit den drei Effectivkraftepaaren (A/ — AJ, — A 2 ), Qh 

diese Axen. . 

Diese Effectivkrafte und Krilftepaare befinden sicb, wenn man ihre 
Ricbtung im entgegengesetzten Sinn nimmt, im Gleicbgewicbt mit den 
gegebenen Kraften. Die Gleicbgewicbtsgleicbungen lassen sicb dann 
nach den Satzen der Statik aufstellen. 
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Kapitel II. D’Alemberfc’sclies Princip. 

§ 87. Beispiele. Beisp. 1. Zwei materielle in derselben Ebene sich bewegencle 
Punkfce werden in parallelen aber entgegengesetzten Eichtungen forfcgescbleudert 
mit Grescbwindigkeiten, die ibrer Masse umgekebrfe ^proportional sind. Man be- 
stirnme die Bewegung ibres Sebwerpunkts. 

Beisp. 2. Eine Person stebt auf einem vollkommen glatten Tisch; man zeige, 
•wie sie berunter kommen kann. 

Beisp. 3, Man erklare, wie eine anf einem Stubl sitzende Person den Sfculil 
durcb das Zimmer mittelst einer Eeibe von Stossen zu bewegen vennag, ohne deii 
Boden mit den Pussen zu berubren. 

Beisp. 4. Es stebt Jemand auf dem einen Ende eines vollstlindig rauhen 
Bretts, welcbes auf einem glatten Tisch liegt. Man bestimme, wenn er nacb dem 
anderen Ende des Brettes gebt, wie weit sicb das Brett bewegen wird. Wenn or 
von dem Brett beruntertritt, wie lasst sicb dann die nocb folgcnde Bewegung des 
Brettes bestimmen? 

Beisp. 5. Der Scbwerpunkt einer aus einer Kanone gesebossenen Bombe iin 
leeren Eaum bewegt sicb langs einer Parabel und seine Bewegung wird durcb das 
Platzen der Bombe niebt geandert. 

Beisp. 6. Ein Stab drebe sich in einer horizontalen Ebenc gleicbmiiRsig mn 
einen seiner Endpunkte. Wenn er nun plotzlicb entzwei bricht, wie bewegt sicli 
jecler Theil? 

Beisp. 7. Ein Wilrfel gleitet eine vollkommen glatte gcncigte Ebene binab, 
wobei vier seiner Kanten horizontal bleiben. Der Mittelpunkt der tiefsten Kante 
trifft auf ein kleines festes Hinderniss und ist gezwungen, steben zu bleiben. Man 
bestimme, ob auch der Wiirfel steben bleiben muss und zeige, dass die liings der 
Kante resultirende Stosskraft niebt langs der geneigten Ebene wirkt. 

Beisp. 8. Zwei Personen A und B befinclen sicb auf einer vollkommen glatten 
horizontalen Ebene in dem Abstand a von einander. A wirft einen Ball nach B, 
weicber B nacb einer Zeit t erreiebt. Man zeige, dass A auf dor lObene mit der 

Gescbwindigkeit zu gleiten anfangt, wenn M seine cigeno Masses und m die 

des Bailes ist. Ist die Ebene vollkommen raub, weicber Art sind in {Ulgemeintm 
Ausdriicken die Druckkrafte zwiseben A’s Fiissen und der Ebene, die ihn am 
Gleiten verhindert? Haben diese Druckkrafte eine cinzelne Ecsiiltante? 

Beisp, 9. Eine Kanone stebt auf einer unvollkommcncn raulum horizontalen 
Ebene und wird mit einer solchen Ladung abgefeuert, dass indativc Gt‘.- 
scbwindigkeit der Kugel und Kanone in dem Augenblick, in dem die Kugel das 
Eobr verlasst, V ist. sei die Masse der Kanone, m die der Kugel und g dev 

Eeibungscoefficient; man zeige, class die Kanone die Strecke 
der Ebene zurucklauft. 


/ mV y J, 


Beisp. 10. Aus der Masse eines Wiirfels ist eine kugclformigo Aushohlung 
vom Eadius a derart berausgesebnitten, dass der Scbwerpunkt der librig bleibonden 
Masse in der durcb den Mittelpunkt der Aushohlung gehenden' Verticalon Jiogt. 
Der cubisebe Korper rubt auf einer vollstandig glatten horizontalen Ebene und 
das Innere der Aushohlung ist vollst'andig raub. Eine Kugel von der Masse m 
und dem Eadius h rollt an der Seite der Aushohlung binab und beginnt ibre Be- 
wegung vom Zu stand der Eube aus, in welch em sicb ihr Mittelpunkt auf eiiior 
HObe mit dem Centrum der Aushohlung befindet. Man zeige, dass der cubische 


Korper, wenn die Kugel zum naebsten Mai zur Eube kommt einen Weer 

’ AT -4- iH 

zuruckgelegt hat, worin M die Masse des flbrig bleibenden Theils des Wiirfels ist. 



Wiii-de das E-esultat dasselbe sein, wenn die AuslioUung glatfc oder tinvoUkommen 
rauh ware ? 

Beisp. 11. Zwei Eisenbahnlocomotiven, welche denselben Zug zieben, sind 
diirch eine lose Kette verbunden Tind geratben mebrere Mai bintereinander in 
Collision mit einander. Die vordere Mascbine ist oben etwas scbwerer als unten 
mid die Puffer sind bei beiden etwas tief angebraebt. Man beobachfcet, dass die 
Vorderrader der ersten Mascbine auf und nieder springen. Welcbe dynamisebe Er- 
Idilrung lasst sicb fur diese sebwankende Bewegung geben? In welcber Hobe 
imissen die Puffer angebraebt werden, damit sie vermieden wird? Camhi'. Trans. ^ 
VoL VII, 3, 1842; J. Power, Disastrous effects of collision on railways. 

Beisp. 12. Sir C. Lyell erwabnt in seinem Bericbt iiber das Erdbeben in 
Calabrien vom Jabr 1783 zwei Obelisken, von denen jeder aus drei grossen lose 
aufeinander geiegten Steinen bestand. Nacb dem Erdbeben fand man das Posta- 
ment eines jedeii Obelisken auf seinem friiberen Platz, die versebiedenen oberen 
Stcinc batten sicb aber zum Tbeil berumgedrebt und waren um mebrere Zoll aus 
ibror Lage verruckfc, obne berabzufallen. Es wurde daraus gescblossen, dass der 
Stoss, welcber den Ban ersebutterte, eine borizontale und sicb drebende Riebtung 
gebabt babe. Man zeige, dass ein einfacber geradliniger Stoss eine solcbe Ver- 
sebiebung bervorbringt, wenn die Resultante des Stosses auf jeden Stein niebt 
durcb seinen Schwerpunlct gebt. 

Siebe Mallet’s Dynamics of earthquaJees. — Milne in seinen Earthquakes 
1886, Seite 196 bespriebt die letztere ErMarung und verweist auf einige abnlicbe 
Flillc, die bei dem Erdbeben in Jokobama 1880 vorkamen. 


Kapitel III. 

Bewegung um eine feste Axe. 

§ 88. Die Pundamentalaiifgalbe. Wenn sich ein starrer Korper frei 
um eine im Kbrper md im Baum festUegende Axe drehen Ioann, das 
Moment der Effectivlmfte um die Botationsaxe m finden. 

Die eine Bezugsebene sei irgend eine ina Kaum festliegende die Axe 
entlialtende Ebene xuid 6 sei der "Winkel, den eine audre im Korper 
festliegende die Axe entbaltende Ebene mit ihr bildet. m sei die Masse 
eines Korperelements; r sein Abstand von der Axe und (p der Winkel, 
den die das Element m und die Axe entlialtende Ebene mit der Be- 
zugsebene bildet. 

Die Geschwindigkeit des Massenpunktes m ist r dtpjdt in einer 
Ricbtung, die senkrecht auf der durcb die Axe und den Punkt gelegten 
Ebene stebt. Das Moment der Bewegungsgrosse dieses Punkt es um 
die Axe ist offenbar mr^ dpjdt und dalier das Moment der Bewegungs- 

grossen aller Punkte Da die Punkte des Korpers starr 

mit einander verbunden sind, so ist offenbar d(p/dt fur jeden Punkt 
dasselbe und gleicb dO/dt Das Moment der Beivegungsgrbssen aller 
MassenpimUe des Korpers ist mithin JSmr^ dOjdt, d. h. das Trdghcits- 
moment des Korpers filr die JLre muUiplicirt mit der Winlcelgeschwindighcii 

Die Beschleunigungen des Punktes m sind rd^fp/dt^ und — riclcp/dif 
senkrecht zu r bez. in derselben Richtung, in welcher r gemessen wird; 
das Moment der bewegenden Kriifte von m um die Axe ist mr'^ drtp/d f] 
das Moment der bewegenden Kraft e aller Punkte des Korpers bez. der 
Axe daher Z(mr^ d^(p/df). Dieser Ausdruck ist aber aus demselben 
Grund wie vorlier gieich Umr^ d^Q/dt^, d. h. gleicli dem Trdgheits- 
moment des Korpers he^. der Axe multiplicirt mit der Wwlcelheschleibnigimg. 

§ 89. Die Bewegimg eines Korpers um eine feste A.xe untcr der 
Mmvirlmng heliehiger Krdfte zu hestimmen. 

Nach D’Alembert’s Princip sind die Effectivkrafte im entgegen- 
gesetzten Sinn genommen mit den gegebenen Kraften im Gleichgewiclit. 
Um die unbekannten Reactionen der Axe zu vermeiden, wollen wir die 
Momente um die Axe selbst nehmen. 



^stms: pie Kmfte seien Momentanlcrdfte. Sind a, d die Winkel- 
gesc^Windigkeiten des Korpers grade vor und grade nach der Wirkung 
c ei Krafte, so ist nach. der Bezeidmung des vorigen Paragrapken 

CO • — CO • Umr'^ = L, 

worm L das Moment der gegebenen Krafte urn die Axe bedeutet. 
Daraus folgt die Grleicliung 

r/ Moment der Krafte um die Axe 

TragJieitsmoment bez. der Axe ^ 

welclie die durcli die Wirkung der Krafte erzeiigte Aenderung in der 
Winkelgescbwindigkeit bestimmt. 

Ziocitens: Die Srdfte seien endlich, Nimmt man die Moment e um 
die Axe, so erbalt man 

~ . Umr^ = L; 

M oment der Ki-afte um die Axe 

dt^ Trilgbeitsmoment bez. der Axe 

Aus dieser Gleicbung erbalt man durcb Integration die Wertbe 
von 0 und dO/dt fiir irgend eine Zeit. Bei der Ldsung sind die 
])ciden auftretendeii Constanten durcb die gegebenen Anfangswertbe 
von 0 und dO/dt zu bestimmen. Auf diese Art kann die gauze Be- 
wegung gefunden werden. 

§ 90. Daraus geht nun heiwor, dass die Bewegung eines starren 
.Iv()rpers um eine feste Axe 1) von dem Moment der Krafte um diese 
Ax(^ und 2) von dem Tragbeitsmoment des Korpers bez. der Axe ab- 
liilngt. Ist Mk^ das Tragbeitsmoment, h also der Tragbeitsradius des 
.Korpers^ und wird die gauze Masse des Korpers in einen Punkt ver- 
oinigt und mit der festen Axe durcb einen Stab obne Tragbeit ver- 
l)unclen, dessen Lange der Tragbeitsradius 7c ist, und wirken auf dieses 
System Krafte von demselben Moment wie vorber und wird das System 
mit denselben Anfangswertben von 0 und dO/dt in Bewegung ge- 
sctzt, alsdann ist die ganze folgende Winkel- oder Ki*eisbewegung des 
Stabes dieselbe wie die des Korpers. Man 'kann kur0 sagen: Ein 
KorpcTj der sich nin eine feste Axe dreht, ist dynamiscJi gegeben^ tvenn 
seine Masse und sein Trdgheitsradius bekannt sind. 

§ 91. ]3eiBp. Ein voUhmimen raiihes kreisformiges Jiorizontcdes Brett kann sich 
fret eine durcli seinen Mittelpunkt geliende verticale Axe heioegen. Ein Mann 
ixm gleicliem Gewicht mit dem Brett tritt auf dasselhe und geht seinem Band ent- 
icing. Welche Lage nimmt er im Baum ein, wemi er einen Bund gang wTlendet hat? 

a sei der Radius des Bretts, Mk^ sein Tragheitsmoment bez. der verticalen 
Axe. Wenn mm co die Winkelgescbwindigkeit des Bretts, o' die des Mannes um 
di(i verticale Axe fiir eine gegebene Zeit sind und wenn F die z^vischen den Fiissen 
des Mannes und dem Brett wirkende Kraft bezeiebnet, so ist die Bewegungs- 
glcicbiing fiir das Brett nacb § 88 
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Kapitel III. Bewegung um eine feste Axe. 


( 1 ) 

dt ^ 

und die Bewegnngsgleichung fiir den Mann nacli § 78 

"“TT-*' 

Eliminirt man F nnd integrirt, so erhalt man 

^^ 6 ) -(- a^(o = 0 , 

well die Constante Null ist, da der Mann und das Brett vom Zustand der Rulae 
ausgehen. Sind 0 und 0' die von dem Brett und dem Mann um die verticale 
Axe beschriebenen Winkel, so ist co == dO/dt^ to' = dd'fdt und /fc*0 + a*0' = O. 

Wird daher 0'— 0 = 27c und so ist O' Dies ist der Winkel, 

den der Mann im Baum beschreibt. Gebt der Mann mit der mittleren relativen 
Gescbwindigkeit V an dem Rand des Brettes entlang, so ist m — co = V/a und 
also G) = — 2173 ^ 5 ^, wodurcb die mittlere Winkelgescbwindigkeit des Brettes ge- 
geben ist. 


§ 92. Das Pendel. JEin Korper^ auf welchen die Schwerhraft wirJctj 
leioegt sick mir %m eine feste fiori^ontale Axe; die JSeiveg^ng m he- 
stimmen. 

Legt man die durcli die Axe geliende Verticalebene zu Grunde 
imd nimmt als feste Ebene im Kdrper die Ebene, welche die Axe und 
den Schwerpunkt enthalt, so ist die Bewegungsgleichung 

d^O Moment der Krafte Mgh sin 0 

dt^ Tragheitsmoment Af (7c^ 4" ^ 

worin h den Abstand des Schwerpunkts von der Axe und M¥ das 
Tragheitsmoment des Korpers fiir die durcb seinen Schwerpunkt gehende 
und der festen Axe parallele Gerade bedeutet. Man erhiilt 


+ = 0 ( 2 )- 

Diese GUeichung lasst sich nicht so integriren, dass das Resulfcat 
aus einer^^endliclien Aazalil von Gliedem besteht; sind dagegen dio 
Schwingungen Hein, so kann man die dritten und hoheren Potenzeii 
von 6 vernachlassigen und erhalt die Gleicliung 


^-1- 
dt^ ^ 


gh 

+ 


0 = 0. 


Die Zeitdauer einer voUstandigen Sckwingung ist daher ■ 

Wird h und k in Metern ausgedriickt und g = 9,81 gesetzt, so liefert 
diese Form el die Zeit in Secunden. 

Die Bewegungsgleichung fur einen Punkt von hehehiger Masse, 
den man an einem Paden von der Lange I befestigt hat, ist 


-|- 4 sin 0 = 0 


( 3 ), 


die man aus Gleichung (2) dadurch ableiten kann, dass man 7c == 0 , 



/' ^ Wiiiki!ll)(iw(!j,nmjrfi)i dos Fadens und des Korpers sind 

daliiT lici dcnsi‘l])i‘ii Aiifaiifrsl)ediuguiigcn Identiscli, wenn 


, 

^ ~ /r 

oTSf’fzi winl. 

Dit'SJ* 1ir*isHl; (Vui Tjlmja (/Iddmerfliujcn einfachen Pendels, 

Der S('lnvin/i^iniji!:smitt(‘lpniikt‘). FiiUt man vom Scliwerpimkt G des 
Kr^riH^rs (‘in auf (li(‘ llotaUnusaxe (Auflian^jjimgsaxe), so lieisst der 

Punlcl; (\ in w(*li'li{*rn das fjotli Axe triffl, (hr AtifJiamjungBmilMr 
punkt Vf‘rliin]L((‘rl man (Ur ulxvr 6- nadi 0, so dass CO == i! wird, so 
hi‘issi. 0 ihr t>rlnrnu}}in(jsmi(hl})unkt. Wann man die game Masse des 
Klhfurs (atltr aurh rnte hdirhige Masse) hn ScInoingungsmUtelpimM ver- 
rinigt and sit^ mild^lsf rinrs 'Dtdens mit deni AnjldmgimgsmiUel'pmM ver- 
hindek sa hat s/r gleirhe WinhrUw.w(gun<} und OseiUaMonsdcmcr wic der 
Knrper, iremi die Avfitn(js;:usiimde dieselhen sind. 

I)(‘r (*l ) IIishI, Hirli (nn(‘ aiulro Gestalt gobcii. J)a CG = Ji 

urid (dt / - h ist, ho (‘rp^ioht sich 


(ih- (t() (lom (Quadrat d(‘s TniglieitHradiiLS Pfir 0, 

a „ a a 6’, 

a a a a 0. 

A ns di(*son (Hci(diun^(‘n Idl^d, wenw man () zuiri Aufliriiigiingscentrixin 
macdit imd di«* Aufhiln/^^ln^^sax(^ dor (J(n*ad(vii, anP woLdni sich h beziieht, 
parallel latiiVn lassl, diiss C d(n* Sc'.livviiipfnnf^Hmitbilpnnkt wird. Das 
SduriniiH>itis > mid Aufldhufungseenlrmn sind niiihm verUmst^lihir und die 
fimrh dirse Piinktr hesfinnnten . Hrliwingiingspeiten dieselhen . 

IhI <li(» ( ).s(’illaiionsdan(‘r ^((’^((dHm, ho int I nnd dio Gleioliung 

f'l i li<dort 7Avci \V(*rllu^ Pfir h . Sind di(‘H(^ h^j k , inid man boschreibt 


1, lh»' Ii,in»* ‘i‘‘ : SriiwinjnniKMiniild^lpnnkl.H (oik^h KurporH wnvdo zuornt von 
nuv^fh»*n- in jiriitiso ini Jahr f flTa in I’ariM nrHriiioni'JU'n flnr ^riiiiorio dor Pend ok 
ulirrn !'»• wiilmi'irn WitIo* / lorifltuiiuni ( hrUleloriKUi ji^ciiiaii hoHiininit. Dio ‘wicli- 
ini 'rt'sl j,n'f»!:<djrn»*ii Siit/.i* wunlini von ilnii ('til.di'.o.Itl;. Da D’Alimibori ’« 
I’linrip daniul f nirljl In-Kannl wjir, on nnaiHl.F 11 lion h mdlml’. (dni^o .Prinoi|yion 
auttimli'ii I'!r I'inn vnn drr H Y|i‘»lln'i’0 miMi da-HH d(‘r So.liworiinnkt vorHtd)i(‘-donor 
f wrlida* iliindi dii* ScliwiM'kniPI. in (lo.wi'f'un^^ jj^oHol./l. \\ro.rd(‘ii and durch- 
:tu' Indisdu^f auridiiandiT «‘in\vlrki*n, niolit. li<ili(‘r uIh Imh /ai d(’tn Pimkli Hicigon 
lianii, \oii w«drh»’in i*r ln’rab|Lp'ra.llFn iai. (s (»H). Ifiiyglic^ns ni(*iiili, or n.(diin(‘. (laniit 
nnr ;ui , da : '‘in idiwiTiT KTirpiT airdi tiiolil. von HO-IliHii in di(i IPiIk*. lio.wogriii 
k'lnna. krr niirij la Sclnill in dnr Powi^ialTdining goK(diali diindi don 8aiz, dasH 
di<‘ h windi'difii «‘n dm* nialfrii’llon Ikinkl.i*, w(nin. (li(’.H(‘. I’nnktc von (‘inandcr 
gi'frmuil unii rii'ldin p'*i‘*ib‘l' w»*t*tk'n, in jodnin Ang(‘.nldi<*.k derarli nind, dawn dor 
Si'liwi'i’jainkl in I'iin* /wcifi* bag** aulkl.idgl-, wokdu*. dw/naa hocli ini- iiIh di(^ (*.rHl.(J. 
Df'ijtj^ liU ■ t man di«‘ I’linkl'* di'* lal'/.h* laig<‘ vorlaHiu'.n, dii'Holbo, Dalin rrudcwarts 
•/.nn‘i(*kl<’?'»*n, niid v»*i<'iiii'd :<i<* <lann wii'idiT xai oimnn Pondol, so Kiw.vigi, dor >Scliwor- 
janikt wirdi'V ’/.II rri li'ri Ijagi' in di(‘ llrdio; wiln^ <li(^H(*. ailii'i* holnn* ala die zweitc, 

sn wiirdt* man mil dio* II vimi haso in Widoi’Hpnioh g('raijh(*n. I.)i(.‘HOH Princip liefcri 
dn'Ki'llK* (ik‘i<’lttmg uio daa tnndonio IVinoip dm* kdiondigon Kraft. Dor Refit 
' ♦‘imT Au.^tulirnngon iid. vnn kidui'iii grofifiim IntinroHm'.. 


zwei Cylinder nut der Greraden, am welcne der Tragheitsradius /c sich 
bezieht, als Axe nnd \ als Radien^ so sind die Scliwingniigszeiten 
des Korpers nm alle Erzeugungslinien dieser Cylinder dieselben und 

annahernd gleich 

Man beschreibe um dieselbe Axe einen dritten Cylinder^ dessen 
Radius h ist. Weil nun Z = 2/!; + ist, so bleibt I iinmer grosser 

als 2Tv und nimmt fortdauernd ab^ solange h aToniramt und sich. demWertb. 
Jo nabert. Die Lange des gleicbwertbigen einfachen Pendels wird auf diese 
Art bestandig kleiner, wenn sich die Aufliaiigungsaxe von aussen her 
dem Mantel dieses dritten Cylinders nahert. Wird die Aufhangungs> 
axe eine Erzeugungslinie des Cylinders, so ist die Lange des gleicli- 
werthigen Pendels 21o. Fallt die Aufh’ang-angsaxe in das Innere des 
Cylinders und nahert sich dem Schwerpunkt^ so nimmt die Lange des 
gleichwerthigen Pendels bestandig zu, bis sie unendlicli gross wird, 
wenn die Axe durch den Schwerpunkt selbst geht. 

Die Schwingungsdauer ist daher am kilrzesten, wenn die Axe eine 
Erzeugungslinie des Kreiscylinders vom Radius 7c ist. Die Zeit bez. 
der so gefundenen Axe ist jedoch kein absolutes Minimum; sie ist ein 
Minimum nur fiir die einer gegebenen Greraden im Kbr-per parallelen 
Axe. Um die Axe zu finden, fur welche die Zeit ein absolutes Mi- 
nimum wird, muss man die Axe suchen, fiir die ic ein Minimum ist. 
In § 23 ist nun bewiesen worden, dass die durcli 6r geliende Axe, fiir 
welche das Tragheitsmoment den kleinsten oder grossten Wertli hat, 
eine der Hauptaxen ist. Die Axe daher, fur welche die Oscillatious- 
dauer ein Minimum betragt, lauft der durch Cr gelienden Hauptaxe 
parallel, fiir die das Tragheitsmoment am kleinsten ist. Wenn fern or 
Mlc^ das Tragheitsmoment bez. dieser Axe bezeichnet, so befindet sich 
die Aufhangungsaxe in einem Abstand Ic von ihr, den man nach jeder 
beliebigen Richtung abmessen kann. 


§ 93. JBeisp. 1. Man suche die Zeit cincr kleincn Schwin^^’iiii^? cines Wiiideln 
(1) wenn eine seiner Kanten, (2) wenn eine Diagoxialo ciner Seifccnhaclie lV?stlio^L 
nnd die Axe in heiden Fallen horizontal ist. Maiin zeige, dass die Lilnge d(^H (un- 
faclien gleichwerthigen Pendels im ersten Fall 1-1/2 a, im zweitcn -- a ist , worin 
2 a die Lange der Xante des Wiirfels bedeutet. 

w . 

Beisp. 2. Eine elliptische Lamelle ist der Art, dass der eine Pavameii'v durch 
den Schwingungsmittelpunkt geht, wenn die Ellipse um den andcren rarauuitin’ 
als horizontale Axe schwingt; man beweisc, dass die Excentricitat -- ist. 

Beisp. i? Ein Kreisbogen schwingt um cine clu.rch seinen Mittclpiinlct "ehiuidc 
auf seiner Ebene senkrechte Axe, Man beweise, dass die Lange des (‘infachen, 
gleichwerthigen Pendels von der Lllnge des Bogens xinabhiingig und dem doppeifccn 
Radius gleich ist. 

Beisp. If Die Dichtigkeit eines Stabes variirt, wie der Abstand von d(*in 
einen Ende; man zeige, dass die auf ihm senkreobte Axe, fur welche di(i Oseil- 
lationsdauer ein Minimum ist, den Stab in einem der beiden Punktc trili’t, dor on 


versteht- 

Beisp. 5. Man erinittle, welche Axe in der Flaclie einer Ellipse festgele^^t 
weiaen muss, clamit die Dauer einer kleinen Schwingung ein Minimum sei. Man 
zeige, dass die Axe der grossen Axe parallel sein und die kleine Halkaxe 
halbiren muss. 


Beisp. 6. Ein gleichformiger Stock ist frei an dem einen Ende aufgeliangt, 
■wuliiend das andere sich dicbt fiber dem Boden befindet. Dem Stock wird dann 
eine Winkelgeschwindigkeit in einer verticalen Ebene mitgetbeilt und das Ende, 
an welclieni cr aufgeliangt war, losgelassen, wenn er um einen Winkel von 90^ 
gestiegen ist. Welche Anfangsgescbwindigkeit muss man ilim geben, werui er beim 
Autsclilagen auf den Boden aufrecht stecken bleiben soil? Man zeige, dass die er- 

Ibrderliclic Winkelgescbwindigkeit co durcb o?®- 


2 a 




gegeben ist, wo- 


rin irgend ein ungrades Vielfache von tc und 2 a die Lange des Stakes ist. 


Beisp. 7. Zwei Kfirper konnen sick frei und unabbangig unter der Wirkung 
der Scbwere uui dieselbe borizontale Axe dreben; ibre Massen sind m, wf; die 
AbstUnde Hirer Scbwerpunkte von der Axe /i, h' und die Langen ibi'er einfacben 
gleicbwcrtbigen Pendel X, X'. Man beweise, dass die L2nge des gleicbwertbigen 
l^endels, wenn sie in den Gleicbgewicbtslagen aneinander befestigt werden, 
mh L m 7i L' . 

Die Lllngc dieses resultirendeu gleicbwertbigen Pendels liegt zwiseben X und 
X', falls h und li dasselbe Vorzeicben baben. 

Wenn ein schwerer Punkt ni' an ein sebwingendes Pendel befestigt wird, so 
Colgt diiraus, dass die Sebwingungsperiode vergrdssert oder veimindert wird, je 
naeli(l{‘.in der Befestigiingspunkt von der Aufbangungsaxe weiter oder niebt so 
widt entfernt ist als das Sebwingungseentrum, 


B<‘iHX). 8. Uin cine Uhr, wie die grosse Westminsterubr zu reguliren, obne 
das IVindel anzuhalten, x>flcgt man auf eine an dem Pendel befestigte Sebale ein 
klm'iK'H Gewicht liinzu zu legen oder wegzunebmen. Man zeige, dass die Sebale in 
tdniuu Abstanc-l vom Aufliangungspunkt, welcber der balben Lange des einfacben 
gic.ichwertliigen Pendels gleicbkommt, angebraebt werden muss, wenn die gegebene 
A{‘iidm-ung im Gang der Uhr durcb die Zufiigung eines moglicbst kleinen Ge- 
wielits erreicht werden soil. Man zeige aucb, dass ein kleiner L’rtbum in der 
Lage d(‘r Bcluilo auf die Scbwere des erforderlicben Gewiebts keiuen Eiufluss bat. 

jleisp. 9. Ein kreisrunder Tiscb vom Centrum 0 wird von drei Beinen AA\ 

CC' getragen, die auf einem vollkommen rauben borizontalen Boden ruben 
und ein schwerer Punkt P wird auf den Tiscb gelegt. Plotzlicb gibt ein Bein CG' 
naidi; man zeige, class der Tiscb und der Punkt sicb sofort trennen, wenn pc grbsser 
als iJ- ist, imfccr p und c die Abstiinde der Punkte P bez. 0 von der Linie AB ver- 
sianden, welcbc die oberen Enden der Beine verbindet, und unter k den Trag- 
iKuisradins des Tisches mit den nocb ubrigen Beinen fiir die Linie AB\ welcbe 
cli(^ Eusspunktc der Beine verbindet. 

Dm Trennung erfolgt, wenn die Anfangsnormalbescbleunigung des Tisebes 
bei B grosser als die des Punktes ist. 

Beisp, 10. Ein niebt schwerer Eaden wird um eine feste Ellipse gelegt, deren 
liibenc vertical ist, und die beiden Enden aneinander befestigt. Der Paden ist 
]iln*’*or als der Umfang der Ellipse. Ein schwerer Punlct kann auf dem Paden 
frergleiten und inacbt unter der Wirkung der Scbwere kleine Sebwingungen. 
Man "beweise, dass das einfacbe glelcbwertbige Pendel der Krummungsradius der 
durcb die Gleichgewicbtslage des Punktes gebenden confocalen Ellipse ist. 
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Kupitt'l III. 




§ 94. Die Eiuwirkun/^ des Temperaturueehstds. >Mii r .u iS riiLd 
eine XJlir regulireji^ su imiss dir Hidnuiigiihu!: daiirr rh* h M-ni. 

Da alle Substaiizen sich bri jrdrrn \\rr}i*ri d»*r I * i,it ur uuvdrluu'u 
oder zusamiriBHziclien^ so iuidi^rt siidi niiriihar <»‘ r Ah !.Ui»i >r|n\i*r 
puukts des l^endels vrii ilrr Axr uiid Ir-iuro i* :ir*u.*’Ui Jur ir h** 
stlLudig. Dio Lilngo ilrs oiidUrhru gh'i»‘inu*rth:j:' ji h.oi’ji irilnrli 

nielli} von jedoin diosi*r Eleiuriilr h'ir >i* \i .».o. i«?id*'in \uii 

ilirem Verlulltiiiss zu oinundrr. Kriinirn \ur n.iir r ► l d»'r.iri 

constriiiren, dass dir AiNdrliiiUng Hd*‘r Zu -.oiiin* o. r i; ^ nr r \rr 
scliiedeueu TJieilo di<*s<‘s jiirhi imo* r?. .‘..a • ,fi 1 roii-t j.dur 

weclisel kidiion Einlluss inrlir aut di»* >rl:w : i.r r >rlul 

derimg dor vorsoluodmt'n MriliMthn. do- .ur .i..' or •! Aal^alir 

vorgesclilagon wurdtoi, liiith*! d»-r in o* tr. I», . i r • r I hr« u^ 

Wir wolI(Mi liior d(.*r Krlautmiiiix m.r • :r:^ * ,« ;.i- < n fiirfiMn 

angoboii, woltdio viol gobraiudif \\Mrd»i! r? r f t . ' * i ;.M i ra 

Lam nrn das .lalir I7lb orAiiidrn uuil ilu, .■■. T. ,’.l d* r Ha! 

Trani<. (g{*<lru(dvt 1 m . » hri«'i.rn 

r>('hvvi*n' f''lu: . . v. j* . iO . , ■ . u 

Cyliii{h*r |j rn v.a.s f . , \»i 

V)in(luii‘L(i*n iiiit «li*in k dl*« r » i,*, ' • . ... - . v - a" 

nielli, gross ist. Kiur ri rsjo- Malr/* ...S l; ... i - 

schraubl. and :nii‘ do- \i? ,,u . . * • . ; ■ ' ;*;« 

abwilrls grrichlolt* Au'didomno li* T. ■ .■ • « 

das Sclnvingiing.sci'idnim to-nr /a I* n , ...r . . . .. ^ ‘ v 

dobnung dos {.^u»M‘k illM'r.: «• vji ,5 jj . * ‘ 

Bodingnng die Luge de . Si ir-vin:'!:!*.’ >.}.*. .. t , ... 

At k~ sei this TrUgbeit }i;(.|!;. a! a. « . ;, • » ■ < , \ » 

liruigiingi;uxe.j r der Ai< fund du' e, ./v ■ , . 

Axe, / die fdlnge de.; rind*! ' 

a der innere h’utlin; ti. ( •Jind*: ; M <. . H * 

welclie efi iiu (‘ybadej- i iniiaiu..' 

Ibif. 'rriigiieil : Tjiu’jj. nt .i. it ... . . j. 


pilllkt. HeukreeJil ;mi ; etiirr A iu lei.' i.i .> 
Das Triiglieif snmitieid de guu.in t< 



.U/. 


ir 

II! 


fi 

■i 


uiul das Mimienf drr guiiii-u lu 





i) |{.eid <tii ('UkI- : I), n. ,g , . # 

irea/’.s- iSVnV.s-, I.SOT; (\ii,tau. : ?y. g. . ... }/. ^ 

paedia, ISaU. Vnn lit-iit ele u L.l .e-i ^ o . . .. 
UbriniieberkanMt , Wii'ii. Is'.e.}; Mii.jjj'i, H. • . 
bad(‘ii, iH7l; Allg journ Im I ijjii.i' i.. .. -.<i f i \ » 
C'oin|)ensat.i{»Ti eines Sretmilfu^M ieii-i ti;* , r 

eiiien QueekKiliien'vlindiT:, luid . nn- > _ 

ISBl; JVlelde, 'I'lieurie imd i’ru*.} *j. i ^ .. 

1870; A. Kruger, Ibtnunrt rn MUi|M'H .m p. u-:. A; 

VV. A. Nipjxildi, Hiii lirin- Uiv ‘rrnip.r.i! 
j)eusiit(‘s 1 eiule!, Zeilhejir. t hi t nnu*-n}*'jjkiijiii'-. !?«-’« 



i-.o; 


\ ' 


i 




Das Pendel (§ 94). 
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Mn ^(5 — y) + • 

Die Lange L des einfachen gleicbwertbigen Pendels isfc das Verhaltniss 
beiclen Ausdriicke und reducirt 


dieser 





h\ ' 

n\l 

- 2 )+'^ 


( 1 ) 


Die lineare Ausdehnung der Substanz, aus welcber der Stab imd der Cylinder 
beateben, sei a und die des Quecksilbers ^ fur jeden Grad des Thermometers 
Wird das Fahrenheit sehe Thermometer benutzt, so ist naoh Versuchen von 
Dulong und Petit « = 0,0000066668, (3 = 0,00003336. Es sind daher a und B 
so kloin, dass man ihre Quadrate vemachlassigen kann. Bei der Berechnune der 
HOhe des Quecksilbers muss man beriicksichtigen, dass der Cylinder sich auch 
nach der Seite ausdehnt, die bez-ttgliche verticals Ausdehnung des Quecksilbers 
also 3 1 ? — 2 c; ist, die wir mit y bezeichnen "wollen. ’ 

Wird nun die Temperatur eines jeden TheBs um erhSht, so vergi-assem 
sich a, I, 1c, c im Verhaltnis von 1 -\-attl, h dagegen im Verhaltniss von 1 + y t • 1 
Da J!y unverandert bleiben soil, so ist 


(SL dL ^,dL . , dL 


')« + 




dh ' dc 

Jj inii aber eine homogene Function erster Dimension, also 
dL , dL 


= 0 . 




dL , .8L , dL „ ^ 

dk dc dh 


Durch Substitution erhalt man daher die Bedingung 


a li dL 

Of — y L dh 

Jled<mten nun jd, B den Ziihler und Nenner des Ausdrucks fiir L in Gleichung 
(1), BO Grlialt man durch Differentiation, nachdem man rechts und links den natur- 
lichon Logarithmus genommen hat, 


1^ 

L dh 




n j 


L-i) 

A 

^ B ^ 

"5 

k L ^ 

^ 2/ 


Die geauchte Bedingung ist mithin 

3(13 — Of) 7 ^ -D 2/ 

2 '^n 

Diese Bechnung hat mehr theoretiachen als praktischen Werth, weil die 
Zahlenwertbe yon ot und ^ zum guten Theil Ton der Reinheit der Metalle und 
der Art, in welcher sie hergestellt wurden, abhangen. Man muss daher schliess- 
lich zum Probiren seine Zuflucht nehmen. Wird der Gang der TJhr durch einen 
Tempcratui’wechsel alterirt, so andert man die Masse des Quecksilbers im Cy- 
linder um ein Geringes, bis sich durch weitere Versuche herausstellt, dass die 
Ausgleichung geniigend ist. 

Bei dieser Untersuchung haben wir of und p als absolut constant voraus- 
gesetzt, dies ist jedocb nur sehr annahernd ricbtig. Ein Temperaturwechsel von 

45^ C wurde p um nicht ganz ~ seines Werthes andern. 
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Kapitri III. uiu h- 


Hat man ilit'si* Il«‘rii*h!i;^nnim'n ir^’nan'hf , '» i f 'is** < n af M.a aurh ;t» 

r*iii(!iii amii*ni lirnml iiiflif wril iiaiuti* a i ti< 

aist'nn* (’ylimlar iiuil tla:' » ii<»' I * iujx iaJ .u Ha* \rr t*ljii 

tieuan Mat«‘rialii*n aii^^ »i»*H«*n 'im rnal*-! an .a har u Uiv* \\ .nui!* m 

VfrH(‘liit*tl«‘m'r ( tasriiwintH^ia'it ; vHUti’aml -h h nala r na* I i.Jur .nai^-n , uii 

tier iiar Tiir laicii I'iia'ii ki**iii**ii I rha r j » ii 

Hit* ^auz>* laui^rf aiia*- **.:•• « j A*? < f fi.iaf a!i,;«i.un 1117 ut 

iit*.---i‘ii An.airhuuiit.r laai 'An .anaa ii* :• kam’ na!. a » ii4>' rk illn* 
silulf* in ili'in ( ylin<l«*r \*»n * fwa ITH naa V » sr a /a<h vwj»( Ih 

Kiuliurt «i«‘S ryliii^Uns i-t Mlmln-h iam 1 • li.-'. V,- A lam’' Ha tji 

wii’ht (l»‘s iJm'rkr-illHa’s «ianu I'j .** „ K *i.4 *»* a;jii3ns.''»‘u ir) 

mit Kin«t*lilu<r^ t'vlimka’, «i»*i nud lii*' t i* *■ *}aa »k.'* Kil'*i,nami 

|{«'is|j. Ak; tr.'fa AnniuM-nimr fia>'kr<* 3 , .an m,j • i. a?-; .*3 .ia. (J 
wit’hl, vvithn'int 'k'l* rvlin»i«*r uinl »ii»' Man:'** mn ’* i »- k* J n «*n«* 

tluHK sit' <las fi'.^r**!! k'nim n \\ ii n'-iaa* n !*in>. .m , h nml n -rit 

S(»vi«‘l klnim-r 'al.'; /., tia.' i ir ihu* ntia'Si a!** un a /. \ : na» hl.j* 

k«'iim»‘U. Man 1 m‘u«*i ♦*, «la man .m 1 »k a hnn;.*: I ►'«.**: /, i /; ,iini ai 

( tifiriniiiff rJ) /<J \ i. . 

•:• ii.'i ll(‘r Autlrii'k tlt*r knit. 1 * i . ■> . h. i th 

l*i*ininliilir lj(*;.'t in tirjii Aiitf'.nf ‘i* 1' L,,n . * »./.* a'.i;;. tkU tit 

St'IlU't tit'. ItiidUitfi' if-t tu. l» > -tt ii.--:'.'!, . . f . fit:. ' Phi It 

(Inuiifit n l.uji tfit nlJ.m/cfht . K.in* ^ la a' , :. 3 . 1 ,’- \* a. ». i a" amiiJc 

atu'huuj.’; ill tf**i t’t.'’! utt m »a u .'Mua-i, .* .a :i a, .•’ , a I * i .L 

Vtjlnin»*n ; li ‘k*- I a* k? j“ «n ■. !..?*, A . . , ■ v,;...- 

|nmkl<‘ ‘k'T Ma*'"* Im*/ »i« »■ \ Maan.-f 3 . %‘n : \ .M M.a-.f,.' Isa; 

iirti ;.iiit4ni<‘iit «i«‘r Nki *• lui n:*- .n.,.!..’ a... a • I * .?v» ; . .. ;; •*• . ...au* la,** 

ilaa ki‘li»l«‘i ; *■! 1 m*/. ♦■5n«‘i IJm-jii' 'njaaa?:: /. • .* ‘i ■• ii'. j '."Ji *i. . it. > 3 # 

Hrjuvi r|nmklr »‘ni iiulf 

( ht* ia'v. »':'nii>’ ; 'i* *• saiJi,' . ? «i., Sin 

*! ff 

Ml. ' .. M>i/!, :u ■■ I /f r.. an 

tii 

haj'.iij tMi-i an! : a * - i 

u «*rl liifn ji l'« Ji(i» l 2 t. 

, . i 

. . . 

Hn* hit'ii! 3**iaa1 'iMi l,.n; M a. .a '•> “ a-‘ .. .a.,*- . 

\v»*ji*i4i‘ duirji tirri li ’aa'i •/ li . •. .■ '• a..* 

‘k-r i<*rj|}.n /'ih- * 1 ' a at.' ‘ * ..• ‘ // \'.t. 

man an, iin* tlial a* i-inja- Hair: ■■.<.' /> - >'■ // .1 . . j . 

kiilifn* *li* : ^l•^lJInii njM'n'i.-i , m i a 

, cW /i, r/in/l 

».nl >u.thm ^ 

lh»*,.a rMrui* ! ,is ji.:. . ifi' ; I . n. A aa— 

, /rfi la* ‘ .n \\ I . i. -i .n a- < ifan' .,.a. ‘ i. a: 


} f> 
1 / 


[) ‘.Mi. I!i*i p. I \\ ••nit lia / . li’.'. •■/p;.itj,?* a- r M.i 
; amnimiiall**!! nmi <la (mv.!* ja; 0. ; s,* ’'*11 {, a!- 

: a \ •/.i*i'.n*n, *l.i i an '« u «i‘ ii.u-;..''.. 


.ji* i 
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iKapitel in. Bewegung um eine feste Axe. 


einem andem Grand nioht genau ricWig wdl S 'f 1 *^*® Compensation auch ai 
eiseine Cylinder and das Quecksilber hikn 
^ denen Materialien aber, aus denen das Pendel bo^slp^^ -Teinperatur. Die verschi. 
verschiedener Geschwindio'keit- ■w!ilnrop--i “i \ dieWilrme m 

<■» Osn* OJ.. „..l * 

(44 mgl, Zoii)^ a,,,,';, ^ “f"* lUIm, 

aule rn dem Cylinder von etwa I73 mm 7 3 “ Queoksilber 

Badius des Cylinders ist gewOhulidi elwi or corngirt wird. Da 

wicht des Quecksilbersbetegtdan^^ engl Zoll) lang. Das Ge 

a.. a4. 

Beian. Ale a i . ’ jd 


g xuiogram] 

Wicht, waLnd^eJ^lfrefn^^^^^^^^^ Queoksilber als das G 

dass sie das Queoksilber tragen kCnnef Wb*"”/® 

BOTiel klemer als Z, dass ^vii^kre (jite^i 

konnen. Man beweise dass in -m ni • i " zii D vernacblassige 

Cfleiobung (2) 7» = i D . ^ ^ ^ ^ “ T "“‘I = 1 ^ 

2 


Pendeluhr liegt in dem Auftrieb dt Ld" ^ ^7 de 

Sehwerpmila des Volumem des Zendehatm:7J f T' cm der. 

A-angtm Luft gleiohkmmit. Bine sehr f 

^Aung m § 9a setzt uns in den Stand sif -f J’undamentalunter 

lui®", ‘‘®\?«“dels; D die DiohtigkeB der Lufl^ /“T ^ 

punkte der Masse bez. des Tolumens von dor ^^stande der Schwer 

beit^oment der Masse ftir die Aufb=in!.m ^ ^“^^angungsaxe; Mk^ das Tra<r. 
das Pendel sei bez. einer Ebene sy^eS i ™ "“^ekmen. 

Sokwerpunkte enthalt. ^ metusoh, welobe die Axe und jeden der beidea 

Die Bewegungsgleicbung ist dann 
d^0 


Mh^ 


Mg\ sine-)- VDg\ sine. 


werthigen Pendds ist,^ -irt wie friiker, wenn I die Lange des gleich 

j, yi> 

I ~ - ^ IT 


^ _ '' . * • . J 

with f”®*" dS®Hs£sttod det Aeaderungen unterworfe 

Werth der reohten Seite der Gleichung * ” ^'iSTezeigt werden. Es sei h d, 
aan an, die tbatsacHiche Diobtigkeit ^/re i) + d“ d"z 

des Seoundenpendels, so erkait man du^ Di 

und mithin — = \Z 5 ^ 

T'hMD' 

-rthigen Pendl! 


^ ju: W4.^C ii 


sapenfallenunddasGemcktderyerdi-togterLur-i-d G 'b 
betragt, zu zeigen, dass ein q+oi’n-o .1 id ™ Gewicbts des Pendel 
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Dieses Beispiel setzt ims in den Stand, die Einwirkung des Steigelis des 
Barometers auf den Gang eines eisernen Pendels ungefalir abzuschatzen. 

Beisp. 2. 'Man zeigc, dass das von der Dichtigkeit der Luft akhangige 
Steigen oder Fallen des Queclcsilbers eines am Pendel angebrachten Barometers 
dazAi benutzt werden kann, die Oscillationsdauer unverandert zu erbalten. Diese 
Metbode wurdc zuerst von Dr. Ptobinvson in Aimagli 1831 im 6. Band der 
Memoiren der Anironovtical Society nnd spilter von Denison in don Astronomical 
'notices, Jan. 1873, vorgescblagen. In den 1859 erschienenen Armayli Flaces of 
Stars beschreibt Dr. 'Robinson die Schwierigkeiten, mit denen or bei dor Ans- 
fuhrimg zn kampiVm hatte, ebe er mit dem. Gang der Dhr zufriedcn war. 

Der Qnecksilbercylinder in Graham’s Qiiecksilbeipendel kann, wie Denison 
benierkt, als Gefass fiir das Barometer benutzt werden. 

Die der Construction zu Grunde Ibigende Theorie beruht darauf, dass man, 
bei der Differentiation der Gleicliimg (2), etc. als variabel, I dagegen als con- 
stant annimmt. 

Professor liankine niaciite in einem in der British Association, 1853 go- 
lialtenen "Vortrag von einer 'Qhr mit einem centrifugalen oder rotirenden Pendel 
Mittheilung, von deni ein Theil aus einem Heberbarometer bestehen sollte. Das 
Steigen nnd Fallen des Barometers wiirde das Tempo des Ganges der Uhr derart 
regeln, dass die mittlere Hohe der Quecksilbersilule wahrend einer langen Zeit sick 
selbst registriren wurde. 

Beisp. 3. Nimmt man an, das Pendel schleppe eine Quantitat^Luft mit sick, 
welche in constantem Verhaltniss zur Dichtigkeit D der umgebenden Luft steht 
und Mgt yJD dem Tragheitsmoment des Pendels hinzu, ohne die bewegende Kraft 
zu vergrSssern, zu beweisen, dass die Veranderung des gleichwerthigen einfachen 
Pendels, welche durch eine Yeranderung der Dichtigkeit dB hervorgemfen ivird^ 

= (S. §105.) 

§ 97. Durch Versuche ermittelte Tragheitsmomente. Bei vielen ex- 
perimentellen Untersucliuiigen liat man das Traglieitsmoment desKdrpers^ 
mit dem das Experiment gemacht wird, fiir irgend eine Axe nothig. 
Hat der Korper eine regelmassige Grestalt und ist er homogen oder 
sind die bei dieser Annahme gemachten Fehler so gering; dass man 
sie vernachlassigen kann^ so lasst sicli das Tragheitsmoment durch 
Eechnimg hestimmen. Dies ist aber mancbmal nicht der Fall. Konnen 
wir nun den Korper unter dem Einfluss der Schwere urn irgend eine 
Gerade; welcbe der gegebenen^ in horizontale Lage gebrachten. Axe 
parallel ist^ schwingen lassen, so lasst sich mittelst der Gleichung (4), § 92 
der Tragheitsradius fur eine parallele durch den Schwerpunkt gehende 
Axe bestimmen. Dazu ist aber erforderlich^ dass die Abstande des 
Schwerpunkts Ton den Axen sehr genau ermittelt werden. Manchmal 
ist es vortheilhafter; den Korper an einem Pendel von bekannter Masse 
zu befestigen^ dessen Tragheitsradius bez. einer festen horizontalen Axe 
voiher durch Beobachtung der Oscillationsdauer ermittelt worden ist. 
Durch eine erneute Bestimmung der Oscillationsdauer kann man dann 
das Tragheitsmoment des zusammengesetzten Korpers und damit auch 
des gegebenen finden^ wenn die Massen bekannt sind. 

Routh, Dynamik, I. 
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1st der Korper eine Lamelle, so lassen sich anf diese Art c 
Tragheitsradien fiir drei durcli den Sclwerpunkt gelxende Axen i 
mitteln. Misst man dann langs dieser Axen drei Langen ab^ die d 
Tragheitsradien nmgekehrt proportional sind, so erhalt man drei Punk- 
die auf einer Centraltragheitsellipse liegen. Die Ellipse lasst sich m 
leicht construiren. Die liichtungen Hirer Hauptdiameter sind die Hauj 
axen und die reciproken Wertho ihrer Langen stellen nach demselbi 
Massstab^ wie zuvor^ die Haupttragheitsradien dar. 

1st es ein ranmlicher Korper^ so bestimmen sechs beobaclite 
Tragheitsradien die Hauptaxen und Tragheitsmomente fiir den Schw< 
punkt. Meistens wird jedoch durch besondere TJmstande des speciell 
Problems das Verfahren yereinfacht werden. 

Das folgende Beispiel erliiutert den Gebraucli der Metliode der Bestimmung oc 
Elimination der unbekannten Tragheitsmomente, welche bei gewissen experimentell 
Untersuchnngen yorkommen. Weiterc Beispiele finclet man in den §§ 99, 122, e 

Beisp. Ein symmetrisclier Magnet kann sich frei um eine verticale A 
drehen, die durch seinen Mittelpunkt geht und die Wirkung des Erdmagnetism 
wird durch ein Paar dargestellt, dessen Moment F sin 0 ist, wenn 0 den Win! 
bezeichnet, den die Axe des Magnets mit dem Meridian macht. Die beiden End 
des Magnets konnen nach Belieben mit zwei gleichen, kugelformigeii Meta 
gewichten beladen werden, die mittelst scliarfer Spitzen derart auf dem Magr 
ruhen, dass sie an der Rotationsbewegung des Magnets keinen Antheil nehm( 
Wenn I das Tragheitsmoment des Magnets, die Masse einer jeden der beid 
Kugeln, 2 c der Abstand ihrer Mittelpunkte ist, zu beweisen, dass die Schwingun^ 
zeiten ohne und mit den Kugeln 

r = 25l(I/JP}^ bez. r =23r{(J+2ftc*)/J’f 

sind, woraus I und F sich finden lassen, wenn T und T beobachtet wurde 
Wemi die Kugeln mit dem Magnet feat verbunden werden, so muss man 2f( 

um ~ vermehren, worin e der Radius ist (siehe § 148). In diesem Fall mr 

e so gut wie c gemessen werden,* jedoch wird der in Folge der Reibung am E 
festigungspunkt entstehende Fehler vermieden. Man schreibt diese Art den Wer 
Ton F zu finden in der Regel Weber zu. Siehe TayloFs translations of forei 
scientific metnoirs und Airy’s magnetism^ uhersetzt Ton F. Tietjen: Deber d 
Magnetismus, Berl, 1871. Die Methode riihrt Ton Gauss her; Intensitas i 
magneticae etc.; auch in Ostwald’s Klassikem erschienen (1853). 

§ 98. Die LSuge des Secundenpeudels. Die Schwingungen ein 
starren Korpers kann man dazu benutzeu, den Zahlenwerth der b 
schleunigenden Kraft der Sch-were zu bestimmen. T sei die- halbe Dau 
einer kleinen Oscillation eines Korpers im luftleeren Raum um eii 
horizontale Axe^ h der Abstand des Schwerpunkts yon der Axe, h d 
Tragheitsradius fiir eine parallele durch den Schwerpunkt gehende As 
Dann ist nach § 92 

(1 

wenn ^ ^ ? also die Lange des einfachen Pendels ist, dessen to! 

standige Schwingungsdauer zwei Secunden betragt. 


\\ ir konui'ii l“iirnn*l uiil i-iu(‘ii Korpcr an- 

!!ir cj.-ii A mill A .liuvli U<>clmung t>nriittoln lassiui. Man 
liat iitil lisr ,!' \ri Kxj!<*niui‘itiM init t'iiicr iiaralU*lepip(idiscli,en Stango 
g.-ina.-lii, .in- a n- .-m Dralit ni ili.- I/aiig,. gcxugnn war uiul an oinem 

It I 

Kiid«' H ufilr ^ < 1 , also (lit* Lang(* iIoh gleicli- 

\u»rrluL!»'n risitarh^'ii Isi in Kall^ win man nich leicht 

IhiHrl lii^r hiiiiii*. iI,*h Hiabns. Auh dnr vorstehenden 
i‘ Mills*'! danii A Milt*r //, Hnlsuld man (lit'. Osnillatiousdaner 

hrubarh!*'! bat tbniiirrh. tla^s man tlmi Stab mrnlndit nml das Mittel 
liiiH d«*H Im H ill ibii bniib'U Lagnii niunnl, kunu uiau (iinoii aus 

«I» in ;iii Ubi* h^irnugk*nl dm* nichiigkcdi, od(*r di^r Kigiir ont- 

! Vbb I . t bi*ihvi»ij^c furriginii. Ks bat sidi jadoeli 

iiU uuiUMglp h gtidrhrririnigcn Htab m bnHcdiallnn, dass 

di»' li**i rin«^r’ 4 iiitmit hattiii. 

^ *j\i ini vkiv riin n K*»rja‘r iimdndnamli'r inn zwni parallele 
\\vu b«ing* ii. wrlrbr uiHrliMnlmiim Absland vnin Htdiw<T])unkt babmi, 
♦.M . rb;d*?«is /i%«i < #b’i«'hiingrn vnn ilnr Arl win (Ij 

/. j A’ lyr 1 

i ....... (2) 

ir s h'-- Airr^-l 

sbi«« n I s ‘ I b iiiiu I « liinuu{’»'n, u i|;i 

'■' /. 7 " irr- Ci). 

Ih* « irb/-n.ar^^ h« !» ri I Ibi L \»'rhfliu umlnu isi., so Imi. din Unstali. 

.*nd Imih*!! imdir. Man bringt in doni 

? * n n ni \\«'b‘bi'n Snlundds'ii bi'instigi vvsuibni, 

in flnMiivi n run- drutM-kigr Usidall, nin (Hnibm '/u vm*- 
L ,u u In* d* i .uii drr rnim Srhiadth* ruhlj liissl. man dann 

hU !,-* ^ A r- v 1 ‘18 l)ji* .rnkni’litiii Abjd.ilink^ //, li d(‘H 

- . i. . • I -u j.*' Ml* d* ?j \ \« ii . »i» H Si'liinidnn intlsssm mil. gnssscr Snrg 
i.u* ^ .’M Mirr |h» rMiinrl gild dann A. 

,< 1 . 1% nd.* 1 lu r 4 *in und wards* '/uiU'sL 

d u- ' ImJ.s * f ? iiiil ikdti' iinabldlngig vsm ilnn dimdi Kalar 

In : { .,|U Kairr MrtbudM , /Vu 7 . 'rnnis, iSlS) isi dar 

1 %. ■ I K < ; 1 « H !»ud‘a lM'i**i» bi Jii dt‘r (b*:dali. niiM'S l{.ing<!S van*- 
* 1 ^ t bi.iubi' aul ninl abbt^ws'gi. wt'rdsni kauu. 

|hj K'i| ‘' «-n ^ ;i d.‘ hiju rnu-r Stungi* uinl slii* (b*lVnnngs‘U sind 
‘ h? j ■ ;!, d,i' n * 1 1 ‘Suik f /w isi'lu-n ihn(*n li*'gi>. Das Ring- 

wsid 1 UU ‘ I iMvf* brwrgq jiis (lit* bcidi*!! Osi'illatinliH'/autmi 

.^h}rh -u.d lb- Ub iuin *4 lb*sf iiiiinung v<m A (‘rliiill dann 
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h + A 


Die Consfcruction liat den Vortlieil, dass man die Lage des Schwer- 
punkts, den man durct. Experimente nicM ohne Scliwierigkeiten er- 
mitteln kann, nicht brauclit^ da nnr li -j- 7 / , der genaue Abstand der 
Scbneiden, notbig ist. Der Nachtbeil bestebt darin^ dass das Gewicbt 
in Gestalt des Ringes solange bewegt werden muss, bis die beiden 
Oscillationszeiten, von denen jede scbwierig zu beobacbten ist, gleicli sind. 

§ 101. Der Gleicbung (3) kann man die Form geben 

ll -f- Jl' -f" I 1 7i. -f- 7i- ^rp2 7^'^^ 

I ~ 2 2 ^ y . 

Wenn man daber den Korper so einrichtet, dass die Scbwingungszeiten 
nm die beiden Aiiflaangeaxen nabezu einander gleicb sind, so wird 
klein und es reicbt daber aus, wenn man in dem letzten 
Glied fiir li und H ibre NdlierungstveHhe setzt. Die Lage des Schwer- 
punkts muss man natiirlicb so genau wie moglicb ermitteln; eiu kleiner 
Febler in seiner Lage bat aber keine sebr grosse Polge, da er mit der 
kleinen Grosse — T'^ multiplicirt wird. Der Vorzug dieser Con- 
struction vor der Kater’schen bestebt darin, dass das Ringgewiclit 
entbebrlicb wird und das einzige Element, das mit der aussersten Ge- 
nauigkeit gemessen werden muss, }i -1- 7^', der Abstand zwiscbeu den 
Scbneiden ist. 

§ 102. Urn den Abstand zwiscben den Scbneiden zu messeu, ver- 
giicb Capitain Eater zuerst die verschiedenen Normallangen miteiuander, 
die damals in Gebraucli waren, und durcli welcbe er die Lange seines 
Pendels ausdruckte. Seitlier ist eine viel vollstandigere Vergleicliung 
dieser und anderer Normalmasse durcb den zu diesem Zweck im Jabr 
1843 eingesetzten Ausscbuss vorgenommen worden. Fhil. Trans. 1857. 

Nacbdem Eater seine Langeneinbeit festgesetzt hatte, begann er 
den Abstand zwiscben den Scbneiden mit Hxilfe von Mikroscopeii zu 
messen. Er wandte dabei zwei Metboden an, die jedoch bier nicht 
bescbrieben werden konnen. Dagegen wollen wir zeigen, welcbe 
ausserordentlicbe Sorgfalt bei diesen Messungeii notbig ist. Obgleicli 
die Bilder der Scbneiden stets vollkommen scbarf mit Idaren Umrisseji 
waren, so betrug docb ibr Abstand, wenn der Hintergrund, auf deni 
man sie sab, scbwarz war, 0,01453 eines Millimeters weniger, als wenn 
der Hintergrund weiss war. Dieser Unterscbied blieb derselbe, man 
mocbte dem Object und dem Hintergrund eine relative Beleuchtmig 
geben, welcbe man wollte, so lange nur der Unterscbied von weiss 
und scbwarz gewabrt blieb. Drei Reiben von Messungen wurden vor- 
genommen, zwei beim Beginn der Experimente und die dritte einige 
Zeit spater. Der Zweck der letzteren war, festzustellen, ob die Scbneiden 
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man Ijei dieser Annaherung tegeht, ist so klein, class er in 24 Stuuden 
erst auf etwa Secunden anwackst. Das VerMtniss der Oscillations- 

dauer des Pendels und des Uhrpendels lasst sick derart mit ausserster 
Genauigkeit kerecknen. In welckem Tempo die Ukr goht, muss man 
dann astronomiscli bestimmen. 

Man beaclite die Aebnliclikeit zwisclieu diesem Verfahren und dem 
Gebrauch des Nonius bei der Vergleicliung der Langen. Selbsfcver- 
standlicli sind sie verscLieden, weil der Nonius auf den Raum an- 
gewendet wird und wir es bier mit der Zeit zu thun habenj das all- 
gemeine Princip aber ist dasselbe. 

§ 104. Die so gefundene Scbwingungszeit erfordert noch mebrere 
Bericbtigungen (BeducUonen). Ist z. B. die Oscillation niclit so klein, 
dass man in § 92 sin 0 = 0 setzen kann, so muss man eine Reduction 
auf uneudlicb kleine Bogen macben. Wie dies im Allgemeinen aus- 
zufilbren ist, wird in dem Kapitel fiber unendlicli kleine Scbwingungen 
erortert werden. Eine andere Reduction wird erforderlicb, wenn das 
Resultat auf dasjenige, welcbes es auf dem Niveau des Meeres gewesen 
ware, gebracbt werden soil Der Anziebungskraft des dazwiscbenliegenden 
Landes lasst sicb nacb Dr. Young’s Regel {Phil. Trans. 1819) Rech- 
nung tragen. Man erbalt so die Scbwerkraft auf dem Niveau des 
Meeresspiegels, indem man annimmt, alles Land iiber dieser Kobe ware 
weggeschnitten und das Meer gezwungen, seine gegenwiirtige Hdlien- 
lage beizubebalten. Da diese Lage durcb die Anziebung des Landes 
verandert wird, so sind nocb weitere Correctionen notbig, wemx 
wir das Resultat auf die Oberflacbe des Rotationsellipsoids rediicireii 
woUen, welcbes der Gestalt der Erde am nacbsten kommt. Siebe Camhr. 
Phil. Trans. Vol. Vin, On the variation of gravity at the surface of 
earth von Sir G. Stokes, 1849. 

Baily gibt die Lange des Pendels, dessen balbe Oscillationszeifc 
eine mittlere Sonnensecunde dauert, in der freien Luft in der Breite 
von London zu 993,97 mm und eines ebensolcben fiir Sternsocunden zu 
988,55 mm an. 

§ 105. Correction fiir den Widerstand der Lnft Die Beobaclit ungen musson 
in der Lnft gemaclit werden und sind daher, um die voile Kraft der Schwere zu 
ermitteln, auf einen luftleeren Raum zu reduciren. Diese Reduction bestelit aus 
drei Theilen: (1) der Berichtigung fiir den Auftrieb der Luft, (2) Du Buat’s Cor- 
rection fur die von dem Pendel mitgerissene Luft, (3) dem Widerstand der Luft. 

V sei das Volumen des Pendels, welcbes sicb durcb Abmessen der Dinuui- 
sionen des Koi-pers ermitteln lasst. Da die „Reduction auf den luftleeren Raum“ 
nur eine Correction ist, so baben kleine unvermeidlicbe Pebler beim Messen nur die 
Wirkung Ideiner Grossen zweiter Ordnung auf den Wertb von X. q sei die Dicbtig- 
keit der Luft, wenn das Pendel um die eine Scbneicle scbwingt, q' die Dicbtigkeit 
fiir das Schwingen um die andere Sebneide. Dauert die Beobaebtung niebt ranger 
als eine oder zwei Stunden. so kann man n == n' setzen. Die. Wirlrnno* rUjc 



triebs cler Luft wird dadurch beriioksiclitigt, dass man annimmt, eine Kraft > 
wirke am Scbwerpunkt des Volwmm des KSrpers aufwai-ts. 1st der Korper bez 
der beiden Scbneiden so genau wie es nur mOglicb ist, symmetriseh gearbeitet 
so liegt dieser Scbwerpunkt in der Mitte zwischen den beiden Scbneiden. Vergl. § 95 ! 

Du Buat entdeckte durcb Experimente, dass ein Pendel eine gewisse Masse 
Luft mit sicb bin und her scbleppt, welche seine Tragbeit vergibssert, ohne die 
bewegende Kraft der Scbvrere zu erhCben. Es ist dies von Bessel und Stokes 
bestatigt worden. Die mitgescbleppte Luft stebt zu der durcb den Korper ver- 
drangten Luftmasse in einem Verbaitniss, welches von der ausseren Gestalt des 
Kar-pers abbangt. Wir wollen es durcb fiFp darstellen. Ist der Korper beziig- 
lich der Scbneiden symmetriseh, so dass seine aussere Gestalt fttr jede der beiden 
Scbneiden als Aufhangungsaxe dieselbe bleibt, so ist p. fur jede Art der Sebwin- 
gungen das gleicbe. Ist k' der Tragbeitsradius der mitgeschleppten Luft fur eine 
der beiden Aufbangungsaxen und m die Masse des Pendels, so muss zu dem- ft* 
in Gleichung (1), § 92 und daher auch in § 98 das Glied pFpft'ym binzugefttgt 
warden. 

Ziebt man diese beiden Coi'rectionen in Beebnung, so wird Gleichung (1) in § 98 

ft* -i- 7t* + = X T* (ft — Zi 

m \ m 2 J 

nnd die entsprecliende fiir die Schwingung nm die andere Schneide 


A:2 ^ 4. 


fJuVQ'Jc'^ 

m 


= ;ir» 



Vq h + K\ 
m 2 / 


DarauB muse A:* wie fruher eliininirt werden. Ninmit die Beobachtungszeit 
bez. dor beiden Scbneiden niebt zu- viei Zeit in Ans^Drueb, so kann man 9 = 
Betzen und Du Buat’s Correction versebwindet dann. Das ist natiirlicb ein 
grosser Vorfcbeil. Man erbiUt dann 

h ^ 1 A + \ frp^ 

2 7?i/’ 


■\vorin das letzte died sehr Idein ist, weil T und T sicb nabezu gleicb kommen. 

Der Widerstand der Luft ist eine Function der Winkelgescbudndigkeit dd/dt 
des Pendels. .Die Gescbwindigkeit ist sebr Idein; nebmen wir daber an, dass das 
Maclaurin’s Theorem sicb anwenden lasst, d. h. dass kein Coefficient einer Po- 
tenz, welcbe bbher als die erate ist, sebr gross ist, so wird der Widerstand pro- 
portional dBjdt Die Bewegungsgleicbung erbalt mitbin die Gestalt 


d^e 

dt^ 




dt 


wo 2%jn die Dauer einer vollstandigen Sebwingung im luftleeren Raum ist und die 
rcchte Scite von dem Widerstand der Luft berrilbrt.^ Das Nabere fiber diese 
(^leicbuug findet man in dem Kapitel, das von den kleinen Oscillationen bandelt. 

Siehe: Du Buat, l^rinci'j^es d^hydraibliqibe 1786. F. W. Bessel, KOnigl, 
Akademie der Wissensebaften , Berlin 1826. Baily on the correction of the pen- 
dnhm Phil Trans. 1832. Account of the operations of the great trigonometn'ical 
mirvey in India von Capt. Heaviside 1879. General Walker’s accownt of recent 
pendulxm operations etc., Phil. Trans. 1890. 


§ 106. Die Construction eines Pendels. Bei der Coustructiou eines 
Reversionspendels zur Messung der Schvrerkraft sind folgende Punkte 
von Wiclitigkeit; 
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Kapil'O III. »nii * \w‘ i» ?* \-'- 

1) Die Aufliruigiiiif<Hax<‘U odrr Srlmriilm iluririi uejj Muh^aii 
•schwerpunkt nidit deiisclhcii Absliiiui lial.-ii. Si.- m.II-ii [.ar..Il.-l /ii 
emander sein, 

2) Die Oscillatioiisdainjr sol! lur dir In-idi-a Sdnindm tdrirh s,Mn. 
P>) Die ilussere Gestalt; Jes KTiriH-rs niu^- m ri -rh nuA tur dir 

beiJen Auiluni,i.,auigsax<*u <llesrll)e stdiu 

4) Das Peiulei muss rinr. sr rrridmitssitt'r (u'-talt iialn-ii. da^^s «lir 
Dimension eii aller Tlieile sirli Irirht brrrfhiirn !:i-r!i. 

Dieseii Bodingungeii wird i^rnfirt , v,»*uh dn [^•f‘drl dir 
eiiies reclitwiiiklif^eii Parallrlfjdprds iiiit «'iarns * \lnid»‘r .us jrurin iMitIr 
hat. Dicse Cyliiid(U* sollcm ilirsaa Arus'^rn-n narh mif/ri’mi , drr ♦dm* 
jedocli massiv, <ler and(*n* ladil und drrarl sriiu da- drr Ali^aiul 
zwischen den S(diiHdd<m .su nalir als nur mM^flirli drr darrh f hhfnitf 
gefundcijeii Lilni^e iles r;l(‘ieh\\«‘rtliiiLreii t‘in!arlirn Idara l idrirldiMnimi . 
Ein .soJclies Peiulrl lirdsst riu /r /AVM/dVrhr". 

b) Das l\‘ii(!«d sfdl sowrit als in»».LrIirli \nn dmi rlhiaj ua !» i fit.fi 

werdeu, (lairiit rs hrl d’riiij»rral uriiudri-uiiirrii arh rlh, i .dirhids fdrihi. 
I)a die Oseillaiiuns/.rilrn iilmlitdirr Iv'lrjirr drh id'drrss. u ir dsr f^herlra! 
wurze! aus ihreii lins*arrii ! limrii d“:irn , » L: t a d a! d liie dir 
Ixioljaelitei.e Srlnvinii^nnu'sdaurr bdrlii :iut’ rinr Nuruadr » !!:|a r;.? ur u-dn 
idreiK Die Scdimddrii da|j^rr’rn mii -srij au rnsrin i»- f* ?,- ^l:.^ ^ d jjt r 
gcistellt warden, so class man rrgru \’rrlrt/nm*rn »d r rlrou n’a’ndr'h ? 
gesi(di(irt isi. 


S 107. Ilrisp. I. «lrii Ki'il. a;i ar 'a,' •* a r 

sind, s«d r drr (' xh rstliinl ihrrr K i iasonira:* /i ; 


isi-, Avran this I*rinlt*l im hiHlrrabn fiaja'i {« ' 

oiVrnluu’, wciiii dii* Hi-liurjdrn •U'- * !« . irr S' ari h : h 1 
rrliillt. iiiaa dir:a*ll»r ( drirliun;^ tnit .lu-ir < . j.i \ • ■ - v. . 

1 iroharlii snir;‘'n ;ui, ..n lii f icii raU »■ ■ * ’ ' a 

isi- Ija.|d;u*.i’ vnu [Ir. Vmtu-'' .1/ U. , Hi { 

y, (i' srjrii dir Kriiiuminj'/ j .'di- n -J'’! 'i • 

mil dir Mdiiirnlana.M' , . n ri lu-lf nj.ai. a a ' y 

klein isi, kann man drr ( liririmur lir- r-<=r;. ” .. ^ ' 

ha lrvnrr dir Srli wiiufmi'rs'.’rit '-n 7' ii.J. •. s v r ■. :u-t. • . • 

udk iJfrossiT Annahrruir?;. s'ulr t ii uiu i:;.;!* .■ « . n . i v , s / 
srlhsl. mil' riiiru kiriiiru U'rrlli m v. i.f /. ' • /. ' • /. 

das I’rndcd urn dir andrrr Srhiu-idf . .dr-v :ii"? . .ii./.' ?!...■{ 
durr.li V(*r(,:Mi.sctirii vnn Ji mil // und / {a.* / l'.: i .rr, a 

§1)0 I'limiiiirl, iind : irlj rriiin.Tt , da y ' a- ■ ‘ 

I\’i‘suli,a.i.. 

drisp. li. Kin .-rliwriri- Kidl in d. a' id- lad • ar ? Ka '- ; 
.s(*}jr (Iuiim*n I)ralifr< mirljrinamlrj- an /.v..-! Idmko n .1 ind / 

vrri iraJrr Al>siand h srlir : fiivlVdf ie ;'rm,- .-li v.Mf.i. ii ♦ 

Pendel Dn* iirislr Piudd dra llall- v. ird i 


! 






ir 


\ .!f . a.r ii 


monaichst gcnau anf clieselbe Hobe eingestelit irnd diese Hohe befindet sich nnter 
A mul B annilhernd in der Tiefe a bez. a'. Man beweise, wenn r den Radius 
doH Balles bcdeutet, der im Vergleich mit a oder a' und l\ den Lan«-en des 
gleiclnv(irfc]ugen cinfaclien Pendels Idein ist, dass mit grosser Annihemnfr 
/ — I ^2 ^ 

1 7 ; weiter, wic man durcb Zablen der 

Anzahl der in einer gogebenen Zeit von jedem Pendel gemachten Sckwingungen das 
Verliilll,nisK von I zu T finden kann. Man zeige femer, wie g eimittelt wird und 
gel)(‘^ an, wolclie Langen liocbst sorglaltig zu messen und welche nur annahernd 
nHiiliig sind, wcnn die Resultate brauclibar sein sollen. Diese Metliode bat Bessel 
Ixmntzt Sieho seine beruhmten ^Untersucbungen uber die Lange des einfacben 
Heeundeni)<mdel8‘‘ (Abliandlungen der Berliner Akademie 1826); aucb in Ostw aid’s 
KUisHikern (irncbienen (Heft 7). 

§ lOS. Eiiie Normaliruige. Die Lange des Secundenpendels ist in 
England a]s nationale ISTormallange benutzt worden. Durch Parlaments- 
IxvschluHs wiirde im Jalir 1824 bestimmt, dass der Abstand zwisclien 
(l(i:i) Centrcn zwcier Puulcte, die in den goldenen Knopfen eines geraden 
Mcissingstabos angebraclit waren^ welcben der Secretar des Hanses der 
(Jo.tmnneu in Vcrwalinmg hatte nnd anf welcLem standard yard 1760^^ 
(‘.iugravirt war, die walire Original-Normallange, eine Elle (yard) ge- 
iiaiiiit, filr eine Temperatnr des Messings von 62® PaLr. sein sollte. 
Da OH iibtliig scliien, diese NormaleUe bei Beschadigungen wieder in 
(b.n'solben Llinge durcli Vergleicliung mit einem nnveranderliclien natiir- 
licJioji N’oririalmass liorstellen zu konnen, wurde verordnet, die neue 
Norniab.vlle nolle von soldier Liinge sein, dass das Pendel, welckes Secunden 
niittlcriu* Zeit in dor Breite von London im luftleeren Raum auf dem 
IsTiv^nau des Moores soliwinge, eine Lange von 39,1393 engL ZoU babe. 

Naolidom diese Normalelle bei dem Brand des Parlamentsgebandes 
inibraudibar g*cworden war, wurde 1838 eine Commission ein- 
g(»soi,zt, <li(} 1841 boriclitete, sie halte es zwar fur angezeigt, einen be- 
s(;ijriiiit(m M-ossiiigstab zur Normalelle zu nebmen, dagegen konne sie 
iiicUt (unpibblon, l)oi dor Wiederberstellung eines solcben die Lange des 
H(uaind{inpoiidels zu Grunde zu legen. „Seit dem Decret vom Jabr 1824 
ist f(jstg(ist(5llt worden, dass verscbiedene Reductionselemente bei den 
Pojuhilversuchon, die darin angezogen werden, tbeils zweifelbaft, tbeils 
irrig sind. 80 bat Dr. Young, FUl Trans. 1819 gezeigt, dass die Re- 
duction auf das Niveau des Meeres zweifelbaft ist; Bessel, Astronom. 
Nadir, Nr. 128 mid Sabine, FMl Trans. 1829, dass die Reduction fur 
das-Gowidit der Liift feblerhaft ist; Baily, Phil Trans. 1832, dass die 
specifisdie Sebwere des Pendels miricbtig geschatzt wurde und die von 
deii Acliat]’)latten horrubrenden Febler die Resultate zweifelbaft maebten; 
Eater, Phil Trans. 1830 und Baily, Astron. 80 c. Memoirs VoL IX, 
dass s(3br mcrkbarc Pehler durcb die Vergleicbung der Pendellange mit 
Shuck burgh’s Massstab entstanden seien, von dem vorausgesetzt wurde, 
or stimine mit dem gesetzlicben Normalmass uberein. Daraus gebt 
her VO r, dass das in dem Decret vorgesebriebene Verfahren niebt noth- 
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wendiger Weise die friiliere Llinge dtn' lUNprriiiglirliMii hll»* «*rgf*lH‘n 
wurde/^ Die Commission stelKf* iostj Ma.v.M* grin*, 

die fnilier geiiau mit der Origiuuhinrmahdlr \i‘rgli«do'H vuinit-ji uiitl 
dass durcli ilire Benutzung dii* Liingi* di*r Oroiio:il»d!t* i»hij»* rii»*rkhan‘ 
Fetler bestimmt ■\verden kiiinie. ^vurdi* **nif < 'niiiHiissinn 

eiugesetzt, iiber deren Wirksiinikmt iiiaii NiiluTfs In nnriu !b*nrhl \mii 
vSir G. Airy an di(j Roj/dl SorHy, iiiobd 

In Frankreich ist di(‘ N<>rnuilliuige das wn* 

der eiiglischen Norinalt*lI(\ cin in d»*r Xatur g«-Lodi.-fif-% /u thiindf- 

gelegfc. Der zelimnillionsto Tlioil dor Liiiigo Hrdiiioriduin^ mhu 

Pol bis zum Aequator g(»ine.ssi‘n» wurdi- ab. gr^oi/lirh»*s iiotimrl. 

AJs man jedoch sjaller lunn* uiid gonain-ro Mo-Huii^rn ^nrnahnj, ntidlto 
es sicb lieraus^ dass man die Liuigo tii^s gr-‘.»^!/hf*h«^ii Alot* rs Jindi! b#.; 
jeder Verbessening der ErdinesHiuig iindi'm kMiinti^ Ih ih*r Usat 1-4 
daher das Meter durch eimm in Paris aiit jj >tal» bt’^fituinii'r 
Liinge dolinirt. 

Dio Benutzung d(‘s J^orundc‘n|»ond*'l^ al^ Xtunadiango w*raii 
dass iiiaii bereits oiiu* Xb>nnal'/,idf liaf Man dah^i ani 

ein in der Natur gegidnmos Mavs /,ur!ii*kgn‘d« n laoi uiddl g*'W«dudirh 
die Zeit der (Jmdrelunig dor Krdo uin ibn* A\» tv^ 'lufloddl oh 
durcli vseine Kinfacbhoii, (ia fla.s Zoiiint»*r\.dl /urt'lo'U ! aiibns.in.hT 
folgondeii Diireligangen dtissolbon dur^'h d- n M. fidian d* r lb* 

tationszeit der Erde selir naho gloiohkniiind D^rii |,,HUi man au. h 
andere in der Natur sieli lindondt* Xfa'in;jhjia->» /ur dr. fhoitn . 

unserer Ulinui benutzen. 

Ueber dic^ l)(;iden Beriehio 1 bnld und HV l : dr / mfb 
dor Bnlish AsstHudhtui hoz. diosos Grgnr f nidr - ' <0 hr p!*»! hXrsi-rt’ 
Aldiandlung \i])vv I'nHs nud llnjsdni tuudnnf-. 

§ KHh Schwiiigiing der riiruhe einer I hr. Em >?.d. /; at; k-um 
sicb frei iim seinen iestlii^gi'inlm Srluurpnnkt a dirhri. .^nd un!r!h»M,n 

dor Ivinwirk junr rnn-r rhj >|unil 

|r(h»r ( P li. I hi 1 riSi*' h»ndr (' d'l { rd»j 
ist drrart hr!rsfi|^0, da-. a^;rh <lir Tan 
gonfr iin Pniiki (' and da 

X andrrr Endr // n-it drns Sfuh m*? 
huiidrii, da . t fhr I nf »• /* t-ijirii 

otMisfantoii W inkrl unt drm Sta!« noodi? 
Man .-.nil dir n ^j'dhitiMii.dauri lindrn, 
woh'ho rinfriff. urnu ii»-i Mah inn nie nd 
oiiuni Winkol grdrrlit \uid Um r (“.m 
structiow wird in TaHclunuilirt'n g.-radi- vvi.* ihis I'.-itd.-l h.-i 1'. ji.i. iiiln.n 
7-ur Reguliruiig der Beweguug In-niilzf. In u.'l.-n rin-,, ,.4 
dui'ch ein Rad ersetzt, dcsHini (leidruni O ist. 

OiZ’ sei die Fijiffo . n.n 



. » ! ' S 
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Schwingung der Unruhe einer Uhr (§ 108—109). 


findet 0 der Wjnkel, den der Stab mit Ox zu irgend einer Zeit t 
maelit, Mk- das Tragheitsmoment des States ftir 0, p der Ekiimmungs- 
riidnis fill- irgeud eiuen Punkt P der Peder, der Wertk von p fiir 
den Gleicligewiclitszustand. Perner seien (a;, y) die Coordinaten yon 
J. juit 0 Ills Coordinatenanfang und Ox als rc-Axe bezogen. Wir woHen 
(lie Krilite betracliten, welclie auf den Stab und den Tbeil BP der 
I' (nlci Avirken. Die auf den Stab wirkenden Krafte besteben aus den 
•ini Scliwerpuiikt 0 parallel den Coordinatenaxen angreifenden Compo- 
iKuitou X, T und den in entgegengesetztem Sinn genommenen Effectiv- 
ki-ilfteii, die^einem Paar MJe^ d^e/dfi gleicbkommen. Die auf die Peder 
wirkenden Ivrafte besteben aus den in entgegengesetztem Sinn genom- 
luoiieu Eifoctivkraften, welcbe in Polge der Peinbeit der Peder so Hein 
Hind, dass sie vemacblassigt -werden konnen, und der resultirenden 
Wirkung lilngs des Querschnitts der Peder bei P. Diese resultirende 
VVirkung iviril durcb die Spannungen der unzabligen Pasem, aus denen 
di(>, Efidiir besteht, bervorgebraebt und diese sind einer Kraft am Punkt 
und einem Kraftepaar gleich. Wird eine elastisebe Peder so ge- 
.spuiint, dass aich ibre Krtimmung andert, so ist, wie die Praxis und 
l'h((ori(‘ z(',igt, dieses Paar der Kriimmungsanderung fiir den Punkt P 

proTxU’tiimal. Wir konnen ee daber durcb E (— i-) darstellen, wobei 

I'J uur von deni Material, aus dem die Peder gemaebt ist und der Form 
ilir(!s Querschnitts abbiingt. 

Uni iiicbt die unbekannte am Punkt P wirkende Kraft einfiibren 
zu niiisson, ivollen wir die Momente um P nebmen. Wir erbalten 


MVg-~E{^-^)-Xy+Tx. 


Dio.HO (Hoiclumg gilt fiir jede Lage des Ptmkfces P. Betrachtet 
nuiii iTu* den Augenblick die linke Seite als constant und oc, y als 
varialxd; ho stollt sie die Gleicliung fur die Gestalt der Feder dar. 

Bs mi iiP = s. Multiplicirt man die Gleickung mit ds und inte- 
griri/ ii))er die gauze Lange I der Spiralfeder^ so wird 

Ej(S_i») + xfxis^xJyHs. 

Nun ist -- der Winkel zwiseben zwei aufeinander folgenden Nor- 

inab'ii und daber / y der Winkel zwiseben der Anfangs- und End- 
iiorniab!. Da aber im Punkt C die Normals zu der Peder wabrend 
dor Hiiwegung festliegt, so ist der Winkel zwiseben den 

Noi-nialou im Punkt B in den beiden Lagen, in welcben 6 = 6 und 
0 rrrx: {) j^t. Well iiuii dlc Normalo im Punkt P einen constanten 
Winkel mit dem Stab macht^ so ist dieser Winkel der Winkel den 
der Stab mit seiner Gleichgewicbtslage maebt. Sind feiner oCy y 
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wendiger Weise die friiliere Lange der ursprunglichen Elle ergeben 
wiirde.^^ Die Commission stellte fest, dass es verschiedene Masse gebe, 
die friiber genaii mit der Origin alnormalelle verglicben warden und 
dass durcb ibre Benutzung die Lange der Originalelle oline merkbare 
Pehler bestimmt warden kdnne, 1843 warde eine andere Commission 
eingesetzt, iiber deren Wirksamkeit man Naheres in einem Bericht von 
Sir Gr. Airy an die Royal Society, 1857 fiudet. 

In Prankreich ist die Normallange das Meter. Diesem wiirde, wie 
der engliscben Normalelle, ein in der Natur gegebenes Mass zu Grunde 
gelegt. Der zehnmillionste Tbeil der Lange eines Erdmeridians, vom 
Pol bis znm Aeqiiator gemessen, wurde als gesetzliches Meter definirt. 
Als man jedoch spater neue und genauere Messungen vornahm, stellte 
es sich beraus, dass man die Lange des gesetzlicben Meters nicbt bei 
jeder Verbesserung der Erdmessung andern konnte. In der That ist 
dalier das Meter durcb einen in Paris aufbewahrten Stab von bestimmter 
Lange definirt. 

Die Benutzung des Secundenpendels als Normallange setzt voraus, 
dass man bereits eine ISTormalzeit bestimmt hat. Man muss dabei auf 
ein in der Natur gegebenes Mass zuruckgreifen und wahlt gewohnlich 
die Zeit der TJmdrebung der Erde urn ibre Axe. Es empfieblt sicb 
durcb seine Einfacbbeit^ da das Zeitintervall zwiscben zwei aufeinander 
folgenden Durchgangen desselben Sterns durcb den Meridian der Ro- 
tationszeit der Erde sebr nabe gleichkommt. Doch kann man auoh 
andere in der Natur sicb findende Normalmasse zur Regelung des Ganges 
unserer Ubren benutzen. 

Ueber die beiden Berichte (1873 und 1874) des Unit’s Committee’s 
der British Association bez. dieses Gegenstandes siebe Prof. Everett’s 
Abbandlung fiber Units and Physical constants. 


§ 109. Schwinguiig* der Uiiruhe einer Ulir. Ein Stab B'OJB kann 
sicb frei um seinen festliegenden Scbwerpunkt 0 dreben und unterliegt 

der Einwirkung einer sebr feinen Spiral- 
feder CPB. Das eine Ende C der Feder 
ist derart befestigt^ dass auch die Tan- 
gente im Punkt G festliegt und das 
andere Ende B ist mit dem Stab so ver- 
bunden, dass die Tangente in JB einen 
constanten Winkel mit dem Stab macht. 
Man soli die Oscillationsdauer finden, 
welcbe eintritt; wenn der Stab um irgend 
einen Winkel gedrebt wird. Diese Con- 
struction wird in Tascbenubren gerade wie das Pendel bei Pendelubren 
zur Regulirting der Bewegung benutzt. In vielen Ubren ist der Stab 
durcb ein Rad ersetzt, dessen Centrum 0 ist. 

Ox sei die Lage des Stabes; wenn er sicb im Gleicbgewicbt be- 
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findet, B der Winkel, den der Stab mit Ox zn irgend einer Zeit t 
macbt^ das Tragbeitsmoment des Stakes fur 0, ^ der Krummnngs- 
radius fur irgend einen Punkt P der Peder, Qq der Wertb yon q fiir 
den Gleichgewiclitszustaud. Perner seien (x, y) die Coordinaten von 
P auf 0 als Coordinatenanfang und Ox als x-Axe bezogen. Wir wollen 
die Krafte betrachteUj welche auf den Stab imd den Theil BP der 
Peder wirken. Die auf den Stab wirkenden Krafte besteben aus den 
am Scbwerpunkt 0 parallel den Coordinatenaxen angreifenden Compo- 
nenten X, Y und den in entgegengesetztem Sinn genommenen Effectiv- 
kraften, die einem Paar M¥ d^d/df gleicbkommen. Die auf die Peder 
wirkenden Krafte besteben aus den in entgegengesetztem Sinn genom- 
menen Effectivkraften, welcbe in Polge der Peinbeit der Peder so klein 
sind, dass sie vernacblassigt werden konnen^ und der resultirenden 
Wirkung langs des Querscbnitts der Peder bei P. Diese resultirende 
Wirkung wird durcb die Spannungen der unzabligen Pasern, aus denen 
die Peder bestebt^ bervorgebracbt und diese sind einer Kraft am Punkt 
P und einem Krilftepaar gleich. Wird eine elastiscbe Peder so ge- 
spannt, dass sicb ibre Krlimmung andert^ so ist^ wie die Praxis und 
Tbeorie zeigt, dieses Paar der Kriimmungsanderung fur den Punkt P 

proportional. Wir kdnnen es daber durcb (— — darstellen, wobei 

E nur von dem Material, aus dem die Peder gemacbt ist und der Form 
ihres Querscbnitts abbangt. 

Dm nicbt die unbekannte am Punkt P wirkende Kraft einfuhren 
zu mussen, wollen wir die Momenta um P nebmen. Wir erbalten 


Diese Gleicbung gilt ftir jede Lage des Punktes P. Betrachtet 
man flir den Augenblick die linl^e Seite als constant und x, y als 
variabel, so stellt sie die Gleicbung fur die Gestalt der Peder dar. 

Es sei BP — s. Multiplicirt man die Gleicbung mit ds und inte- 
grirt uber die ganze Lange I der Spiralfeder, so wird 


Meg I = - _ i) + r/« 

Nun ist der Winkel zwiscben zwei aufeinander folgenden Nor- 
Pds 

malen und daber / y der Winkel zwiscben der Anfangs- und End- 
normale. Da aber im Punkt C die Normale zu der Peder wabrend 


der Bewegung festliegt, so ist / (~ — — ) der Winkel zwiscben den 

Normalen im Punkt B in den beiden Lagen, in welcben 6 = 6 und 
6 = 0 ist. Weil nun die Normale im Punkt B einen constanten 
Winkel mit dem Stab macbt, so ist dieser Winkel der Winkel 6, den 
der Stab mit seiner Gleicbgewicbtslage macbt. Sind ferner Xy y die 
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Coordinaten des Schwerpuiikts der Feder zur Zeit ty so ist ds ■ 
■yl. Die Bewegungsgleicliuiig erhalt sonach die Form: 


‘Xly 


jijds 


cW 


f-e + rs- 


Nelimen wir an, in der Grleichgewiclitslage finde kein Druck auf 
die Axe 0 statt und die Schwingungen seien klein, dann sind X und 
Y walirend der Bewegung Heine Grossen von derselben Ordnuiig wie 0, 
Wir nelimen ferner an, der Stutzpunkt 0 befinde sich -wahrend des 
Zustandes der Rube liber dem Scliwerpunkt der Feder. Ist nun 
die Anzahl der Windungen der Spiralfeder gross und jede Windung 
nakezu kreisfdrmig, so wird sick der Schwerpnnkt niemals weit von 0 
entfernen. Yx und X.y sind daker keide Producte zweier kloiner 
Grossen und desskalb mindestens von der zweiten Ordnung. Veruach- 
lassigt man diese Glieder, so wird 

‘ (U^ ^ 




- ^ f! 

--T0. 


Die Schwingimgsdaiier ist daker 

Daraus gekt kervor, dass kei einer ersten Annaheruiig dio Sohwiii- 
gimgsdauer imabkangig von der Gestalt der Peeler im Gleickgowichts- 
zustand ist und nur von ikrer Lange und der Form ihres QuerHchnitt('.s 
abkangt. 

Wird die Lange I der Feder vergrdssert, so nimmt dio OHcillations** 
zeit zu und die Ukr gelit nack. Um diesen Fekler iiotliigmilalls r.or- 
rigiren zu konnen, ist die Drucksekraube, durck die der Ikinkt (J gni- 
lialten wird; an einem Stab Ox befestigt, welcker sick um 0 ho droluui 
lasst, dass sick die Feder nickt mitdrekt. Die bei J) fostgoliiilt(un^ 
Feder gleitet durck die Drucksekraube C und die Liingo von 07?, also 
die zur Wirkung kommende Lange I der Feder wird bci ciiier Drelumg 
von 7) weg verkiirzt. Bewegt man den Stab Ox Jiach I) zu, so wird 
die wirksame Liinge I vergrossert. 

^ Diese kurze Barstellung cler Bewegung ciner Ilbriinnihc iM, (‘ini'iii (Pt Aloi,~ 
demie derWissenschaffcen ilberreicbten Aufsatz entnommen. Weitere Untiirsuelnmgcn 
liber die fur Isocbronismus nothigen Bedingungen und die Bestiiniuiiiig (b-r ix'Htmi 
Grestalt der Feder findet der Leser in Liouvillc’s Journal 2, lH(j(), M'. IMij- 

lipps» Mmoire sur le spirale reglant cles chronometm et dcs 'nw)Ure,s. 

Wenn die Temperatur wacbst, so wilcbst aucb die Lilnge I <l(vr Uiiruhi*. Ann 
diesen und anderen Gninden geht die Uhr nacli. Di(i ComiHuisfitioii fiir vliwi 
Temperatinwecbsel wire! jetzt gewCbnlicb dadiirch bewirkt,, dasM man <biw I’nig- 
heitsmonient des oscillirenden Koi'pers andert. Der Umfang des UnriiberiKbiH isl 
kein vollstandiger kreis, sondern bestebt aus zwei Bogen, von denon jeder kbdncr 
ala ein balber kreisumfang ist. Das einc Ende eines jeden ist an <Ias Kndn 
des Stabes B'OB befestigt, wahrend niebt weit von dem andern iTcien Eiitio (unen 
jeden Bogens eine Ideine Masse angebraebt ist. Jeder Bogen ist aus zwei duiineu 
nebeneinander liegenden Streifen von versebiedenem Mctall hergestcllt, von deniui 
der ausserc sich in der Warmc melir aiisdehnt als der innere. Bei einer Erlioluuig 
der Temperatur Megen sicb die Bogen uacb innen und das Trilgheitsmonuint (bn- 


t^rocess. 


§ 110. Der Drucfc auf die feste Axe. Den Druek auf eine feste 
Ase m finden^ um welche sich ein unter der Einwirkung irgend welclier 
Krdfte stehender Kdrjger hewegt 

Erstens. Nelimeii wir aii; der Korper imd die Krafte seien sym- 
metriscli zu der durch den ScWerpunkt senkrecM zur 
Axe gelegten Ebene, so lassen sich die auf die Axe 
wirkeuden Druckkr*a£te offenbar auf eine einzelne am 
Aufliaiigungscentrum C angreifende Kraft reduciren. 

F, G seien die Componenten der Wirkung des 
Stiitzpunktes auf den Korper in der Richtung von C 
nach. dem Scliwerpunkt 0 und senkrecht dazu; X, Y 
die Summe der Componenten der gegebenen Krafte in 
denselben Richtungen und L ihr Moment um C. Es 
sei CO — h und 0 der Winkel, den C 0 mit irgend einer im Raum 
festliegenden Greraden bildet. 

Nimmt man die Momente um C, so ist 

dt^ ^ M{]c^ + h^) ^ 

Die Bewegung des Schwerpunkts bleibt dieselbe, als wenn alle 
Krafte an ihm angreifen wurden. Da er einen Kreis um C besclireibt;, 
so sind die Tangential- und Normalcomponenten 



Y+a 
~ M 

• • • • (2), 


X+F 

M 

. . . (3). 


Die Gleiehung (1) liefert die Wertlie fur d:^e/df und dd/dt-, die 
Dnickkrafte iindet man dann aus (2) und (3). 

Wenn die Scliwerkraft allein auf den Korper wirkt und 6 von der 
Verficalen aus gerechnet wird; so ist 

X == M(f cos 0, Y=-- Mg sine, L = — Mgh sin 9 



und dalier 


clt^ 


gh 


+ 7r 


sin 6 


- • ( 4 ). 


Durcli Integration erhUlt man 


(d0\^ /nf I 


2(jh 


cos 6 


(5). 


Ist die Winkelgeschwindigkeit des Korpers wenn 00 e^e 

horizontale Lage hat und daher cos 0 = 0 ist, so ergabt sich • 

Setzt man diese Werthe in (2) und (3) ein, so wird 
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— 9?h + ^ cos 0 


"F + F 


G__ 

M 


g sin 0 


Ic^ 

+ ii^ 


; 


worin 6 der Winkel ist, deu das vom Scliwerpuoikt des Korpers auf 
die Axe geffflte Loth mit der abwarts gerichteten Verticalen bildet, 

Daraus geht liervor^ dass die Dntclcconiponente so'ihrecht z%i dev Ebene, 
welcJie die Axe md dm SchoerpimU enthdlt, undbhiingig von den An- 
fangsbedingungen ist, Bei den Schwingnngen des Korpers variirt diese 
Componente wie der Abstand des Schwerpunkts von der durcli die 
Axe gehenden Verticalebene. Die Druckcomponente dagegen, welche 
in der die Axe und den Schwerpunkt enthaltenden Ebene liegt^ ist 
von der Anfangswiukelgeschwindigkeit des Korpers abh'angig. 

Wirken Stosskrafte, so andern sich die Gleichungen (1)^ (2)^ (3) 
nur wenig. Wenn O; o' die Winkelgeschwindigkeiten gerade vor und 
gerade nach der Action der Stosskrafte sind, so erhalten die Grleichungeu 
die Form 




h (co' — (d) == 


Y+a 
M ^ 


0 = X + F, 


worin die Buchstaben dieselbe Bedeutung wie friiher haben, und nur 
Fy Gj X, Y statt endlicher Krafte Stosskrafte bedeuten. 


§ 111 . Beisp. 1 . Eine Kreisfiaclie, deren Gewiclit IF ist, kann sich frei um eine 
horizontale auf ihr senkrecM stehende Axe dreben, die durcb eineii auf ihrer 
Peripherie liegenden Punkt C geht. Der Kreis beginnt seine Bewegung vom Zu- 
stand der Ruhe aus, in welchem der durch C gehende Durchmesser sich vertical 
liber C befindet. Man zeige, dass die Resultanten des Bracks auf die Axe, wenn 
dieser Dm^chmesser horizontal iiegt und sich vertical unter C behndet, -L "j/lV W 

bez. jTF sind. 

Beisp. 2 . Einen diinnen gleichformigen Stab, dessen eines Ende an eine 
glatte Schamier befestigt ist, lasst man aus einer horizontalen Lagc herabfallen; 
man beweise, dass, wenn der horizontale Zug am grSssten ist, der verticale Zug* 
auf die Angel sich zu dem Gewicht des Stabes verhU<lt wie 11 : 8 . Math. Tripos. 

Beisp. 3. Es sei a = g - ^3 ^ , h—g und It die Itesultante von 

F MSl^h und G. Man construire eine Ellipse, deren Centrum C iat und 
deren Axen in der Richtung von GO und senkrecht dazu 2 a bez. 2 b sind. Diese 
Ellipse sei im ESrper befestigt und schwinge mit ihin. Man beweise, dass der 
Drucb E variirt wie der Durchmesser, in dessen Richtung er wirkt, Diese 
Richtung kann man so ermitteln: der Hhlfskreis schneide die Verticale durch 0 
in V nnd das yon F auf CO gefaUte Loth schneide die Ellipse in R Es ist 
dann OR die Richtung des Druckes E, 

§ 112 . Zwdtens. Entweder der Korper oder die KrUfte seien niclit 
symmetrisch. 

Die feste Axe sei die ^-Axe, der Coordinatenanfang beliebig und 
ebenso die iC^^-Ebene. Wir "werden sie spater so wahlen. dass unsere 


I)ei* Druck auf die feste Axe (§ 110 — 112). 
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Untersucliung mogUchst einfacb. wird. 5, 0 seien die Coordinaten 

des Scliwerpunkts zur Zeit m die Winkelgescliwindigkeit des KorperS; 
f die Winkelbeschleunigung, so dass also 

f=d(X)/dt 

Da jedes Element m des Korpers einen 
Kreis um die Axe bescbreibt, so sind seine 
Bescbleunigungeu in der Ricbtung des von der 
Axe aus gezogenenRadiusvectors und senkrecbt 
dazu — co^r bez. fr. Macbt r mit der a;^-Ebene 
2 U irgend einer Zeit den Winkel 6^ so erhalt man ofifenbar die fol- 
genden Gomponenten der Krafte: 
cc < 

_ = gin 0 = — (D^x — fy 

und 

~ -j- fx . 

Diese Gleicbungen erhalt man auch, wenn man x=r 00 s 6, y=rsm6 
zweimal differenzirt und dabei bedenkt, dass r constant ist. 

Sammelt man die Effectivkrafte aller Elemente und combinirt sie 
auf die Poinsot’sche Art^ so ergibt sich, dass sie einer am Coordinates 
aijfang angreifenden Kraft und eiuem Kraftepaar gleicliwerthig sind; 
die seeks Gomponenten sind: 

== 27m = Z'm ( — G}^x — fy) = — — fMy . . . . (1), 

i:m^=^2m(—0^y-j-fx) = — c3^My-i-fMx .... (2), 

=0 (3), 

L^ = Sm(^y^~0^^ = — Smz^=co^i:myz — fi:mxg . (4), 
M-^= Um [g ^ — X = Umg ^ = — to^Umxg — fUmyg . (5) , 
iVi= Um (x^,~y^)=^Umr^^==Mhy (6). 

Da = 0 ist^ so lassen sicli die reebten Seiten der GHeicbungen 

(4) und (5) offenbar dadurcli bestimmen, dass man 0 in die 27 von (2) 
und (3) einfdhrt. 

Der Korper moge an zwei Punkten der Axe in den Abstanden 
a, a vom Coordinatenanfang befestigt sein; die Gomponenten der 
Eeactionen der Punhte auf den Korper parallel zu den Coordinatenaxen 
seien bez. Fy Gy JJ; F'y G'y S'] ferner seien X, Ty Z die auf den 
materiellen Punkt m wirkenden gegebenen beschleunigenden Krafte. 
Nach D'AlemberPs Princip § 72 ist alsdann 
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EmX -f. + J?' == — wrMi- ‘ > 

Sm Y -{- O' Gf = — -f* / (*•) > 

2mZ+H + H'^0 

Sm(yZ — sY) — Ga — G'a = lYXinyc fXnu :: . i-! 

XmisX — xZ) + J’a + F'd = - F'Xwj:: fXiHij:: if) i , 

Em{xY-yX) = 

Die GleiehuDg (6)' bestimmt / '= tiurdi liitagnilinii uuch 

ra; aus (1)', (2)', (4)', (5)' erliiilt man ckini F, G, F\ f."; 11 tni.l //' 
bleiben. unbestimmt; ihre Summe ist jednch iluri’li (•>) gagcbaii. 

Offenbar lassen sieb die seeks Beweginigsgleii-liung.-ii niiuidimal 
selir vereinfaciien, 

Frstm. Weim die s-kxe fur den Ciairdiniib-niuifaiiK ein.- llaupf 
axe ist, so wird 

Zniccy = 0 , 2J m y: •- ^ > 

und die Berechnrmg der recliten Seiten dt‘r (<1. (d)^ (;»< tiillt \v**g. 
Man solUe daher, wenn mdglich, dm (hordimdmanfung (nihh N. dass 
die feste Axe eine Maiuytaxe des Korpers fiir divsm Vatdd ist, § -is. 

Zweitens, Mit Ausnahmo dex Biistiiniuung vuu /' luid co durrh 
Integration der Grl. (6)' besteht dus ganzt^ ViTiklirm liMligiich in 
algebraiscben Substitution fur f und to iu tli<* illirig<‘u 
Daher bleiU das jResuUat auch dann ■iineh riahiig, innn unin l/a dvr .U(f ^ 
stellung der Beivegungsgleichungen- die xrs Bhr.nv stt ivdidi. diis.'i kit dtu 
Schwerpunkt in dem in lietradit gv.::(igv}U‘)i M<^mvnt oiflidlL I):tdur»’h 
wird ^ = 0 und die GL(iy, (2/ viU'ciniaeheii sirh. 

Brittens. Da die Punkte d(*r A\'(‘, an Wideiu* drr K<jr|H'r iM-ifNiigt 
wird, willkurlicb. siud, so kanu man zur woiirnui \k»r«‘inlurhunir dt*n 
Coordinatenanfang als eirien Drelijuinkt willilcn uikI dtau atub'ni 
andere passende Lage geben. Dann win! a u- /•", (d tTgtdMui ; irii 
olme Weiteres aus (4)', (5)' und (t lindc.i man aus ( I T, 

§ 113. Momeiltailkriifte. Hind ok Htosskriinu, die arn Kru'fnn' an 
greifen, so mussen die Gleiclunigen (‘.twas iil)g<*iindrr(. wJTdtm. ut, r, fei, 
{%i y Vy %v') seieii die den Axen pariilbdeii (jt(‘S(‘!iwindiglv<‘ifstu!ii|t<iurn{mi 
eines Elementes niy desseu Coordinuten (.r, ;//, ;;) siinl. Ms ird it //to, 
u' = — yedy v—XG), v=Xid und -=-(), tr ■- o. [Hr si^dis rum 
ponenten der Effectivkriifte erlialten die I^'onu 

^ u) == — 2J')n‘if (vd - dj) ■ - - • A/// (<•/ to ) . < } i, 

= 2m (v —v)== 2mx (o)' — to j d/a; (u)' to ) . . f :? }, 

== 2m {w — ^o) ^--r: I ) i : j 

I-i = Em { y {w —-w) — g {;o' — »)}== - Xm t w' w ) . t ■! i, 


G. 


-Mi = — m) ~ a;(w'— w))== — o) . 

^1= (§89) = Mk'^{(o'~a) . 

Nach D’Alembert’s Princip (§ 86) ist ferner 

2JX. F F' = — My (co' — co) .... 

I:T+ G+ a'=Mx((D'~a)) ....** 

+ H '=0 

2J (yZ — zY) — Ga — G'a = — Emxz {p — gj) 

^ xZ/^ ^ = — Zmyz {p — co) 

:Z](xY-yX) ^M¥\co' — C3), . 

Diese sechs Grleichungen reichen zur Bestimmmig vou co' F F' 
Cr' und der Summe S -{- JS' hin. ^ ^ ^ 

Wie man sieht, ist es bei der Bildung der Bewegungsgleichungen 
lur ein specielles Problem wiclitig, die oben erwalinten drei Verein- 
faclimigen zu beacbten. 


■ (5), 

■ ( 6 ). 

(ly, 

( 2 )', 

(3) '. 

(4) ', 

( 5 ) '; 

( 6 ) '. 


§ 114. Analyse der erhalteiien Resultate. Daraus; dass die Kr^e 
und der Drnck in den statischen und dynamiscLen Grleicbungen in 
linearer Poi-m auftreten, foigt, dass man die Componenten aller aus ver- 
schiedenen XJrsachen entstandenen Druckkrafte dadurck erbalten kann, 
dasH man die jedem einzelnen Druck zukommenden Componenten addirt. 
Die Druckkrafte der Axe auf den Korper kann man daber als die Re- 
Hultanteii zweier Gruppen von Druckkraften anseben: (1) der statiscben, 
die den gegebenen Kraften Xj Yj Z etc. das Gleicbgewicbt balten und 
(iJ) der Druckkrafte, die den Effectivkraften mcPx/dt^^ md^yldf etc. 
gleicbwertiiig sind. 

Die Resultante des statiscben Drucks kann man aus den ersten 
fiirif Gleichungen ermitteln, indem man ibre recbten Seiten gleicb Null 
Hotzt. Diese Gleicbungen andern sick nicbt, wenn man die gegebenen 
Krilfto parallel zu sicb selbst verlegt und an Punkten der Axe an- 
greifen lasst, vorausgesetzt, dass man die Kraftepaare, wie sonst aucb, 
einftlhrt. Man kann dann das Paar, dessen Axe Oz ist xmd welcbes 
imr in Gl. (6)' auftritt, bei Seite lassen und den statiscben Druck auf 
die Axe durch Zusammensetzung der tibrigen verlegten Krafte er- 
initteln, Wenn z. B. die einzige am Korper angreifende gegebene Kraft 
die Sell were ist und die Aufbangungsaxe horizontal liegt, so ist der 
statische Druck auf die Axe eine verticale, dem Gewiebt des Korpers 
gleicbe Kraft, die an dem Fusspunkt des von dem Scbwerpunkt auf 
die Aufliangungsaxe gefallten Lotbes angreift. Auf dieselbe Art kann 
mail den statiscben Druck, welcber einer auf den Korper senkreebt 
zur Axe wirkenden Stosskraft entspriebt, dadurcb finden, dass man sie 
parallel zu sicb selbst in einer zur Axe senkreebten Ebene verlegt und 
an einem Punkt der Axe angreifen lasst. 

Jst die Fotationsaxe Oz eine Hawptaxe fur einen Punht 0, so nebmen 
die durch die Effectivkrafte hervorgerufenen Druckki'afte eine einfache 

Kouth, Dynamik, I. 
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Grestalt an. Ans (4) und (5) folgt, dass = 0, — 0 ist. Die 

Effectiykrafte sind dalier den Kraften X^j 1^; die an 0 angreifen, zu- 
sammen mit einem Paar gleichwerthig. Die Krafte X^j sind 
offenbar die Coinponenten der Effectivkrafte einer in den Schwerpunkt 
gebrachten Masse Mj wahrend das Paar nnr in der sechsten Be- 
wegungsgleicbung auftritt und die Druckkrafte Fj Gr^ -F', G' nur in- 
direct dadurcb beeinflusst, dass es f andert. Es ergiht sich, dass die 
Eruckkrdfte^ tvelche an der Axe durch die Effectivhrdfte hervorgerufen 
werden, einer einselnen Kraft gleichwerthig sind, toelche am HanptpmU 0 
der Umdrehungsaxe angreift und derEesuUanten derEffectivhrdfte der ganmi 
im ScJiwerpunM vereinigten und sick mit ihm letvegenden Masse gleichlcommt 
Bezeicbnet man das Loth, vom Schwerpunkt auf die Axe mit r^ so sind 
die Componenten dieses DrUcks in. der Richtung von r und senkrecht 
zu der r und die Axe enthaltenden Ebene — cj^Mr bez. fMT\ Sind 
es Stosskrafte^ die wirken, so gelten dieselben BemerkungeU; nur dass 
die einzige Druckcomponente jetzt fMr ist, worin f filr co' — oj steht. 

Es ergibt sich mithin, dass bei der Rotation eines schweren .Ebrpers 
nm eine feste horizontale Axe, die einen Hauptpunkt 0 hat, der Dmck 
der Axe auf den Korper zwei Kraften aquivalent ist. Die eine ist dem 
Gewicht gleich und entgegengesetzt und greift an der Projection des 
Schwerpunkts auf die Axe an; die andere ist der Effectivki-aft . an dem 
Schwerpunkt gleich und greift an dem Hauptpunkt an. 

Wenn die Aufhangungsaxe einer Hauptaxe des Schwerpmikts . ^ 
parallel ist, so hat die Axe, wie wir aus § 49 wissen, einen... Haupt- — 
punkt, der mit der Projection des Schwerpunkts zusammenfalft.' Ist in 
diesem Fall die Aufhangungsaxe horizontal, so greifen beide Druck- . 
krafte, der von der Schwere und der von den Effectivkraften herrulireijde r 
Druck, an demselben Punkt an und kommen einer einzelnen Kraft gleich. 

Wenn der rotirende Korper eine Lamelle ist und die Axe Oi 2 in 
ihrer Ebene liegfc, so sind die Effectivkrafte eines Eleinentes oUj im 
Abstand x von 0^, — mco^x und mfx^ da x der Radius des von clem 
Element beschriebenen Kreises ist. Wie aus den Elementeu der Hydro- 
statik bekannt ist und auch aus § 47 folgt, sind die Iies%iltanien dieser 
heiden Gruppen paralleler Krafte gleich — he^. Mfx imd greifen 

beide an dem JDruclccentrum der Fldche an^ wenn man die Aufhangungs- 
axe als in der Oberflache der Fliissigkeit liegend ansieht. Die Lage des 
Druckcentrums ist bekannt, sobald man die Punkte bestimmt hat, deren 
Tragheitsmoment gleich dem der Flache ist (§ 47). Alsdann greift der 
Druck an der Aufhangungsaxe, der von den Effectivkraften herriilirt, an 
der Projection des Druckcentrums auf die Axe an. 

§ 115. Beisp. 1. Eire schwerer Korper kann sich frei urn eine horizontale 
Axe Oz drehen, welche fiir 0 eine Hauptaxe ist. Er bewegt sich vom Zustand 
der Kuhe aus, in welchem die durch den Schwerpunkt G gehende Ebene GOz 
hoxhzontal ist. Man zeige, dass der von den Effectivkraften allein lierruhreiide 
Druck mit der Ebene GOz einen Winkel macht, dessen Tangente der halben 


BciH]). 2. Bi‘r Qiuiilnini innv.H Kridflca vom Radius a kann sich frei urn eiuen 
tier Kadiiui, vun ddui^u •‘r l)<*|rn‘nzi, ^ird, ala fcste Axe drelien. Man zeige, dass 
dor Druok aut’ ilio Axi* zwo.i Druckkrllften gloicliwerfchig ist, von denen die eine 
dom (>owi«di(, d«‘r iiumtdlo gltno.hkomnit und an einem Punkt des festen Radius, 
dor d(‘u Absluiid A a j:\7t vuiu (Joutnim }uit, angreift, walirend die andere an einem 
Pimki wirki, dor tlioson IbuliuH im YorhilliniaB von H : 5 tlieilt. 

JjoiHp. :i Kiiio i011ipHoniaiij(dl(‘ kann aicli frei um die Gerade dreben, welcbe 
dio Kndpunkii* A, B dor iraujd.durclimessor verkindet und dieae Axe ist in 
oiuor vortioalon Lagi* botostigt. Dio Lamelle wird mit einer solchen Winkel- 
goHoh\vimligk»‘it. u) in H»‘\vogung gosotzi, dass (a® — h'^) = Agya^ + ist. Man 

l)o\voiH«‘, dass tlio Dniokkrilflo. auT die Axe einer einzelnen Kraft gleiclivrertliig 
sind, woloiio an «lom d(*H Lothes von deni Centrum auf die Axe am 

groifi. Mush duM Kudo A odm’ B am hdelisten liegen? 

HidHjo 4. Kino inuiiollt* kann sic.b IVid um eine Axe 0^ in ihrer Ebene als 

foKtr* Axo lun-niudrolion. Sio wird von eimmi Sclilag i* an irgend einem ihrer 

Punklo A in idnor zn iln* Honkn‘(ihi.i‘n RicJitung getrolien. Man zeige, dass der 
HialiHolio Drin’k auf dio Axi* oimuu Hehlag P gleich ist, der auf B wirkt, wenn 

AB Honkro(’h< zn (h ikI. Man zoigi* aueh, dass der von don Effectivkraften her- 

riilin’inli' Drnok oinoni Soldag .Bx^/Jc* gleitdi int, der auf 0 in einer zu dem 
Sohlag uiif B imlgogmigoHidzlon H.ielitung wirkt. .Dabei ist der Coordinatenanfang 
(j dor Ilanpt pniikl. <bT Axo, nn<l J <lie Abstiliub^ des Scliwerpmikts und des 
ibinkitoi A vt)n a, und M h- diin 'rrilghoitiHinumeni fur Oc. Unter welcber Be- 
dingting i-t ilor Drnok aid’ <lio Axo oinmu lv.riU’L(‘-|)aar gleicbv 


Doisj). i>. I'ijjo* droiiM’kigo Lanndli' A B(J Hokwingt um die Boite AB ala 

h<»n/.nn(alo Axo Man zidgn*, diiHtt <li(' liilng(‘ don gieidi wortliigen Pendels -r-. 

AB 

is(, unior /, don l-’liioliouinlndt vm’Hlandmi. WinnultMd^lidqmnktGplbtzlich angehalten 
winl, zu liowoijion, dass dii’ Sl.oHHdriie.kkriU’to. hoi A. und B cinander gleich sind. 

Doisp. i>. Knir Thiir is( 'mKlvIst zwein Amjelu an einer festen Axe auf- 
ijeliiUKft, (hr mit dt r Vvrtinitvu den Winkel a inacliL Man finde die Beioegung und 
den Ururk nnf dir Angtin. 

Da dio hsilo Axo olfonhar idm* Jlanjii.axi^ f\ir ihron Mittolpunkt ist, so 
wahh'ii uir dios.oii zuni ( '(Minlinal.ouanfang. Zur a;^;-Ebono nebmen wir die Ebene, 
wololir in dom holraohhdtm Momonl. don Boliwerpunkt dor Thur entlilllt. 

Dir rinzigo Kral'l, dio auf dio M'hiir wirkt, ist di(‘, Behwore, von der wir an- 
noiuiirn wiillon, sio groil’o am ScdiworjMinkt an. Ziiorst siicbon wir ilire Com- 
pononton jiarallol zu <lon Axon. Uio. Dlamo der 
'J’hiir maoho mil. drr vortioalon durrli dio Anf- 
liiingung si H,o gob'gtrn IxImmio «lon Winkol (p. /iidit 
man do* ixlnMio , OA sn, dasH ibro Spur OAT in dor 
Ehoiio .1' ( > 1/ «li*n Winkol tp mil. dor ;r-Axo iiuU/lit, 
isl, tlii's dii* dnroli dit* Axo gohondo Vo.rticaI- 
c'.Im'Uo '/AAil uiaii dann /'M* in diomu* I'lbmio^ dm- 
arl, das.-^ ,;Ol’ u isi, s.n slold, OV vortical. Die 
( !tmi]innoid on dor Soliworo sind dalim* 

A //siiKM-n . r/. , y . /y sin n rtiiwp , 

Z tj oos li . 

Da dio ('tmipniionhui dor lOll’octivkrafte die- 
Holhon Hind, als vvilro dio gau/a* MaHse im Bcbwerpuukt vereiiiigt, so erbalt man 

dio socliH Howogungsgloiidmngon 
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Mi} ill I, ’i ? \\ 
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Inf t*jj:rirt iiuin <if‘ » *!« > Ijiiu.’. *'■ v -:;4 

r » ‘J»; '.ii ». • / ’ / 


Kinmif m;in un, *ii»* 'Ilsur «'i -lu ■. . .u ..i-u ilmm 

init «l**r Vf*i'tii'ul»'l»«-n«' h In- »i» u U uik* j, , ».i ss; uUu 

/ ^fi)^ \l u ^ '..u i: ‘ ' n r i 

/ .n. ^ 

Ihiri'li Sul»‘<,tituf jmu li*- « i \u -u .--»,> .i; » * ;-. :. ■ t, - ■■ lyitu 

K F\ (r\ fl 


Ilii. Ityiiaiiii'^clit* luul ^riMiiiu-triHcli** 

IIUlHdrir. 

u' iiiau 

sii'hf, hruig3‘U diu ii in d*-!: 

n 1 . 

I'l ’ » .. 1- 

(Irr (<r 

stall «it‘s KnrjuM's, a}iid*‘ra Ilia u.s. *• u, 

n T: 

* ,* '.sd 

i » mt juu\ 

mfun«‘lifi'U ah. Wir la’iiuiru d da ? d* s 

K..- 

! * ‘ d.a^ ?i 1 

•ao-ad rilirji 

aiidi-ni ijjlidrliaii sMumant-, ri .rt/m. .i* r 

Uti '• 1 

* - . * . a 

.*ys hu'dali 


(‘iifspriflit. 

Wir \vi‘rti»*ii dinlun-ji ..n ni •it'js i!.*i *:.*• * ■?!.|1,.. u hTrn 

dus ^ 111 UlU tllr i . ,> ll'< . J.. .* Jn. • iU iliUUl 

Wfiin atiuli ili‘r KfU’jH r luv * u:» i ♦[’»?, i, » :h» ;< ^ /.'-s .i ,u * J4k3’*'i-ht 

zur Aui’haiiL'nuj.t .a\»‘ ■»’r|n -t • i *' , * r ■! . ?. - LtUiuni 

wir iliii ilus’li n hrliuiid.'lit^ .si .,h *i « ' ii‘ I - .“ ,. ► , . N fui liur 

das (’s’jifr;ili*lli|»>Mjii !»»■/ •!}»' « r w*. ;* *? ' I. mMs« n 

Kr»r|u*r kaiiji luun ?///.?.-.'■/ l ‘ * •: ihr 

Krliili* lu*/.. s'llirii Kinn*- ^ i f .d fi,?t mniur 

rin, \V»‘J1M slit* Aiaidiu‘45i3u/ UK«- .iliiuii 

wirkfinif Kratt i,i u fj.i * u .i, . I Lkialf*' 

auf dir A\r liJitiu- .tilrjj I Ui .. a * -S- • l>. irtiu 

rimi lass«*n, <lir man iiaf ll d!‘ la ; 1!** », ., :v\ 

{•♦'Up I I'.iiii- ;’!> i i ‘ • .Is* 

Krrlsuu:.i (liuitl h.;l. ,, , . 

lialluri'jjtirii p.sj.JS ; ^ ;; i 

Man /rip.*, .la.. ■ .li«- ! u ;r L ^ ^ .4:^ ^ .p - \.. , *. , . 

!:in«l (itul p**lir (hr ('r..^ .- a*; S* ..... 

|{i*i^|i *J Ian phnii > .. i 

Khs'Iir ri‘|rp..|i,* A^r; jiiaU /•■n’'-. a.s i. . , ar .4 Kiall 

U«|uivalrnt ; jn.l umi h-. it,, . ,}. .>« *- . 


ri'rmani'nlf lioliilionHJixiai (g 115- -117). 
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117. IVrmfiiio!il(‘ Rotationsaxoii. Nelimen wir aii^ irgend eiii 
Piinkt 0 oineB Kurfiors, uuf (l(jn koiiiti Kratto wirla)!!; liege ini Ranm 
feni uud der K(>q)(ir retire um <‘iiie Ax(‘., die wir Oz nonnen wolleri; 
so kanii inuii danacli ant;( 0 ’ wcdclieii Bedingungeii der Kdrpor 

ge/Avuiigeii isi, stdiie H.otatioii um ditise Axe ho, als ob aio im Raum 
rtJHtluge, idrt//u.sei'/(*ii. Sind dieses Bijdiuguiigen erliillt, ho licinst die Axe 
eiiK^ peruKOtentv. Jiotdihmmxc. filr doi Vnukt 0. 

dm die Hedingimgeii '/u l)(JHi;inini(‘ji, wollen wir amiolimeii^ irgend 
eiri aiid(U’f*r Punkt A der Ax(‘ Ii(*ge ebenfalls im llauin fest. Auf die- 
selbe Art wi<.^ iu den 111, 112 hiHseu wicdi akdaiui die DruckkriLfto 
bed Aj welelie /.ur F<*Htleguiig (ku* Axe jibtliig niud, onnitteln. Sind 
sit' gbdtdi Null, so ist die Btdestigmig an A. iiberllussig imd kaiiu ent- 
fernt. wt*rden. Dtu* Krir|K*r (Tilirf. daiiii (bi*L um Oj zu rotireii, als lilge 
(is im liauin lesL 


Da keiiut gegeleunui Krilft.t' aid* den Ktirpm- wirkmi, so rilhrt der 
gair/e. Drmdv uuf di<* Ax<‘ von den Blbec.tdvknU’teu lier. Isli die Axo 
();: fflr irgtmd tdmm aid* ilir gtdegmnm Purdvl (due .Ihiujitaxo^ ho greiff; 
d(*r von dmi Dll’eidivkriiri.mr hern'ihnmde. Driudv an diesem PunkL an 
(§ II.')). Dm' Drmdv bid A kunn Iblgliidi nur <lann Null sidn, wean 
dieser Punki- inii 0 zu.siuiimennUlL Die. .Iku/hii/tfitf/cn sind daher erfillU, 
ivrnn dir Jialatlansiur ();: fVr dan fv.siluyriulm I^uvktO (dux .Udnplaxc ihL 
VVenn die Axe ():: fur kidiimi ilirm* Punkte tdne Ilau|d;axe IhIi, .so 
lilssi sitdi bevvei.seiij das.s sie keiiii* j»erniaii(!nie U.oLaiionsaxe sidn kanii. 
7ai diesfun Zweidv nifis.sen wir aid* die (jileie.luingeji {*1/, (b)', {())' in 
§111 znriiekgreiren. I*\ //; (T, IT .siden die Druekkriirti' bid 


(> bez. A. Dunn isl. a 

Ninind. man die iMomente um D;;, so erliall man MlPf ^ 0; dii^ 
VVinkelgeseliwindiglveil, de.s Kib'imr.s um die Op Axa ihI. daluii: eon- 
.sianL Man lindid. bdidiL, dass d^xjdti^ 

d'^p/dk' n i.Nl. Niinndi man die Monieid.o um die and y-Axo, ho 

i.si. naeli § 71 

(da dtlm {ij p ((d2J))iypj 

, , ,, / (/";A 

ra fi /;0 orJiinixp , 

F' und (d krmneii dalie.r nur dauii versidi vvinden, wenn 2:lin:cp -- () 
uud UnniP O isi., das lieisst, Op kaiin nur daiui nine [lennaiumLo 
H.oial.ionsaxe sein, wenn (‘s <dne llaiij)l,axe l*ur <len le..sleii Punkt 0 ist. 

!>i<‘ Kxii-A’U/. vnri I luupl.'iM'n wiinie znerfU. von Se^^ner iu Heinein Werk S'}}rr.iwni 
Tln nritii- diirhi)ium HUe, I {tUI in^u-u , irsl l‘!r ve.rro(|^l.(‘ hei s(‘ini‘n Uuter- 
fuitdeuin»‘e ilfu nm^'i'Kflufcn Wc^, <lrn wir hiei' ein^eHclihirn'ii luilten. lOiuc ,I lauptiixc 

«N‘iiMiri i*r ;il;i riie* .- nlrln*, »lii* (Inrcli die Itol.atiuu eiiies Kin-|)(*j>} jiui nie 

i'ufid tdiendiui KriUlt* */,u i'nid»*rn tnudien nnd k'ii.ei, auH dieser (tyiiiimiHchim 

liidifiilinn dii* ^^rMmndriseheii I'kp'iiscliidlf'U di<*Her Axeii ;d». Mau selie Prof’. Gay- 
ley's derii'ht- an die Hrijinh AsHf>ri;Llion ea thr spacidl prohli’ni^ o/' dynmnicH, 1802 
untl doKHUf , llistdirc dvs Mathiimaidiuc.adWnni' 1HI)2; fleul.tsdi vuii II. Tli. Runnier, 
Ilandmrf^, isiM. 



§ 118. Auf eifien vyi Ruhe hefindlicJiefi JSjOTpcT^ von dem ein Runlet 
0 im Raum fesUiegt, wwkt ein Stosslcrdftepaar ; man soil die Anfangs- 
rotationsaxe finden. 

Oz sei die Anfangsaxe. Wie fruher wollen wir annehmen, die 
Axe sei Boch. an eiiieni andern Punkt A befestigt^ fur welclieii dauu 
die Druckkrafte gleicb Null zu setzen sind. Sind Lj ikf, ISf die Com- 
poneuten des Paares urn die Axe, so lautet die Gleicbung fur die Ebene 


des Paares 




( 1 ). 


u\ Vy w seien ferner die Anfangsgescbwindigkeiten eines Elements 
des Korpers, dessen Coordinaten Xy ijy 0 sind und (»' die Anfangswinkel- 
geschwindigkeit des Korpers. Genau wie in § 112 ist dann it — yco , 
V = xc 3 \ Die Momente urn die x-y 0 -Axen liefern die Gleicliungen 


L — &a == Zm {ytv — 0v') = — Zmx0 • co' 
M + F\d = Sm{0ii — xw) = — Smy0 • cd 


F'y G' sind bier, wie fruher, die Componenten des Drucks bei ^ uiid 
OA == d, Setzt man F' =0, 6r'= 0, so geben die Gleicliungen die 
Paare an, die auf den Korper wirken mussen, um eine Rotation um 
O 0 liervorzubringen. Substituirt man alsdann die Worfche von Ly My N 
in GL (1), so lautet die Gleicbung flir die Ebene des Paares: 

— Zmx0 • I — Fmy0 ♦ tj + • 5 = G . . . (2) . 


Denkt man sicb ferner das Tragbeitsellipsoid flir den festen Punkt 0 
construirt, dessen Gleicbung 

+ Bri^ + + 2D7^e - - 2F^ri = K 


sei, so bat man fur die der S;-Axe conjugirte Diametralebene die Gleicbung 
-JSg-^i)^ + (7& = 0 (3), 

welcbe, mit (2) verglicben, zeigt, dass die Ebene des resultirenden 
Paares die der Umdrebungsaxe conjugirte Diametralebene sein muss. 

WirU also auf eineDi Korper y der sich in Ruhe befmdet und von 
ivelchem ein Runlet festliegty ein Krdftepaary so heginnt er um die der 
Ebene des Raares conjugirte JDiamet/rallinie he 0 . des Trdglieitsellipsoids 
filr den festen Runlet 0 u rotiren. 

Mitbin beginnt ein Korper nur dann um eine auf der Ebene des 
Paares senkreebte Gerade zu rotiren, wenn die Ebene des Paares einer 
Hauptebene des Korpers filr den festen Punkt parallel ist. 


§119.^ Beisp. 1. Ein Korper befinde sich im Zustand cler Ruhe, einer seiner 
Punkte 0 liege fest und auf den Korper wirke irgend ein Kraftepaar, dessen Axe 
ein Radiusvector OF des reciproken Tragheitsellipsoids fur 0 ist. Dor Koii^er 
beginnt sich um ein von 0 auf die Benlhrungsebene in P gefillltcs Lotb zu 
drehen. 


Der Mittelpnnkt des Stosses (§ 118 — 120). 
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wirkt in einer F1 ->pt>p a! n* Ellipsoid, dessen Centrum festliegt, 

7? “ “®’.‘^®i;®”;„®'’-«lit’“gscosinusse, auf die Hauptdurclmesser be- 

' g ) > , ■») fiin , ein Ki-aftepaar. Man beweise, dass die Eichtungscosinnsse 

der Anfangsrotationsaxe - ^ j.- i • , 

^ c* ’ > a8 _}. 11 proportional sind. 

f , Tr-agheitseUipsoid eines Kdipers fiii- einen 

fostlicgcnden Piinkt einen ebenen Scbnitt, so kann man den KSiper urn pinen der 
I aiiptc urclimesser dieses Scbnittes rotiren lassen, wenn man ein Paar von der 
1 >ii^en GrosBC anbiingt, dessen Axe der andere Hauptdnrchmesser ist. 

, cler Korper drehe sicb gleicbnassig um die s-Axe, 

BO Bind die laare, welohe auf den Xorper wirken mussen, urn diese Bewegung 
hervorzubringen, L co^:Smyz, Af == - 0 . Nimmt man nu^ die 

Axi\ RD an, dass wird, so ergibt sich, dass die Axe des Paares die 

I'fi-Axo. sein mussj seine Grrbsse ist L=^(o^Sviyz. 


Beisp. 4. Man liissb einen Koiper, von -welcbem ein Punkt 0 iin Kaum fest- 
liegt, dadui’cli, dass man das geeignete Paar anbringt, um irgend eine gegebene 
(teracle rotiren. Die Lage der Botationsaxe, fur welche die Grdsse des Paares ein 
Maximum ist, liat man die Axe des Maximahnoments genannt. Man zeige, dass 
f‘B secliB Holche Axen giebt, von denen zwei in jeder Hauptebene liegen tmd je 
zw(‘i di(‘. Winked zwischen den Hauptaxen in der Ebene halbiren, in welcher sie 
Hf'gen. 

Bind die Hauptaixcn des Korpers fur den festliegenden Punkt die Bezugs- 
axo.n, (/j Wi n) die lliclitungscosinusse der Botationsaxe , ja, i^) die der Axe des 
Paares Tr, so ist nacb der letzten Aufgabe und den Beispielen 2 und 3 in § 18 


X fl 7^ 

( "" (A~JB) Im 
(P (A B)HV + (J5 --- Cym^n^ + {C—AynH\ 

(r mriHH nun zu einem Maximum gemacht werden, indem man (2, w, %) 
variiiMm lilsHi, ; ziigleich sind (Z, m, n) an die Bedingung gebunden, dass 
i.sl.. I)i(% Lag(i dicHcr Axen wurde zuerst von Walton in dem QiiaHerhj Journal 
of MathonatioHj 1B65, untersucht. 


§ 120. Der Mittelpunkt des Stosses. Wenn die festliegende Axe 
gtigobon iei; und der Korper so getroffen werden kann, dass kein Stoss- 
(Irudc auf die Axe entstelit, so heisst jeder Punkt in der Ricktungs- 
liuio der Kraft ein MittelpunM des Stosses. 

Wenn die Rielitung des Stosses gegeben ist, so wollen wir die 
Axe, um welclie der Korper zu rotiren beginnt, die Axe der spontanen 
liotdtioH noiinen. Sie fallt offenbar mit der Lage der festen Axe in 
dem vorigen Fall zusammen. 

Zuerst woUen wir die ebene Bewegung betrachten. Man denke 
sicli eine Lamelle, die sick im Zustand der Ruke befindet und an einem 
i:’unkt (J mit dem Schwerpunkt G vertical unter C kangt. Sie werde 
von einem horizontalen Stoss Y getroffen, der in der Ebene der La- 
melle wirken und an einem Punkt A in der Verlangerung von CG ein- 
greifeu mbge. Sind nun (7A = a; F und G die Stossreactionen an 
don festen Punkt C; co' die Winkelgescbwindigkeit des Korpers um G 
gerade nack dem Stoss Y, so erkalt man die Bewegungsgleickungen, 
genau wie in § 110 
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Kapitpl III. uin I'ini* Ax*‘. 


, Va t t 1’ { 

fto) -= , 

Wenn der Druck (r auf deii i'fHtli(‘f'(‘n<li*n 
erlmlt man durcli Elimination von Y 


(t . /•', 

I’unkt viTSflnviinltd, 


■HU 


It-^ — nil ] 

das lieisst alsO; wie aUH § 92 harvuri^tdit, (lass A <lus Si’hwia^mi^'^ 
centrum des Kdrpcrs sein muss. Das Srlurim/ioif/si’f isi dahir tm 

Mittelpunkt des Stosses, 


Auf^. Bin Kiirjier ist iin St(nult\ suV/t frvi urn t inr f't stiirfjt mtr *t.rr zh tirthr n 
Man soil die Bedmgunffcn angclteUf untrr urh'hi n f in (\ ntrum drs v rtivht.md^r, 
ist und seine Lage hcMinwinL 

Din Ax(‘ B(‘i di(‘ r-Ax<*; din .rr-Kl^'iin «!urnli drrt Srhn« do- 

iCuriM'rs; X, F, Z Kdrm (Ii<‘ roinpnntaitt'ii <1‘T •'^(n.wskran nnil ^ dir ('in^rd- 

nat<‘n (‘int'K Pnnkid'K luif ilin*r AnImnHrit'hhuii,*'; J/A'" «Ihn ’rnlj^dirjfHniuiiirul 
ICoi'pers iVir (lit* f(*Hk* Axt*. IVir hulmn mni dm DnirK auf di«‘ A%<' ‘/»i rnaitt* 
dnnKrdlinn ^^dnicli Null y.n «(‘fzt'ii und rrhulfnii auf dir^r Arl da* Urdiia^uu^^ ii ! 
din KxiHtnnz t*iiu*s {‘»*nirnms dnn S(rHSf<. ha da \ rrl’alitm uu \V<- h« r » n 

duKHtdlx* is!., win. in § Il.'J innl ^HT, s(t wird i-s nirijl UMflii!.: rju, tia- -rlhr Srirt m 
fiir Snhriii zn wind(*rh(dnn. Snf/t ntuii g it iiud l.n^d djr '•f i*<*^drut kkhsH*' d 
di(^ Ax(? wn^% da sit* iiiinh tlrr VnrauHsntzuiij.^ tlrr Null ^rlrn hirmri/f v»mh’u *d!> n, 
HO laiiinn dit* snnhs B(*wnj^nin#4:H^dnit'}mu|j:»*n fj n« 


: 0, 

)• 

M.t' u)’ (•>' , X 


1 

n/. 


(fe/ u)} Ahu.i'.: 



.t-v 

^y- 

(<»/ uij^zvigr 



6i' 

',X 

Mf/ rnj A/A ^ j 




Aus dit'snn (|]t‘inluini.'(*n lasstui sirli di** tdl^^rndru Urdiui/tiULfru ald^if' ii 
L Aus(l)iHl, nrHinlillinli, class A’ 0, X (» n f ; do- Kaalf iihi ■ dair* i • n.. 
r(*nid. zur Khniit* wirknn, uflnlic tlii* A\c‘ uttd d*'U Sfhv^ ri |.urdJ • ntk.dt 

II. Suljsliiuirf. uuui aus tlj in clir jtfid«*n ri- fm (ili'u ijunr* ri \> n •» - i 

B VI n 

hilH. man Xm?/- - <Mtud J ^ ‘ ' Da utan d» !i c 'MMiduia?-u.iu! an ^ : 

/!/ .n 

auf d(‘r Uoliilicuisaxt* aiini‘hmnn kann, :•» ijia;f m •♦. u.hjf d ?. 

Binxz - (> isl.. Dii‘ .;’^A.\i* nnihs «lahrr »*iin‘ ll;nijita\c‘ i\n d* u (‘lud.f «-i 4 . • 

wnl<di(‘ia (‘inn diindi dit* Hicldun^r- Unit* dt* •: Sfi. : r . ukif .'hf ,nu \ -i, 

Dltnnt* dit‘ Axi‘ stdinnidfi, /*V giht alsu aur tlnvu nn (\itfrHm d^K 
die Aavi fiir irgvntl einen tinf ihr Urgnub n Pnvfrt t u^r Unn}>in.i r i%f 

ill. SidiHldaiiri, man aus (h in die Irfzt** (dtM.inui;'' \cui di . m v.nd ^ 

Naoh ^ 02 ItnsUmml. di(‘Sc (dnifltuuj^ da-; Sfliwinuniu;/ I ' Ulnnn d.* K.u|,. r n*. ■ 

fnsh^ Axt*, w(‘nn man tdn als Vuriianrimf'.-axc* ludiandrh Dalin nai d. s . iri 
mddn A)»KUnd zwisn.linii der l{inhtunM:HUuif dt-s She . ., • mid ilm 1* !- n \ d..- 
Alistand (Ins Snhwinj^un^^scimtnims vttu di-r Ax.‘ : .-m 

IhI. (lit* Instn Axt* nintu- Hiiu|dux(‘ fur dtui Stdnvc'rpmdd juu-dl. 1, ;»* h? 

K'.indd.unfr di-'s StoHsns (lurch das Stdiwini^un^^snnnf rum 

Bnis]). 1. Kint* KmiHlaumlln ruhl auf fiimm jjrluf(»-n liMri/.uifah'ii d i . h; %mo 
mns'a sit* |,n‘iromm werdnn, damii, sin sich urn rinnn 1‘unkf ihivr l*rn|dn n- /- 
(Irnht.'n anlVin^lV liiidilung tins Slnssns muss drn zu ihr <« nkr»*f ld*‘n Duri It 
mCBHor im VcrhlllLnisH 3 : 1 Uudlmi. 


■tr, w “■ ^ V- l^estelit aus einer Kugel (Radius a, Masse M), die an 

dem Ende emer diinnen Stange (Lange b, Masse to) befestigt ist. Wo muss es 
bei jeder Scb\™guug gestossen -werden, wenn der Stutzpunkt durcb Stossdruck- 
krafte nicM abgenutzt werden soil? Der Punkt liegt in einem Abstand I Tom 
Stutxpunkt, welclier sick aus 


ergibt. 


[M(a + h) +-iTO6]z = i|f j^|a2 4.(a + &)*j4.i 


■inb^ 


§ 121. Das feallistisclie Peadel. Ftir die BaUistik ist die Be- 
stimmtiiig der Geschwindigkeit^ mit welclier die Kugel den Lauf ver- 
Icisst, von der grossten Wiclitigkeit, Man erlialt dadurcli eine voll- 
kommene Broke auf die Riclitigkeit der Vorstellungen^ die man sicli von 
cler Bewegung der Kugel im Laufe glaubt machen zu mtissen und 
kann so durch den VersucL selbst feststellen^ welcbe Wirkung eine 
Aenderung der Lange des Laufes^ der Pulverladimg oder des Grewicbts 
der Kugel hat. Aus der Bestimmung der Greschwindigkeit einer Kugel 
in verschiedenen Entfernungen von dem Greschiitz lassen sich ferner 
die Gesetze ableiten, denen der Widerstand der Luft unterliegt. 

Es waren dies die Zwecke, die Robins mit der Erfindung des 
l)allistiBchen JPoidels (etwa 1743) verfolgte. Vor seiner Zeit hatte man 
Jiitr geringe Fortscliritte- in der Theorie der Bewegung der Geschosse 
gemaclit. Seine New Principles of Gunnery wurden von Euler in’s 
Deutsche iibersetzt und mit einem ausfuhiiichen Commentar versehen. 
Euler’s Work wurde dann 1784 wieder in’s Englische iibersetzt. 
Rol) ill’s Versuche wurden mit Gewehrkugeln von ungefahr 28 Gramm 
Gewiclit angestellt und spater wahrend mehrerer Jahre von Dr. Hutton 
1778 fortgesetzt, der Kanonenkugeln von einem halben bis etwa andert- 
lialb Kilogramm Schwere benutzte. 

15s gibt zwei Arten, das ballistische Pendel anzuwenden, die beide 
von Robins gebraucht wurden. Bei der ersten wird das Geschiitz an 
ein sehr schweres Pendel befestigt; wird es abgefeuert^ so veranlasst 
der Haickstoss das Pendel, sich um seine Axe zu drehen und einen 
Bogon zu beschreiben, der gemessen werden kann. Die Geschwindig- 
koit der Kugel liisst sich dann aus der Grosse des Bogens ableiten. 
Bei dor zweiten Methode wird die Kugel auf ein schweres Pendel ab- 
gefeuert. Die Geschwindigkeit des Geschosses selbst ist zu gross, als 
class man sie direct messen konnte; dagegen kann man die dem Pendel 
mitgetheilte Winkelgeschwindigkeit durch Yergrosserung seiner Masse 
so klein machen, wie man nur will. Wird dann der Schwingungsbogen ge- 
raessen, so Jindet man die Geschossgeschwindigkeit durch Rechnung. 

Die Anfangsgeschwindigkeit kleiner Kugeln kann man auch durch 
den fblgenden sinnreichen Apparat feststellen. Man befestigt zwei 
kreisfbrmige Papierscheiben senkrecht zu der geraden Linie, die ihre 
Mittelpunkte verbindet und lasst sie um diese Gerade mit grosser und 
bekannter lYinkelgeschwindigkeit rotiren. Statt zweier Scheiben kann 
man auch einen Papiercyiinder benutzen. Wird nun die Kugel durch 


wenigstoBS zwei der rotirenden Flacten geschossen^ so kanii maji ilire 
Greschwmdigkeit bereclmen^ indem man die Lage der beiden kleinen 
Ldcber^ welche durch die Kugel gemacbt warden , beobacbtet. Es ist 
dies eine urspriinglich italieniscbe Erfindung. Sie wurde im Anfang 
dieses Jabrliunderts von Olinthus Gregory verbessert nnd benutzt. 

Heutigen Tages wird der electriscbe Telegraph benutzt, um den 
Moment zu bestimmen, in welchem eine Kugel jeden einzelnen von 
hintereinander aufgestellten Schirmen durchbohrt. Die Kugel zerreisst 
einen feinen fiber den Schirm gespannten Draht und unterbricht so 
einen electrischen Strom. Dies veranlasst dann ein besonders zu diesem 
Zweck hergestelltes Instrument, die Zeit des Durchganges aufzuzeichnen. 
Dadurch, dass man verschiedene Schirme aufstellt, kann man die Ge- 
schwindigkeit der Kugel an verschiedenen Punkten ihrer Bahn finden. 

Das baUistische Pendel ist jetzt mehr von theoretischer und 
historischer als praktischer Bedeutung, Die beiden jetzt hauptsachlich 
zu Beobachtungen fiber die Geschwindigkeit von Kugeln benutzten 
Instrumente sind der von Bashford erfundene und von der englischen 
Regierung gebrauchte und der von dem belgischen Artilleriemajor 
Le Boulenge construirte Chronograph. 

§ 122. Ein GeweJir wird in horwntaler Lage an einen grosse^i 
EolMock lefestigty der sich frei um eine ’horizontale Axe drelien Icann, 
Wird der Schuss dbgefeuert, so veranlasst der Euclzstoss das Pendel, sich 
um seine Axe m drelien, his es durch die Wirlmng der Schwere mr 
Buhe Icommt Ein Streifen Leinwand ist an das Pendel hefestigt und 
wird von einer Bolle ivdhrend der Buclmdrtsbeivegung des Pendels ah- 
gezogen und dient so mm Messen des Bilcldaufwinlcels, Man soli die Ge- 
sclmindiglceit der Kugel finden. 

Die Anfangsgeschwindigkeit der Kugel ist um so viel grosser als 
die des Pendels, dass man annehmen kann, die Kugel habe den Lauf 
verlassen, ehe das Pendel sich merklich aus seiner Anfangslage entfernt 
hat. Die anfangliche Bewegungsgrosse der Kugel kann man als Mass 
des dem Pendel gegebenen Stosses betrachten. 

/^ sei der Abstand des Schwerpunktes von der Aufhangungsaxe, 
f der Abstand der Axe des Gewehrs von der Aufhangungsaxe, c der 
Abstand der Aufhangungsaxe von dem Befestigungspunkt des Lein- 
wandstreifens, m die Masse der Kugel, M die des Pendels und des Ge- 
wehrs zusammen, n das Verhaltniss von M zu m, h die Sehne des 
Rficklaufbogens, welche durch die Leinwand gemessen wird, Jc der Trag- 
heitsradius des Gewehrs und Pendels ffir die Aufhangungsaxe und v 
die Anfangsgeschwindigkeit der KugeL 

Die Explosion des Pulvers erzeugt gleiche Stosswirkungen auf die 
Kugel und auf das Gewehr und da die Anfangsgeschwindigkeit der 
Kugel V ist, so wird diese Wirkung durch mv gemessen. Die durch 
den Stoss hervorgerufene Anfangswinkelgeschwindigkeit des Pendels ist 


nach § 89 (d mvfjM'k^, Die nun folgende Bewegung ist durcli die 
Grleichung gegeben (vergl. § 92) 

gh . 

also ist 

(sy-c+ifc»s9^ 

Da fur 0 = 0, dOjdt = co und, wenn cc den Riictlaufwinkel be- 
zeicbnet, fiir 0 = dd/dt = 0 ist, so erbalt man 2^ 7^(1 — cos a). 

Eliminirt man £o, so wird v = sin-Y^i, Die Sebne des Riick- 

laufbogens ist aber 6 = 2c sin ^ , Daber die Anfangsgescbwindigkeit 

der Kugel v — YgJi . 

Die Grosse von 7c' lasst sicb durcb Versuche ermitteln, indem man 
die Zeit einer kleinen Oscillation des Pendels mit dem Gewebr beobachtet. 

1st T die halbe Zeit, so erbalt man T — (§97). 

Diese Formel bat Poisson in dem zweiten Band seiner Mecbanik 
aufgestellt. In dem Philosophical Magamne^ Juni 1854, findet man 
oinen Bericbt ilber Versucbe, die Dr. S. Haugbton angestellt bat, 
aus welcben mit Hiilfe dieser Formel die Anfangsgescbwindigkeiten von 
Gowelirkugoln berecbnet wurden. 

§ 128. Die Formel clarf man jcclocb nur als eine erste Annalierung be- 
t,rsicht(ni, denn der RiicMatif, den das entziinclete Pulver allein veranlasst, wird dabei 
vexuacldiisHigt. Um ibm Rechnimg zu tragen, nabm Hutton an, dass die 
Wiikung einer gegebenen Pulveiiadimg auf den Rucklauf des Gescbiitzes dieselbe 
mit wi(\ ohne Kugel sei. p sei die unbekannte durcli das Pulver in jedem der 
bei<l(ui Fillbi erzeugte Bewegungsgrosse. Dadurch, dass er bei gleicber Ladung 
den VerHucli ziicrst. mit und dami oline Kugel maebte und bez. p statt 

mv bei den beiden Versueben setzte, war er im Stande, p zu eliminii-en und den 
■W(U-tli von V abzuleiten. Bei grossen Pulverladungen stinunten die so erbaltenen 
’Resultabe niebt hinrcichend mit denen uberein, die man durcb das Abschiessen 
einer Kugel in cin Pendel erbalt (§ 124). Die Annahme wurde daber dm*cb die 
VerHUche nicht veils tlindig bestatigt und weitere Correct] onen waren notbig. 

§ 124. ]^in Gcsdiiltz loird einem schioeren Pendel gegenuhergestelUf toelelies sicli 
frci uni cine liorizontale A.xe drehen Icann. Die Kugel tvifft das Pendel in 
JiorizontoleT Piclitung^f dringt eine Izume Streelce in das JSolz ein und ertlieilt dem 
Pendel eine Dewegungsgrosse. Wenn die Sehne des JBogens %me zuvor durcli einen 
JjeinuHtndstrcifen genicssen wird, wie findet wan die Geschwindiglceit der Kugel? 

Die Zeit, welcbe die Kugel gebrauebt, um in das Holz einzudringen, ist so 
Inirz, dass man annebmen kann, sie sei verstricben, ebe das Pendel sicb merkbar 
auH seiner Anfangslage entfemt bat. 

i sei der Abstand der Kugel von der Aufbangungsaxe in dem Moment, in 
welchem ibr Eindringen in das Pendel aufbort; j der senkreebte Abstand z'wiscben 
der Axe und der Bewegungsrichtung der Kugel; p der Winkel, den die Lange j 
mit der durcb i dargestellten L§>nge maebt, so dass also cos (3 ist. Bebalten 
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wir dieselbe Bezeichnung wie fruher bei, so ist in dem Angenblick, in welcbem 
der Zusammenstoss der beiden Korper beendet ist, 

mvi cos /? = (MJc^ -f" vii^) co 
nnd auf dieselbe Weise, wie zuvor, findet man 

(Mk'^ 4- == 2 (1 *- cos a) + 2mcji [cos j3 — cos (oj — (3)]. 

Wenn das Oewebr so nabe als moglich dem Scbwerpnnkt des Peixdels gegeniiber- 
gestellt wird, so ist nahezu und wenn das Pendel lang genug ist, der 

Winkel (3 sebr klein. Da nun ferner m im Vergleich mit M klein ist, so kanu 
man als Annaberung i = 7i und /3:=0 in den Gliedern der Gleicbimg setzen, die 
VI als Factor entbalten und findet so 

M 4- m hli _ /-7 
V rygl, 

unter I den Abstand des Schwingungsmittelpunkts des Pendcls und der Kugel von 
der Aufbangungsaxe verstanden. 

Das Unbequeme bei diesem Verfabren im Vergleicb mit dem vorigen liegt 
darin, dass die Kugeln vabrend einer ganzen Reibe von Versucben .in dem 
Pendel sitzen bleiben. Das Gewicbt, die Lage des Schwerpunkts und Scbwingungs- 
centrums andern sicb mit dem Einschlagen einer jeden neuen Kugel in das IIolz. 
Aucb werden die Aenderungen, welcbe in dem Pendel selbst bei jedem Scbuss 
vor sich geben, vemacblassigt. Die Franzosen baben bei ihren Versucben in 
Metz 1839 und L’Orient 1842 eine grosse Verbesserung angebracbt. Die Holz- 
masse des engliscben Pcndels, welcbe oft crneuert werden musste, wurdo durcb 
einen permanenten recepteur ersetzt. Dieser Recipient hatte die Gestalt eines iib- 
gestumpften Kegels und war so lang, dass die Kugel niebt vollstiindig durcb den 
Sand dringen konnte, mit dem er gefiillt war. Die vordere Seite war mit einer 
diinnen Bleiplatte gescblossen, welcbe das Herausfallen des Sandes verbinderte. 
In diese Platte war eine borizontale und eine verticale Linie gerissen, deren 
Durebsebnittspunkt der Axe des Kegels entspracb. Man konnte auf diese Weise 
die wirklicbe Lage der Kugel beim Eintreten in den Recipienten leiclit Ixistimmen. 


§ 125. Beisp. 1. Man zeige, dass nacb jedem Sebuss in ein auf engliscbo 
Art construirtes balKstisches Pendel zur Aufstellung der Formel fur den niicbsten 

Sebuss h um nahezu ^{j — h) und I um ^ {j — 1) vcrgrdssert werden muss. 

Beisp. 2. Dr. Haugbton fand, dass bei constanter Ladling die Anfangs- 
gescbwindigkeit der Kugel sich umgekebrt wic die Quadratwurze]. aus der Masse 
der Kugel und in geradein Verhaltniss mit der Quadratwurzel aus der Lange des 
Laufs andert. Man beweise daraus, dass die durcb die Exxolosion des Pulvcrs 
entwickelte Kraft um die Reibung im Innem des Laufs vormindert, wahrend des 
Durcbgangs der Kugel durcb die Seele constant bleibt. 

Dr. Hutton fand, dass in glatten Laufen die Gescbwindigkeit in cinem Ver- 
baltniss zunimmt, das etwas kleiner als die Quadratwurzel, aber grosser als die 
Cubikwurzel aus der Lange des Laufs ist, 

Beisp. 3. Die Gescbwindigkeit einer Kugel beim Verlassen der Milndung 
eines 76 cm langen Gewebrs sei 306 m in der Secunde, Man zeige, dass die Zeit, 

welcbe die Kugel zum Passiren des Gewebrs braucht, efcwa ^ einer Secunde 
betragt. 

Beisp. 4. Durcb Versuebe bat man festgestellt, dass bei einem Sebuss in 
einen grossen festliegenden Holzblock, die Eindringungstiefe der Kugel in das 
Holz wenigstens fiir niebt zu grosse Gescbwindigkeiten nahezu wic das Quadrat 
der Gescbwindigkeit variirt. Man zeige, dass der dem Eindringen geleistete 



Wideratand, wenn man diese Regel gelten lasst, constant ist und dass die Zeit 
des Emdnngens dur^ das Yerhaltniss der doppelten Tiefe zn der Anfangs- 
gescliwmdigkeit der Kngel ausgedriickt wird. Bei einem von Dr. Hutton L- 
ges e eii Veisuch drang eine Kugel, die mit einer Gescliwindigkeit von 457 m in 
der Secunde akgefeuert wurde, etwa 36 cm in einen Block von gesundem, trocknem 

TJlmliolz; man zeige, dass die Eindnngungszeit einer Secunde betrug. 


11 ^ Ancinometer, Das Robinson’scbe Anemometer bestekt aus vier 

nalbkugelformigen Becbem, die an vier borizontalen um eine verticale Axe ro- 
inrenden Armen befestigt sind. Der Wind blast auf der einen Seite der Axe in 
die Hdhlungen und auf der andem gegen die convexen Elacben der Becker. Be- 
wegt sick das Anenaometer vom Zustand der Ruke aus, so di'ekt es sick inuner 
Holmeller lierum, bis das Moment der Druckkrafte des Windes dem Moment der 
Widorstandskraftc das Gleickgewicht bait, Ist V die Gesckwindigkeit des Windes, 
die der^ Mittelpunkte der Becker und 6 der Winkel zwischeu der Bewegungs- 
richtung irgend eines Bechers und der Ricktung des Windes, so ist die relative 
Gescliwindigkeit v des Centrums dieses Beckers in Bezug auf den Wind 

t>'^ = v^ — 2VvGose-j-r^ ( 1 ). 

Die Bcstiminung des Winddrucks auf die Becker ist eigentlick eine Auf- 
gabe der Hydrodynamik; eine Ldsung ist aber bis jetzt nook nickt gefunden 
word (ill. Inzwiscben kann man das Gesetz als annakernd ricktig annekmen, das 
man aus zaklreiclien Versuclien gefolgert kat, dass namlick der Widerstand, den 
ein Korper bei geradliniger Bewegung durck eine Fliissigkeit findet, dem Quadrat 
Hoinor relativen Gesckwiudigkeit proportional ist. In den versckiedenen Lagen 
dcis Anemometers kaben die Tkeile eines Bechers versekiedene relative Ge- 
Hchwiiidigkoitcm gfigen den Wind. Wir wollen daker das Moment des resultirenden 
Winddrucks um die Axe des Anemometers durck eine quadratiseke Function von 
V und V ausdriicken, z. B. 

+ + ( 2 ), 

worin a, p, y auf irgend eine nock unkekannte Art von der Lage der Becker in 
Bezng auf den Wind abhangen. 

w, p, y sind also Functionen von 0 und andern sick mit der Rotation der 
lb‘c,li(u* luu die Axe. Wir kaben jedoch die Durebseknittswirkung auf das Anemo- 
met(ir notliig. Den mittleren Wertk fur die Wegeiukeit findet man dadurck, dass 
man (2) mit dO niultiplicirt, von 0 = 0 bis 0 = integrirt und sckliesslick durck 
27 r (lividirt. Bedeutet F das mittlere Moment des Winddi'ucks um die Axe des 
AiKiinomciters, so crhillt man 

F=AV^ — 2JSVi; — C?/^ (3), 

wovin yi, B, 0 Constante sind, die von der Gestalt des Anemometers abkiingen 
und deren Vovzcicken sick auf folgende Art bestimmen lassen. Das Anfangs- 
moimnit d (‘9 Winddrucks beim Beginn der Bewegung des bisker in Ruke befind- 
liclien Aucniometcrs wird als positiv angeseken. Fangen uuu die Becker an, sick 

zu drelieu, so uimmt der Druck ab, so dass also, fui' ein kieines v, ^ negativ 

sein iimsB, woraus folgt, dass das Vorzeicken des Coefficienten von Vv in (3) 
negativ ist. Wenn sckliesslick der Wind aufkort zu blasen, wahrend die Becker 
•nocli in B(- 3 wegung sind, also fiiv F=-0, sucht der Widerstand der rukigen Luft 
die Bewegung zum Stillstand zu bringeu. Der Coefficient von v- in (3) muss 
tlahcr ebenfalls negativ sein. 

§ 127. Wenn das Anemometer seinen schliesslicken Bewegungszustand er- 
reickt liat,* so ist F dem mittleren Moment der Reibung auf den Stiitzen gleicb. 


1st das Instrument so construirt, dass die durch sein Gewiclit entstehende Eeibung 
so klein als mdglicli ist, so konnen wir diese Eeibung um so eher vernachlassigen, 
als unsre Formel nur eine Annaherung ist. Die Stiitzen des Anemometers haben 
dann nur den Seitendruck des Windes auszubalten. Wahrsclieinlich ist aber der 
grossere Theil der so entstandenen Eeibung dem Druck des Windes proportional 
und kann in Formel (3) dadurcli einbegriffen werden, dass man die Constanten 
andert. Da diese nun durch Versuclie bestimmt werden, so l^sst sich annebmen, 
alle Ki’afte, die quadratische Functionen der Gescbwindigkeiten sind, seien in dem 
Ausdruck iur 'F enthalten. 

Im Observatorium zu Greenwich wird ein in Oel auf einer konischen fest- 
liegenden Spitze rotirender hohler verticaler Zapfen als Stlitze benutzt. Eine 
Correction fur die Beibung iindet weiter nicht statt. Die Anordnung scheint von 
gutem Erfolg zu sein, da das Instrument sehr empfindlich ist und schon bei sehr 
schwachem Luftzug eine langsame Rotation zeigt. 

Setzt man jP=0, so erhalt man eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung des Yerhaltnisses von V zu v>. Ist m die so gefundene positive Wurzel 
und hat man die Geschwindigkeit des Centrums eines Bechers beobachtet, so 
findet man die Winkelgeschwindigkeit, wenn man die beobachtete Grosse einfach 
mit m multiplicirt. Wie man sieht, ist m zwar von der Geschwindigkeit des 
Windes und der Grosse des Instruments unabhangig, hangt aber von der Gestalt 
des letzteren ab. 

§ 128. Man hat i?erschiedene Versuche angestellt, uni den Zahlenwertli von 
m zu bestimmen. Bei einigen hat man das Anemometer an die iiussere Kante 
eines sich drehenden Maschinenrades befestigt. Die Axe des Anemometers be- 
wegt sich auf diese Art mit einer constanten Geschwindigkeit V, Wird derVer- 
such an einem windstillen Tag gemacht, so erlialt man die Wirkung eines Windes 
von derselben Geschwindigkeit auf ein feststehendes Anemometer. Der Werth 
von V wird dann ermittelt, indem man die Anzahl der Umdrelmngen des Ane- 
mometers im Raum zahlt. In einer im Jahr 1850 in den Irish Transactions er- 
schienenen Abhandlung gibt Dr. Robinson als den mittleren Werth des 

Yerhaltnisses an, wie er aus Experimenten dieser Art sich ergab. Dieser Werth 
von m ist allgemein adoptirt worden. 

Andere Yersuche, welche im Greenwich Park 1860 angestellt wurden, haben 
denselben Werth von m ergeben und machen die Genauigkc3it dieses Yerhaltnisses 
in sehr hohem Grad wahrsclieinlich. Siehe die Greenwich Ohservaiions y 1862. 
Weitere im Jahr 1872 mit einem Dampfcaroussel ausgefiihrte Experimente sind 
von Sir G, Stokes in den Proceedings of the Boyal Society y Mai 1881, besclirieben 
worden. 

Die Seewarte in Hamburg besitzt einen Anemometei’priifungsapijarat, auf 
dem die Anemometer in Deutschland gepriift werden. Er besteht aus einem grossen 
Arm, der sich um eine verticale Axe dreht und an dem einen Ende das zu priifende 
Anemometer, an dem andern ein Gegengewicht tragt. Man kann ihm verschiedene 
Geschwindigkeiten, den Windstarken entsprechend, geben urul dann die Touren- 
zahl des Anemometers messen. 

Eine andere Art, diese Yersuche auszufuhren, hesteht dariii, dass man zwei 
ahnliche Anemometer um festliegende Axen rotiren lasst und an dem einen eine 
bekannte verzogernde Kraft irgend welclier Art, die sein v zu vcrkleinern im 
Stande ist, anbringt. Wir haben alsdann aus zwei verschiedenen Maschinen, die 
mit ungleichen aber bekannten Geschwindigkeiten sich um ihre beziigliche Axen 
di-ehen, dieselbe Geschwindigkeit des Windes abzuleiten. Man erhalt dadurch 
zwei Gleichungen und nach der Elimination der unbekannten Windgeschwindig- 
keit eine Gleichung zwischen den Constanten A, B, C und der bekannten ver- 
zogeinden Kraft. Durch Wiederholung des Experiments gelangt man zu einer 


Kapitel IV, 

Ebene Bewegung. 

§ 130 , Die Bevvegimgsgleichttiigeii. Die Lage eines Korpers 
einem Rauin von zwei Dimensionen kaun durcli die Coordiuaten sei: 
Schwerpuiikts und den Winkel bestiinmt werden, den eine im Kdr 
init einer im Kaiun festliegenden Geraden macht. Wir liaben di 
drei Bestimmungsstiicke die Coordinaten des Korpers genannt xmd wol 
sie mm als Pimctionen der Zeit ausdrucken. 

Dazu ist es noting^ die Effectivknifte des Korpers durcli di 
Cooi'dinaten ausziidrucken. Hire Componenten parallel zu den A: 
sind bereits in § 78 ermittelt worden, es ist also nur noch ilir Mom 
urn den Scliwerpunkt zu finden. Sind {x\ y) die Coordinaten ei; 
Massenpunktes m aiif reclitwinklige sicli im Scbwerpunkt scbneide] 
Axen bezogen^ die den im Raum festliegenden Axen parallel lauJ 
so ist dieses Moment; wie in § 74 gezeigt wurde^ gleich dlhjdt^ •w( 



ist. 

Ist 0 die ,;Winkelcoordinate^^ des Korpers ^ d. h. der Winkel, ( 
eine im Korper mit einer im Raum festliegenden Geraden bildet i 
sind (r, 95') die Polarcoordinaten eines Massenpunktes m fiir < 
Scbwerpunkt des Korpers als Coordinatenanfang, so ist / walirend 
ganzen Bewegimg constant und dtp/dt fiir jeden Punkt des Kdrp 
dasselbe und gleicb ddjdt. Somit ist derWinkelbewegungsgrosse h ge] 
wie in § 88 

i - (»' f - y' %) _ Sm (/< _ 

wenn man unter Mh^ das Tr^beitsmoment des Korpers bez. sei 
Scbwerpunkts verstebt, 

6 ist der Winkel, den eine im Korper mit einer im Raum f 
liegenden Geraden bildet. Welche gerade Linien man auch wdhlen w 
dd/dt UeiU immer dasselbe, Leuebtet dies nicbt scbon von selbst * 
so lasst es sich auf folgende Art beweisen, OA, O' A' seien irgi 
zwei im Korper festliegende Gerade, die den Winkel a einscbliess 


wjij /jVYui ui uur jziueiie; lesmt'guiiutj unter uem yyiukci p 

oinander geneigfce Gerade; es sei AOB = 0, A'0'J3'= 0'j ck]]}). 
ist d' 4“ = d + a und da a uiid /J von der Zeit uiialjlilingig siud, 
(10 /(It = do' /(It Ans diesem Satz geht hervor, dass die Wiukel- 
geschwindigkeiteij eiiies Korpers in einein Raum von zwei Dimensioueii 
iim alle Pimkte dieselben sind. 

§ IHl. Die allgemeine Methode des Verfalirens ist wie folgt: 

Sind {Xj y) die Ooordinaten des Schwerpimkts oines Korpers des 
Systems aiif rechtwinklige im Raum festliegende Asen bezogen uiid 
M die Masse des .Korpers, so siiid die Elfectivkrafte des Korpers zu- 
sammen zwoien Krilften ilquivalent, die durcb M (lrx/(U\ M d^y/df ge- 
messen werden und am Schwerpimkt parallel den Coordinatenaxen an- 
greifeii; und ausserdem einemKraftepaar, das diiroh 3t¥ d^ 9 /dt^ gemessen 
wird und den Kbrper um seinen Schwerpimkt in der Richtung, in 
welcher 0 genommen wird, zu drehen suclit. Kacli D’ Alembert's 
Princip sind die Efiectivkrafte aller Kdrper, in umgekehrter Richtimg 
genommen, mit den gegebenen Kraften im Gleicligewicht. Die dyna- 
mischen Gleicliungen kann man dann nach den gewolinlichen Regelu 
der Statik aufstellen. Siehe § 82. 

Wir wollen die Krafte parallel zur x- und y^Axe zerlegen und 
die Momente auf den Scliwerpunkt beziehen; sind dann die gegebenen 
am Kdrper angreifeiiden Krafte zusammen mit den von den librigen 
Kdrpern herriihrenden Reactionen, wenn solche vorlianden sind, den auf 
den Schwerpunkt wirkenden Kraften X und Y und einem Paar L 
gloichwerthig, so sind die Bewegiingsgleichungen dieses Korpers offenbar 

= z, M 5 = Y, Mli ‘j-J? = L . 

In der Statik ist es von Vortheil, auch nach andern Richtungen 
als den Axen zerlegen und die Momente um einen beliebigen Punld, 
der uns wiinschenswerth scheint, nelimen zu kdnnen. Man kanu damit 
die Ldsung oft sehr abklirzen und vereinfachen. Wollen wir z. B. die 
Einfiihrung einer unbekannten Reaction in unsere Gleichungen ver- 
meiden, so nehmen wir die Momente um ihren Angriifspunkt oder 
machen Gebrauch von dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. 
Es steht uns also auch in der Dynamik frei, unsere Krafte zu zerlegen 
imd die Momente zu nehmen, wie wir wollen. Beziehen wir z. B. die 
Momente auf einen Punkt G, dessen Ooordinaten {^r/) sind, so erhalten 
wir eine Gieichung von der Form 

^ - e S - & - 1) SJ + »' si* - 

worin L' das Moment der gegebenen Krafte um den Punkt C ist. In 
dieser Gieichung sind die Ooordinaten eines beliebigen Punktes 
und es ist gleichgiiltig, ob er festliegt oder sick bewegt. 

Kouth, Dynamik. I, 8 
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die Cartesisclieu Coordiuateii durch die Formen fur Polarcoordinaten 
-^[S -'■©'] Componenten parallel 

und senkreclit zum Radiusvector ersetzen. 1st v die Geschwindigkeit 
des Schwerpunkts, p der Kriinimmigsradius seiner Baliu, so lassen sich 
manctimal aucli die Formen Mdv/dt imd Mv^j^ fiir die Componenten 
der Effectivkriifte Kings der Tangente nnd des Kadiusvectors der Balm 
des Schwerpunkts mit Vortheil kenutzen. 

Als Anleitung zur riclatigen Auswalil der Riclitungen, in welche 
die Krafte zu zerlegen oder der Pnnkte, um welche die Momenta zu 
nelimen sind, lassen sich zwei wichtige Fiille erwahnen. 


§ 132. JErstens soli man m ermiUeln suchen, oh eine im Baum 
festliegende Bichtmig existirt^ fur welche die Componenten der gegebenen 
Krafte verschwinden. Zerlegt man in dieser Richtnng^ so erhalt man 
eine Grleichnng, die sich sofort integriren lasst. Hat z. B. die rc-Axe 
diese Eichtung und sind Mj M\ etc, die Massen der verschiedenen 
Korper; x, x, etc. die Abscisseii ilirer Schwerpunkte, so ergibt sich 
nach § 77 oder 131 

+ + ■■■=» 

und durch Integration 


+ M'~ 

dt ' dt 




worm C eine Constante ist^ die durch die Anfangsbedingungen sich 
iinden lassi Werm nothig^ kann man die Gleichung noch einmal 
integriren. 

Man hatte dieses Eesultat auch aus dem allgemeinen Princip der 
Erhaltung der Translationsbewegung des Schwerpunkts in § 78 ab- 
leiten konnen. Deim da es keine bewegende Kraft parallel zur x-A.xe 
gibt, so ist die Greschwindigkeitscomponente des Schwerpunkts des 
gan^en Systems in dieser Eichtung constant. 


§ 133. Alsdann soli man m ermiUeln suchen, oh es einen im 
Baum festliegenden Bunld giht, filr tvelchen das Moment der gegehenen 
Krafte versclmindet Niinmt man die Momente um diesen Punkt^ so 
erhalt man wieder eine Gleichung, die sich sofort integriren lasst. 
Wahlt man den Punkt als Coordinatenanfang und haben die Buch- 
staben ihre gewohnliche Bedeutung, so ist nach dem ersten Paragraphen 
dieses Kapitels 



wohei H die Summirung fur alle Korper des Systems angibt. Durch 
Integration erhalt man 


unter C eine Constante verstanden, die durcli die Anfangsbediiigungen 
der Aufgabe zii bestimmen ist. 

Diese Gleicbnug sagt aus, dass^ weiiii die gegebenen Krilfte kein 
Moment um eiueii Punkt habeu^ die Winkelbeweguiigsgrosse um dieseii 
Punkt ‘walireiul der Bewegung constant bleibt. Es folgt dies aucli sO' 
ibrfc aus § 77. 


§ 134. Die Wiiikellbeweguiigsgrosse. Da wir die durcli Bildung 
der Momente entstehende Gleichung so oft nbtbig babeii; so ist es 
wicbtig; auch andere Pormen, die naan ihr geben kanii; in Betracht zu 
ziehen. Liegt der Punkt, fiir welcben die Momente gebildet werden, 
im Baum festj so dass er als Anfangsi^unkt der Coordinaten gewahlt 
werden kann, so ist das Moment der Effectivkriifte am Kbrper M 


worin x und y die Coordinaten seines Scbwerpunkts sind. 

Wir bitten, den Sinn der verschiedenen Theile dieses Ausdrucks 
zu beachten. Wie in § 77 erklart wurde, ist das Moment der Effective 
krilfte der Differentialquotient des Moments der Bewegungsgrosse um 
denselben Punkt. Das Moment der Bewegungsgrosse ist nach § 74 
das nlimlicbe, wie das Moment um den Scbwerpunkt zusammen mit 
dem Moment der ganzen im Scbwerpunkt vereinigten und sicb mit der 
Gescliwindigkeit des Scbwerpunkts bewegenden Masse. Das Moment 
um den Scbwerpunkt ist nacb dem ersten Paragrapben des Kap. Ill 
oder IV gleicb Mh^ dO/dt und das Moment der vereinigten Masse 
M (x dy/dt — y dx/dt), Daber ist in dem Eaum von zwei Dimensionen 
fur irgend einen Korper von der Masse M 

die Wmkelbewegungsgrosse j _ 

um den Coordmatenanfang J \ dt dt/ ' dt 

Zieben wir Polarcoordinaten vor, so lasst sicb dem Ausdruck eine 
andere Gestalt geben. Sind (r, qi) die Polarcoordinaten des Scbwer- 
punkts, so ist 


die Winkelbewegungsgrbssel wr 2 ^}^ \ , 

um den CoordinatenanfaugJ dt di 

Ist V die Gescbwindigkeit des Scbwerpunkts und p das vom Coor- 
dinatenanfang auf die Tangente an die Ricbtung seiner Bewegung ge- 
fallte Lotb, so ist das Moment der Bewegungsgrosse der im Scbwer- 
punkt vereinigten Masse Mvp und wir erbalten wieder 


die Winkelbewegungsgrossel 
um den Coordinatenanfang j 
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Kapitel Ebene Bewegung. 


Aus § 74 geht hervox-; (lass dies die augenblickliche Winkel- 
bewegungsgrosse des Kbrpers um den Coordinatenanfang ist, mag er 
nun festliegen oder sicb bewegen. In dem letzteren Fall ist jedoch 
ilir DifPerentialquotient uaclx der Zeit nicht das Moment der Effectiv- 
knifte. 

Da das augenblicldiclie liotationscentrum (Momentancentrum) als 
fester Punkt angesehen werdeii kann^ wenn man es nur mit den Coor- 
dinaten and ihrem ersten Differentidlquotienten nach. der Zeit zu thun 
hat; so ist 

clieWiukelbewegungsgrossej ^ j^z-ya i 'R. 
um das Momentancentrum j ^ / cU 

Wenn Af/c'" das Tragheitsmoment filr das Momentancentrum ist; 
so lasst sich diesem letzten Ausdruck auch die Form geben Mlc^dO/dt 

Bei dem Aufstellen der Momente fur irgeud einen Punkt, mag er 
nun der Schwerpunkt sein oder niclit, beachte man; dass in alien 
diesen Formeln das Tragheitsmoment in Bezug auf den Schwerpunkt 
und nicht in Bezug auf den Punkt ist; fur welchen die Momente ge- 
nommen werden. ISTur bei dem Aufstellen der Momente filr das 
Momentancentrum oder einen festliegenden Punkt kaun man das 
Tragheitsmoment fiir diesen Punkt statt des Tragheitsmoments filr 
den Schwerpunkt benutzen und dann enthiilt unser Ausdruck fiir die 
Winkelbewegungsgrosse die Winkelbewegungsgrosse der im Schwer- 
punkt vereinigten Masse. 


§ 135. Allgemeine liosimgsinetliode. Bilden wir die Bewegungs- 
gleichimgen eines jeden KorperS; indem wir die Componenten parallel 
den Coordinatenaxeii und die Momente um den Schwerpunkt nehmen, 
so erhalten wir fiir jeden Korper drei Grleichungen von der Form 


M — F cos 9 + cos ^ -| 

M = F sin 9 JS sin ^ 


( 1 )> 


worin F eine der am Korper angreifenden gegebenen Krafte bezeichnet, 
deren Componenten F cos 9 und F sin 9 sind und deren Moment um 
den Schwerpunkt Jpjp ist, wairend i? eine der Reactionen bedeutet. Sie 
heissen die dynamischen Gleichimgen des Korpers. 

Ausser ihnen existiren noeh gewisse geometrische Grleichungen, 
welche die Verbindungen des Systems ausdriicken. Da jede solche 
Zwangsverbinduug von einer Reaction begleitet ist und jede Reaction 




C/g UXlgOglOAUJLLUUy lyXJl XO^ XOV J, 


-Li I 


Hat man die richtige Anzahl von Bewegungsgieicliungen erhaltenj 
so sohreitet man zu ihrer Auflosimg, fiir w^elche zwei allgemeine Me- 
tlioden vorgeschlagen worden sind. 

Die erste Losimgsinetliode. Man difPerenzire die geometrisclien 
Grleichungen zweimal nach t und setze far d^xjdf, d^yjdf, d^Ojdf die 
Werthe aus den djnamisclien Gleicliungen ein. Damit erhalt man eine 
zur Bestimmnng der Reactionen ausreicliende AnzaU von Gieicliungen. 
Diese Methode ist immer dann von grossem Vortheil^ wenn die geo- 
metrischen Gleichungen die Form liaben 

Ax By Cd = I) (2), 


unter A, B, D Constante verstanden. Nimmfc man ferner an^ die 
dynamisclieii Gleichungen seien der Art^ dass sie in der Form (1) ge- 
schrieben mif der rechten Seite mir die BeacUonen imd Constanten ohne 
iryend ein x, y oder 0 entliaiten und substituirt in die Gleicliung 








die man durcb Differentiation von (2) erbalt^ so kommt man zu einer 
Gleichung, in welcher nur die Reactionen und Constanten vorkommen. 
Da dies fiir alle geometriseben Beziebungen gilt^ so bleiben ofPenbar 
die Reactionen wahrend der Bewegung constant und ibre Werthe lassen 
sich finden. Substituirt man daber diese Werthe in die dynamiseben 
Gleichungen (1)^ so sind die Glieder auf der rechten Seite constant und 
die Werthe von x^ y, 0 lassen sich durcb eine leiebte Integration ermitteln. 
Haben dagegen die geometriseben Gleichungen niebt die Gestalt 
so filhrt diese Methode in der Regel nicht zum Ziel. Nimmt man 
z. B. aU; eine geometrische Gleichung babe die Form 

+ 7 /^ = 

enthalt sie also Quadrate statt der erste^i Potenz, so wird ibre zweite 
Di fferentialgleicbung 

^ dt^ \dt) + \dt/ ” 


und wenn wir aucb die Werthe von d^x/dfj cPy/df einsetzen konnen, 
so ist es im Allgemeinen nicht moglich; die Glieder (dxjdff^ {dyjd'if 
zu eliminiren. 


§ 136. Die Reactionen in einem dynamiseben Problem werden in 
vielen Fallen durcb den Druck glatter fester Hindernisse hervorgebraebt; 
welcbe die Korper bei ibrer Bewegung beriibren. Solcbe Hindernisse 
konnen nur entgegenwirken und wenn daber aus den Gleichungen 
bervorgebt; dass eine solcbe Reaction in irgend einem Augenblick ihr 
Vorzeichen wechselt^ so verlasst offenbar der Korper in diesem Augen- 
blick das Hindemiss. Dies fiibrt gelegentlicb zu Discontinuitaten in 
unsern Gleichungen. Zuerst bewegte sich das System unter einem ge- 
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TCapitnl IV. 'Ebcne Bewegung. 


wissen Zwang unci imsere Gleiclmiigen waren auf diese Voraussetzung 
gegriinclet. In einem ge wissen Augenlblick; der durch das Verscliwinden 
einer Reaction bestiitimt wird^ lidrfc der Zwang^ dem einer der Korper 
imterworfen war, auf inid die Bewegimgsgleicliimgeii miissen durcli 
Rortlasseii dieser Reaction geiindert werden. Aelinliclie Bemerkungen 
gelten, weini die Reactionon duro.li den Druck eines Korpers gegen 
einen andern lieiTorgerufe.ii werdeai. 

Man boaclite, class, tvomi die e^^sfe Losimgsmethodc angetvendet loerden 
hmn, die Reactionon wiilirend dor Bewegung constant bleiben, also 
solche Discontiniiitatcni iiici eintrefcen konnen. Wenn ein Korper einen 
andern ’berilhrt, so trenncn sie sich alsdann enUveder beion Beginn Hirer 
Bcivegunif odor bleiben stols in Bcruhnmg miteinander. Solclie Reactionen 
sind anch von den Anfangsbodingimgen unabbiingig imd bleiben daher 
dieselben, wenn das System in irgend einer Lage in den Zustand der 
Rube versetzt wird. 

§ R]7. Ein dyncmisckes System hestehe aus pJivei Kbrpern, die 
mil der licaotion JJ mif einander driiclcen; wie ist die entsprechende 
gcomctrische Gldvlmng fJU bilden? Man muss offenbar durcli sie aus- 
drdeken, class die Componenton der Gescliwindigkeit der Beruhnmgs- 
piuikte der beiden Korper in der Riclitung von It einander gleich sind, 

Bam ist der folgende Satz oft von Nutzen. 
Bin Kbri:)or drebe sicb um einen Punkt G init 
der Winkelgescbwindigkeit dO/dt^G} in eut- 
gegengesetzter Riebtung, ivie die Zeiger einer 
Ubr und Cr bewege sich in der Riebtung GA 
mit der Grescbwindigkeit V. Man soli die 
Componente der Gescbwindigkeit des Punktes P 
in der Riclitung IQ finden, die mit GA den 
Wink el cp macht. In der Zeit dt bewegt sicb 
der ganze Korper imd daber aiicli der Punkt 
P durcb einen Raum Vdt parallel zu GA und 
wilbrend derselben Zeit bewegt sicb P senk- 
reebt zu (?P durcb einen Raum ca • Cil • dt. Die ganze Verschiebung 
von P parallel zu P() betragfc daher 

(7cos(p + cu ^ aFsm GPN)dt. 

Ist GN = p das Loth von 6r axif PQ, so ist, wie wir sehen, die 
Gescbwindigkeit von P parallel PQ gleicb Fcos g? + cop. 

Bemerkenswerth ist, dass dieser Ausdruck von der Lage von P 
auf der Geraden PQ nnabhaiigig ist. Bar aus folgt, dass die Geschwindig- 
lmtsco7nponenten alter Punlcte einer Greraden PQ in der Riclitung von 
PQ dieselben sind. Es leuchtet dies sofort ein, wenn man bedenkt, 
dass alle Punkte der Geraden PQ starr mit einander verbunden sind 



Die Bewegungsgleiciiiingen (§ 136 — 138). 
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iind die Limge der Linie PQ sict iiadern miisste, wenn die in Rede 
stelienden Gesdiwindiglreitscomponenten ilirer Punkte verschieden "waren. 

Wird daher die Geschwindigkeit eines Punktes P in einer RicMung 
PQ gesuclit^ so karm man P durch irgend einen andern in der Linie 
PQ gelegenen Punkt ersetzen, dessen Gesckwindigkeitscomponente 
leichter zu ermitteln ist. In der Regel ist der Punkt N am bequemsten, 
denn ohne Benutzung einer Formel sieht man schon Yon selbst, dass 
seine Geschwindigkeitscomponente; iiings PQ, F cos go -p cop ist. 

Sind (x, y, 0), {x, y, O') die Coordinaten der beiden Korper^ g 
die Lothe von den Punkten {x, y), {x, y) aiif die Ricbtung einer 
Reaction P, ijj der Riclitungswinkel^ den B mit der x-Axe macht, so 
lautet die gesuchte geometrische Gleichung 

dx , \ dy . , , dO dx , , dy . , . dO' r 

■It ^ ^ ^ ^ 2 = -^ cos ^ sm i;- + 2 . 

Sind die Kdrper vollkommen rauh und rollen aufeinander oline zu 
gleiten^ so gibt es mei Reactionscomponenten fur den Beriibrungspunkt^ 
die eine normal, die andre tangential zu der gemeinscliaftliclien Placbe 
der sich bertilirenden Kdrper. Fiir jede derselben erhMt man eine 
Gleicliung, wie die oben aufgestellte. Ist dagegen gleUende Eeibung 
Yorhanden, so verlieren die bisherigen Betrachtungen ilire Gtiltigkeit, 
wie wir weiter unten seben werden. 

§ 138. Die zweite Ldsungsmethode. In einem dynamiscben System 
mdgen zwei Kdrper von den Massen M, M' mit der Reaction It auf- 
einander driicken. Die Bewegungsgleichungen von M seien die in § 135 
mit (1) bezeicbneten und die von M' mdge man aus ibnen erbalten, 
indem man alle Buchstaben mit Ausnahme von B, ijj und t mit einem 
Stricb. versieht und — B statt B scbreibt. Wir multipliciren die Be- 
wegungsgleicbungen von M mit 2 dxfdt, 2 dyjdt bez. 2dd/dt, die von 
M' mit den entsprecbenden Grdssen und addiren die sechs Gleicbungen, 
Man erbalt 

= 2f(^ cos 9 + g sin 9 +i) ^) + etc. 

+ 2iR(gcos^+§sin^+2^)-2J?(^cos^ + ^sm^ + 2'§). 

Der Coefficient von B verschwindet in Folge der im vorigen Para- 
grapben gefundenen Gleicbung. Dasselbe gilt fur alle Reactionen zwiscben 
je zweien der sicb bewegenden Kdrper. 

Druckt der Kdrper M gegen ein ausseres festes Hinderniss, so 
wirkt B nur auf den Kdrper M und der Coefficient von 2B bescbriinkt 
sicb auf den in die erste Klammer eingescblossenen Tbeil. Da aber 


schwiudeii mmSj so ist der Coefficieiat von E aiicli in diesem Fall Null. 

A. sei der Aiigriffspivnkt der gegebenen Kraft IP und die Gre- 
scliwindigkeitecomponente von A in der Richtung der Wirkung von F 
sei (if/di Alsdami ist der Coefficient von 2F gleiclx df/dt imd aus 
der Definition von df folgfc weiter, dass Fdf das aus der Statik be- 
kannte virtuelle Moment der Kraft F ist. 

Aiif diese Art luiben wir eine M-etliode gewonnen, mit deren Hillfe 
vvir zu einer Gleicliung Ivominen^ die von den unbekannten Reactioneu 
vollkommen glatter odor vollkommon ranher Korper frei ist. Das Ver- 
laliren. besteht dariii^ dass man die Grleicbungen, auf deren linker Seite 
Mdrx/dfPy Md^yjdtrj 'Mk/^ (PO /df etc. steht^ mit dx/dt^ dy/dty dOjdt 
etc. multiplicirt mid die so erlialtexien Gleicliungen fiir alle Korper 
addirt. Die Coefficienten allcr inibelca-nnten Reaction en sind in Polge 
der geometrisclicn CTleiclmiigen, wie xnan findet^ gleicli Null. 

Die liuke Seite diesor Gleicliung ist offenbar ein vollstandiges 
Differential. Man erliiilt durcli Integration 

^ Kfl) + (§)"+ + ®‘'- - C + 2 /m/ + ■ ', 

worin C die Integrationsconstante ist. 

In der Praxis lilsst man gewohnlich die Zwischenstufen weg und 
schreibt die Gleicliung gleicli in der Form 

s + ©)”]+ r/. . . (1), 

unter U das Integral des virtuellen Moments der Kriifte verstanclen. 

Sie lieisst die Gleicliung der hhe 7 ^digen Kraft 

Ein anderer Beiveis. Benutzt man die in der Statik bewiesenen 
Satze liber die Arbeit^ so lasst sicli der vorstehende Beiveis eWas ver- 
einfachen, indem man jeden starren Korper in seine Elementarmassen- 
pimkte auf lost. 

Ist m die Masse eines materiellen Funktes; x, y seine Coordinaten; 
mXj mY die Componenten der Krafte^ so ist 

df y -r^ 

Multiplicirt man mit dx/dt bez. dyjdfj nimmt die Summe durch das 
gauze System von Massenpunkten imd integrirt, so erhiilt man 

1 ^»[(®)‘+ ©T - 0 + w,) . 

Die linke Seite ist die lebendige Kraft des Korpers^ die reclite 
das Integral der virtuellen Momente der an den, Punkten angreifenden 
Krilfte. 

Bei dieser Art des Beweises entlialten die Krafte auf der recliten 
Seite (1) die inneren Reaction en der verschiedenen Massenpunkte, aus 


Die Bewegungsgleichungen (§ 138—139). 
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deiieii jeder Korper besteht^ (2) die gegenseitigen Reactionen der Korper 
aufeinander, (3) die Druckkrafte^ welclie in Folge ilusserer geometrischer 
dem System auferlegter Bedingungen entstehen. 

In der Statik wird bewiesen, dass die virtuellen Momente der in- 
neren Reactionen verscliwinden^ wmn die Korper so starr sind, dass 
die materiellen Pnnkte, welclie jeden Korper zusammensetzen, in un- 
veranderlichem Abstand von einander bleiben. Es wird auck bewiesen, 
dass die virtuellen Momente der Reactionen zwiscken den sick be- 
wegenden Korpern mit gewissen Ausnahmen sick gegenseitig zerstdren 
iind schliesslich; dass die in Folge geometriscker Bedingungen ent- 
stekenden Druckkrilfte in der Function der Arbeit nickt auftreten^ wen7i 
die Bedingungen die Zeit 7%icM explicite enfhalten, 

Lilsst man diese Druckkrafte siimmtlick weg und schliesst jetzt in 
die Ausdriicke mK^ mYimi die iiusseren gegebenen Krafte ein, welche 
an dem System angreifen und stellt ferner mit U das Integral dar, so 
erhiilt man wie zuvor 

~2mv^=C-\- U. 

Der Haupteinwand gegen diese Art, den Beweis zu fiikren, be- 
steht darin, dass die Einsckriinkungen, denen der Satz unterliegt, nickt 
klar kervortreten. In dem Kapitel liber die lebendige Kraft wird eine 
Modification dieses zweiten Beweises gegeben, die, auf den Satz von 
der virtuellen Arbeit gegriindet, viele Vortkeile zu kaben sckeint. So- 
wokl der eben gegebene Beweis als die spatere Modification sind all- 
gemein in Gebrauch. 

Da der Satz von der lebendigen Kraft einer der wichtigsten in der 
Dynamik ist, so muss man suchen, ikn von moglichst vielen Seiten zu 
betrackten, 

§ 139. Die lebendige Kraft eines Korpers. Die linke Seite der 
Gleickung (1) des vorigen Paragrapken keisst die lebendige Kraft des 
ganzen Systems. Wir wollen beweisen, dass fur irgend einen Korper M 

die lebendige Kraft Ton M == | [(§)'+ (S) + Zc' ©'] ist- 

Erster Beweis. Wlirde die ganze Masse in ikrem Sckwerpunkt ver- 
einigt und bewegte sie sick mit der Gesckwindigkeit des Sckwerpunkts, 
so ware h Null und die lebendige Kraft wiirde sick auf die beiden ersten 
Glieder reduciren. Diese Glieder keissen daker die lebendige Kraft der 
Tran^ation und das letzte Glied die lebendige K7‘'aft der jRotation. 

Ist V die Gesckwindigkeit des Sckwerpunkts, so lasst sick die 
Gleickung auck sckreiben: 

die lebendige Kraft von M = ^ Mv^ + ~ Mlc^ (^)** 


Beiiutzt man Polarcoordinaten^ so erhalt man die lebendige Kraft 
von J|f=i j|f[gr)‘‘+r“gf)“-(- unter (r, 9 ) die Polar- 

coordiuateu des Scliworjninkts verstanden. 

Bedeutet q den Abstaiid des Schwerpunkts von dem Momentaii- 

centrum des Korpers, so ist q “ offenbar die Geschwindigkeit des 
jSclnverpunkts mid mitbiii 

die lebendige Kraft von ~ ilf + ]c^) * 

Ein andcrcr Betvds. Will man den zweiten der beiden im letzteu 
Paragrapbeii gegebciicn Bewoiso des Satzes von der lebendigen Kraft 
lienutzen, so Avird es ndtliig^ das Theorem in diesem Paragraphen 
otwas anders zii beliandoln. Zu diesem Zweck bemerken wir, dass 

1 eine quadratisclie Function der Variabeln ist mad 

dalier nach dem allgeineiiien Satz xiber die parallelen Axen (§ 14) der 
Summe zweier Ausdriicke gleiclakomint, namlich (1) dem Wert von 
2Jj Avenn die ganze Masse in dem ScliAverpunkt Q vereinigt Avird; also 

“ Mv^ und ( 2 ) dem Werth von 27, wenn der Korper auf G als Coordi- 

natenanfang bezogen Avird, also i Ist nun co die WinkeP 

gescliAvindigkeit des Kdrpers um G^, so ist die relative Geschwindigkeit 
eines Massenpunktes v = rcj^ Avenii r seinen Abstand von G bedeutet imd 

dalier -- = — Umr^ • co^. Wir erhalten mitliin Avie friilier die 

i a 

lebendige Kraft von Af = — Mv^ -f“ 4" 

Der hier gegebene Fundamentalsatz Avird Konig zugeschrieben, 
der ihn in den AcUi Eruditorum verciffentlichte. Die folgende Dm- 
drehung des Theorems riihrt von Can clay her; Exercises de Math, seconde 
anne'e^ S. 104; Oeuvres comjdldtes 11, 7^ S. 140. 

Beisp. 1. P sei eiii in einem starren KOrper festliegender Punkt, der sick mit 
ihm bewegt und derart bestimmt ist, dass die lebendige Kraft des Korpers der von der 
Translation von F herriilirenden lebendigen Kraft zusammen mit der lebendigen 
Kraft der relativen Bewegung um P gleich. ist. Man beweise, dass P auf dem 
um Gl als Burohmesser beschriebenen Kreis liegt, wenn I das Moment ancentrum 
und G der Scbwerpunkt ist. 

Yersteht man unter co die Winkelgeschwindigkeit des K5rpers um I und 
unter Q die Lage eines materiellen Punktes m, so erkalt man aus der in der 
Aufgabe entlaaltenen Bedingung 

2m (3 CO® = 2w jP ® CO 2 + ilif . P co2, 

Bividirt man diircli co® und setzt fur die beiden Glieder mit 2 ihre in § 13 
gegebenen Werthe ein, so wird GJP^ -fPJ®, was zu beweisen war. 

In dem Baum von drei Dimensionen muss der Punkt P auf dem Cylinder 
liegen, dessen Basis ein Kreis ist, Avelcher zum Burchmesser das von G auf die 
Momentanase gefallte Loth bat. 
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il \'nn P tliT < ii- rlnviiidi'dn'il jruinjinnnnf »’ vun (i in dnr l^nwc^uii/^Kricli 11111”* 
v<<n /* ffli'iidi ir I. 

< J. Ijiinm'l, M^nnny* »/»' r Afiith'nn'r tfr i\[(nif})rllirr. 'ronm I, S. jjj. 

Mn. l)i(‘ lu-iirfrjuiH'fion iiinl ApIm'!!. Din (f i?i dor 

( tlni* InhfiidiiiMii K 1*1111 Imis.'it f/d* Kriiffrj'nurHujL Man kaini 
.sii\ wiMiii sio nxistirl. slois daduroh orhull.on, (lass man das virLmjllo 
Mcunoni, d(‘r Kriil’ln, win t<s din Siaiik Inliri., ni(al(*rsolind))i, inl.i^i^'rirl; 
innl (‘iiH’ Dnnsfaiiln addirf. l)i{*sn Dnjiijiftun rninlit I’llr j(dy-i aus; (dno 
\ iillsf ilndii^nm kh’lv liirnm^' iindnl man im Anfan^ d(;s ICapiiols Ml^ das 
voii dnr Ifdinndii^nn Krai'l liandtdi. 

Sind din Kriii’tn l*‘iinn{ innmi vm'schinckninr Doordinainii, so lilsst 
sinli dnnki'ii, ns kinnin id’i. vorkininnnii, dass das viriu(dl(‘. Moiru'iil; sindi 
ninid iid nn'idmii lassn, nhn din l>n/.i*dmn_n;nn /.wisnlum di(*s(;n ( ’o()rdi]iat(m 
alii' andnrn Wni.sn nriniftnll :;ijjd. In dnm Ka[)ii:»‘l lilan* dic^ J(d)ondin*(j 
Krai'i. ^\ ird /jniiunli |i:n/,f‘i«j:i wmlnn, dass dins ninlii d(*r Kali isL In iasi; 
allnii l'Ydl(‘n liissf sicdi annnlnnnn, dass das viriunlln Mnmnni oiu voJl- 
sliindin'ns Dillnmniial hni. Hoi dnn Ausj’iihninn^oii, wolnloi in diosom 
uiid don uin'lisfoii iMo'dnn l^ira^^raphon jnljron^ wolkni wir dalior V(;:raiis- 
snl/on, din k’inn‘iion nxislim mid si*i nino Imkannto Kmujtion dor 
Knnrdinainn dns Sysimns. 

In (‘inmn spidnrnii Kapiinl wmalmi wlr din v(‘rsolu(‘d(‘non Kormon, 
w(dnln‘ di(‘ KriiHoj'unni inn anmdnmm kunn, (dm^mlKind bospnadicii, Fiir 
jofzi. woIl(‘n wir nnr '/ni^tm, wii* man ilin^ Kona fur <3in Syst(jm von 
K()r|)(‘rii iindnl;, wnlnln^ bnlinlii^nn Zwaiiiji^slxalinij^iiagen iintoiwvoribn sind 
and niir unt(‘r d(*r Wirknn^^ dm* Snlnvm-kral’t stelimi. 

Sind // din. llori'/oidal' mid Vbn'tiiadcnordinato nim^s mali(3riellon 
l^^lki(^s d(‘s SysHmis, wird dii3 7/‘Ax(‘ na(‘h uniam als positiv go- 
nnnimnn mid isf, m din Massi* dos Pmikl<‘S, so isi das virtucllc Momenl; 
^nnjdy mid dalnn* dir* Kriinrifumdion 

V 1 2J)}f(j(/7f - ~ ^Mijy + (' 

* ' 

worin y dir* Tirdo dns S(*lnv(.*rpimkts d<3S gaiizeu Systems imter dor 
./.•-Ax(‘. bedoutot. 

Urn dir* (Jonstanio zu vonnf*idoii, nimmt man das Integral 
inanclimal zwisohon {Jrrmzon und iieinit alsdami die KriLftefunction die 
Arhcit dvr Krdftv. brdm Uidjorgung des Systems aus dor durch die 
uni.oro Grorizr* zu dor diin‘Ji die obere Grenz (3 augegebenen Lage. 

Man kami dir‘s(‘s Kf*sultat so ausspreclien: Wenn hei der JBetveguny 
(d)irs Systc)>is tms emer Lage hi cine anderc scin Schwcrjnmkt die verih 
ralr. Sfrarlcc Ii curilvkkgt, so ist die durch die SeJnvere geleistete Arheit 
3 Igh, wohei M die gaivx Masse des Systems hedeiiM. 

Man lieaolito, dass dieses Kosultat iiiclit von einer Aenderung in der 
Anordnmig dor Ivr’irper, aus wololien das System besteht^ sondern nur 
V()n der vertioalon >Str(3cko abliangt; •wolclie der Sclnverpuukt lierabfiillt. 
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Kapite] IV. Ebene Bewegnng. 


§ 141. Dcas Princip der lebeudigen Kraft Manchmal kann sich 
ein System you einer Lage in eine aiidere auf verschiedenem Weg be- 
wegen. Wir brauclien aber Yielleicht die zAvischenliegende BeAYegmig 
nicht, sondern nur die in der letzten Lage^ vvenn die in der ersten 
gegeben ist. Alsdann vermeiden wir die Einfillirung der Constanten G 
ill die Gleichung der lebendigen Kraft dadurch^ dass wir das Integral 
ill § 138 zwiscben Grenzen nelimen nnd sagen 


die Aenderung derl 
lebendigen Kraft j 


I der Arbeit der Krilfte, 


AYobei die Aenderung der lebendigen Kraft durcli Subtraction der 
lebendigen Kraft in der Anfangslage von der in der Endlage gefunden 
vvird. Bei der Ermittluiig der Arbeit der Knifte hlingt; Avie schon er- 
kliirt, die obere Grenze des Integrals von der Endlage des Systems^ 
die untere von der Anfangslage ab. 

Diese Gleiclmng ist deslidlb von so grosser Bedentung^ well sie frei 
von alien Meactionen oder Zwangshedingimgen des Systems ist Die Art, 
auf welclie vsicli das System aus seiner ersten in seine letzte Lage be- 
wegt, ist gleichgilltig. SoAveit diese Gleicliung in. Frage kommt, kann 
die Art der BeA\regimg irgendAvie durcli Einfilbrung oder Entfernung 
beliebiger ZAvangsbedingungen oder Reactionen geilndert Averclen, wenn 
sie nur derart sind, dass sie in der Gleicbung der virtuellen Momente, 
•\vie sie in der Statik gebrauclit Avird, niclit auf tret en. 

Man beaebte, dass geAvisse Reactionen, wie z. B. die Beilung 
<^ivischGn ^wei Fldchenj die anfeinander gleiten^ aus der Gleicbung dej- 
virtuellen Versebieb ungen in der Statik niebt versebwinden. Bei der 
Aufstellung der Gleicbung der lebendigen Kraft in der Dynamik tritt 
diese Art der Reibimg, wenn sie vorkommt, zugleicb mit den andern 
Kriiften auf der rechten Seite der Gleicbung auf. 

Bei der Bewegung des Systems von einer Lage in eine andere gegeben e 
Lage kommt offenbar die von jeder Kraft verursaebte Aenderung der 
lebendigen Ebaft dem Integral des virtuellen Moments der Kraft gleicb. 
Die ganze Aenderung bestebt folglicb aus der Summe der durcb die 
einzelnen Krafbe beAvirkten Aenderungen. Macbt daber die Richtnng 
irgend einer Kraft F einen spitzen Winkel mit der Riebtung der Be- 
wegung des Punktes A des Kdrpers, an welcbem sie angreift, so haben 
P und df dasselbe Vorzeicben und das Integral in der Gleicbung der 
lebendigen Kraft ist positiv. Die Kraft bat daber die Wirkung, dass 
sie die lebendige Kraft vergrossert. Ist dagegen die Riebtung der 
Kraft der Riebtung der BcA^egung von A entgegengesetzt, d, b. macbt 
die Kraft einen spitzen Winkel mit der umgekebrten Riebtung der Be- 
Avegung von A, so bestebt die-Wirlamg der Kraft darin, dass sie die 
lebendige Kraft verringert. Diese Regel setzt uns in den Stand, die 


Die Bewegungsgleiclimigen (§ 141 — 142 ). 
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§ 142. Nelimen wli* z. B. an, ein Korper bewege sicli oder rolle 
unter dein Einfluss der Scliwere uud eiuer seiner Punkte bleibe in Be- 
riilirung mit einer festliegenden Placlie, die entweder vollkommen rauli 
Oder Yollkommen glatt ist, so dass also gleitende Reibung niclit vor- 
kommt. Er moge seine Bewegung in irgend einer Art beginnen, 
jedoch so, dass die anfangliclie lebendige Kraft bekannt ist. Die 
lebendige Kraft vermindert oder yermelirt sicli^ je naclidem der Schwer- 
punkt liber sein ursprlingliclies Niveau sick erbebt oder unter dasselbe 
sinkt. Bei der Bewegung des Korpers kann der Druck auf die Mache sick 
iindern, mbglicher Weise verschwinden und sein Vorzeicken andern. 
Alsdann verlasst der Korper die Placke, worauf der Sckwerpunkt nack 
§79 eine Parabel besckreibt und die Winkelgesckwindigkeit des Korpers 
um seinen Sckwerpunkt constant wird. Der Korper kann dann wieder 
auf die Flacke treffenj bis dieser Fall aber eintritt, hat sick die 
Gleickung der lebendigen Kraft dadurck, dass der Korper die Flacke 
verliess, in keiner Weise geandert. Dies geschieht erst bei dem Zu- 
saramentrefFen des Korpers mit der Flacke. Denn, ist F die Reaction 
der Flacke, A der Punkt des Korpers, auf welchen sie wirkt und Fdf 
ikr virtuelles Moment wie in § 138, so ist bei der Bewegung des 
Korpers auf der Flacke df Null und beim Verlasseii der Flacke wil'd 
F Null, so dass also das virtuelle Moment Fdf wilhrend der ganzen 
Bewegung vor dem Zusammentreffen aus dem einen oder andern Grund 
Null ist. Die Reaction tritt daher in der Gleickung der lebendigen 
Kraft nicht auf. Stosst dagegen der Korper auf die Flacke, so niikert 
sick A der Flacke und die Reaction F widerstekt dem Vordringen von 
yl, wobei weder F nock df versckwindet. F wird dabei wie walirend 
des ersten Tkeils der Bewegung gemessen, indem man es als. eine sekr 
grosse Kraft ansiekt, welcke die Gesckwindigkeit von A in sekr kurzer 
Zeit zerstort (§ 83). Wahrend der Periode der Compression wider- 
steht die Kraft F dem Yorsckreiten von A und vermindert mi thin die 
lebendige Kraft des Korpers; kei der nachker folgenden Restitutions- 
periode befordert sie dagegen die Bewegung von A und vergrossert 
daher die lebendige Kraft. Weiter unten werden wir zeigen, dass die 
lebendige Kraft durck einen Zusammenstoss in alien Fallen, in welchen 
die Korper nickt vollkommen elastisck sind, vermindert wird und werden 
untersucken, wie gross der Verlust ist. Als allgemeine Begel 'kann man 
sick merken, dass die Gleichung der lebendigen Kraft durck einen Zn- 
sammenstoss verdndert wird* 

Es lasst sick eine obere Grenze fiir die Hoke y angeben, auf 
welcke der Sckwerpunkt iiber sein urspriinglickes Niveau steigen kann. 
Die Gleickung der lebendigen Kraft lasst sick namlick sckreiben 


(Lebendige Kraft ini (der anfanglickeni 

[irgend einer LageJ [lebendigen Kraft J 


— Mgy, 


unter M di^ Masse des Korpers verstanden. Da nun die lebendige 
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Kraft nie uegativ werden kanii; so kanii der Scliwerpunkt nie so hod 
steigen, dass 

Mgy > als die anfangliche lebendige Kraft 

wild. Soil der Scliwerpunkt diese Holie erreicheii; so muss die lebeiulig( 
Kraft desKorpers verscliwinden, d. h. sowolil die Translationsgescliwiudig 
Iceit des Schwcrpunkts als di(^ Wiiikelgeschwiudigkeit des Kdrpers inussei 
gleichzeitig Null werden. Dies kanii im Allgemoinen; wenn der Kdrpei 
von, der FlilclKi abspriiigt, iiicht gescliehen, weil die Winkelgescliwindig 
Iceit nnd die horizontale Geschwiiidigkeit des Schwerpunkts gewohnlicl 
nicht beide im Mi.)meBt des Absprmgens verschwinden imd, wie obei: 
orldart;^ walirend der parabolischeji Bewegung constant bleiben. Nad 
dem folgeiideii Zusammentreffen kaun man sich deuken^ dass eine neu€ 
Bewegung mit vermindcrter lebeiidiger Kraft iind daher kleinerer oberei 
Greuze fur die lldlie des Sdiweri)uidcts beginne. 


§ ,148. Hat; wie es manchmal vorkom.mt; das System nur einen 
Grad der Froiiieit; so ist nur die Geschwiudigkeit der Bewegung 
zu erinitteln. Mit Hfdfe der geometrischen Verhaltnisse des Systems 
werden. die .x, ?/, 0 eiiies jedeii Korpers durch irgend eine Grdsse aus- 
gedriickt; die wir (p nennen wollen. Die lebendige Kraft des Korpers 
Mj wie sie § 1;39 gibt, nimmt jetzt die Gestalt an 


Lebendige Kraft von 


^ \d^) Jv 


d~t/ ~ 


2 \dt/ ' 


worin P eine bekannte Function der Ooordinaten von M ist; unci die 
Gleichung der lebendigen Kraft ward daher 




woraus sich d^pjdt fur jede gegebeue Lage des Systems finden lasst. 

Wenn es folglich nur eine Art gihty auf welche das System sich 
bewegen hann, so wird diese JBetvegung durch die Gleichung der 
lebendigen Kraft bestimmt; sind dagegen inehr Grade der Freiheit mbg- 
lich; so muss noch ein Integral der Gleichungen zweiter Ordnung er- 
mittelt werden. Was zu gescliehen hat; hangt von dem speciellen ge- 
rade vorliegenden Fall ab; und es ist oft sehr schwer; die riclitige 
Behandlimg der Gleichungen aufzufinden. Die Schwierigkeit wird noch 
erhoht; wenai man beim Aufstellen der Gleichungen nicht bemtiht ge- 
wesen ist; ihnen eine mbglichst einfache Gestalt zu geben. 


§ 144. Beispiele zu dieseii Satzen. Die folgenden Beispiele sind 
zusammengestellt worden; um die Art der Anwendung der obigen 
Principien auf die Losung dynamischer Probleme zu erlautern. In 
einigen Fallen sind mehrere Losungen gegeben worden; um den Leser 
in den Stand zu setzen; die verschiedenen Methoden miteinander zu ver- 
gleichen. Die Art; wie jede Gleichung gehildet wird; ist genau erklart 


Die Bewegungsgleichungen (§ 142 — 144). 
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wordeu. Die beigefiigten Bemerkungen werden hoffentlich die Scliwierig- 
keiteu aus dem Weg rilumen^ auf die der Anfanger in der Regel zu 
stosseii pflegt. Besondere Anfmerksamkeit moge man daker auf die 
versckiedenen Principien verwenden^ welclie bei den Losungen befolgt 
wurden. 


Bim homogene Kugel roTlt auf einer volllcommen rauhen geneigten Ehene unter 
dem BinfkifSS der ScMoere direct liinunter. Man hestimme die Bewcgung. 

a sci die Neigung der Ebene gegen den Horizont, a der Radius der Kugel, 
mhr ihr Tragheitsmoment bez. eines horizontalen Durchmessers. 

0 sei der Punkt der geneigten Ebene, welclier Anfangs durch die Kugel be- 
riihrt wurde, B der Beriilirungspunkt zur Zeit t. Es ist dann offenbar am Vor- 
theilbaftesten, 0 zum Coordinatcnanfang iind ON zur x-Axa zii -wahlen. 

Die Kriifte, welche auf die Kugel wirken, 
sind erstens die Reaction M senkrccht zu ON, 
zAveitens die Reibung welcbe an N in der 
Richtung NO und mg, welches vertical an dem 
Mittelpunkt C angreift. Die Effectivkiiifte sind 
m d’^xjdt'^, m d^y/df^ und greilen an 0 parallel 
zu der x- und y-Axe an und ein Paar d-d/dt\ 

Avelches die Kugel um C in der Richtung NA 
herumzudrehen sucht, 0 ist hier der Winkel, 
den eine Clerade ini Korper mit einer im Raum 
festliegenden Geraden macht, Der Radius CA sei 
die im Korper und das Loth auf die geneigte 
Ebene die im Raum festliegende Gerade. d ist alsdann der Winkel, um den sich 
die Kugel gedreht hat. 

Die Componenten in der Richtung der geneigten Ebene und senkrecht zu 
ihr sind 



d^x 

m = mg sin a — 


F 


( 1 ), 


m 


dt^ 


~ mg oos a 


( 2 ). 


Nimmt man die Momente um N, um die Reactionen zu vermeiden, so ist 


d^x , T^d^O 


= mg a sm a 


(3). 


Da zwei unbekannte Reactionen F und B vorkommen, so sind zwei geo- 
metrische Beziehungen nothig. Weil ein Gleiten bei N nicht stattfindet, so ist 

W 


und da die Kugel von der Plache nicht abspringt, 


2/ = a 


( 5 ). 


Diese beiden Gleichungen haben die Form, wie sie die erste Methode ver- 
langt. Durch Differentiation von (4) erhalt man d^x/dt^ == ad^6/dt^ und durch 
Substitution in (3) 


dt^ 


a- + 


g sin a 


Weil die Kugel homogen ist, so folgt 


Ir = a- 
5 


und 


d^x 3 . 


( 6 ). 
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IV. Ebene Bewegung. 


Wiirde die Kugel a,uf einer glatten Ebene liinuntergieiten , so ware die Be 
wegungsgleichuiig <Px/dt'^ sin cc; es wird also im. Fall der rauhen Fhene zwe 
Biebentel der Selmere dam venvandt^ die Kugel ummdrelien und fiinf Siehentel 
sie abwdrts zu betoegen. 

Nimmt man an^ die Kugel gebe "vom Zustand der Ruhe aus, so ist offenba 

1 . ,c, 

^ sin a • 

Avoinit die Bewegimg volLsblltidig bosfcmimt ist. 

Bei dieser Losung d(3r Aufgabo sind niir wenige Bewegungsgleichuiigeii be 
nutzt wordeii; man lultte imr die (jJleicliungeii (3) und (4) aulzuscbreiben braucben 
wemi die Bewcgmig allein gesuclifc wird. Sind dagegen aucli die Reactionen zt 
ermitteln, so liai man aueh die ubrigen nofcbig. Aus (1) folgt 


niid ans (2) inul (r>) 


F -- Y ^ 

J{ qn g cos cc . 


In der Regel setzi. man erst am Endo der Untersuclmng den Wertb von /r 
ill die Gleichungen ein, w(}i] or oft selir comjjlicirt ist mid ausserdem als Probt 
auf die Eichtiglceit d(3r Vorzeiclion in den urspriingliclien Gleicliungen diener 
kaim. Ililtte z. B. die Qleielmng (0) gclautet 

q sm cc , 

(IP 

so hlltte man daraus auf eiuen Rehler in der Auflcisung schliessen kunnen, deni 
ofl'enbar liisat sioli die B(3sclileuiiigung dnrcli Aenderiing der innereii Structur dei 
Kugel nicbt uneiidlicb gross maclien. 


Beisp. Die Ebene sei uiclit volllcommen raub und der Reibungscoefficieni 
[I kl einer als ytaner; man zeige, dass die Winkelgescbwindigkeit der Kugel zui 

^ W/ a cos ^ 

Zeit t nacli dera Verlassen des Ziistunds der Ruhe -- t betragen wiirde. 

z a 


§ 145. Fme homogene Kugel rollt auf einer andern vollkommen rauhen fest- 
liegenden Kugel hinab. Man suchc die JBewegimg. 

a bez. b seien die Badien der beweg- 
lichen und festen Kugel; Cund 0 ihre Mittel- 
punkte; 0 sei der verticale Radius der fester 
Kugel; q) = OG; F bez. JR die Reibung 
i und normale Reaction bei V. Die Componenter 
in der RicMung der Tangente und Normaler 
zur Balm von G sind dann 



,nia + b)^, 


■^mgsmep — F . (1) 




= mg cos g? — jB . (2) 


Ist A der Punkt der beweglichen Kngel 
welcber ursprunglich mit B zusammenfiel unci 
0 der Winkel zwischen einer im Korper fest- 


liegenden Linie, z. B. CA imd einer in der Ebene festliegenden Geraden, z. B 
der Yerticalen, so liefern die Momente um 0 die Gleicbung 

d^e 


mJP 


dP 


Fa 


(3). 


Man beachte, dass man den Winkel AGO nicbt als Winkel 0 benutzen kann, 
weil zwar CA in clem Korper, CO aber nicbt im Raum festliegt. 


Die Bewegungsgleichungen (§ 144— -145). 
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Die geometrische Gleichung ist offenbar 

a(0 — 9) = Z)(jp (4). 

Eine weitere brauclien wir nicht, da schon bei dem Aufstellen der Gl. (1) 
•und (2) das Constantbleiben des Abstandes CO benutzt worden ist. 

Die Gestalt der Gi. (4) zeigt, dass wir die erste Metliode anwenden kbnnen. 
Wir erbalten 






mg sm 9 


Ic^ -|- a 

und kommen scbliesslich zu der Gleicliung 

Multiplicirt man mit 2 ^ mid integrirt, so findet man, wenn der rollende 

Korper sicli vom Znstand der Rube und einein Punkt aus, der dem Punkt B un- 
endlicb nahe liegt, in Bewegung setzt, 


(dcpY 10 g , 


7 a + I)'' 

Zxi demselben Besultat Icommt man aucli durch BenuUung der Gleichung der 
lehendigen Kraft, Die lebendige Kraft der Kugcl ist m J und 


V ^ {a -{-!)) 


dq) 

dt 


Die Ki^aftefunction ist nach § 140 gleich mgg,, wenn y die verti- 


cale Strecke bedeutet, um welcbo das Centrum berabgesunken ist. Man crlialt 
+ =2<;(a+6)(l — cosq;), 


worauvs sicb mit Hiilfe von (4) dieselbe Gleichung wie oben leiebt ableiten liisst. 

Will man finden, an welcbem Punkt der Korper die Kugel verlasst, so bat 
man J? = 0 zu setzen. Die Gl. (2) liefert {a + b) {dcpjcUy = ^ cos 9 , daber 

y ^ (1 — cos qfj^g cos 9 und cos 9 = ^ • Man beaebte , dass das Resultat von 
der Grosse der Kugeln unabbangig ist. 

Beisp. 1. Sind die Kugeln glatt, so verlasst die obere die untere, wenn 
cos qp == Y wird. 

Beisp. 2. Ein Stab rubt mit seinem einen Ende auf einer glatten borizontalen 
Ebene, lebnt mit dem andern gegen eine glatte verticale Wand und bat die 
Neigung a gegen den Horizont. Er gleite binab; man zeige, dass er die Wand 

verlasst, wenn seine Neigung arc sin sin aj ist. 

Beisp. 3. Ein Balken von der Lange a rotirt auf einer glatten borizontalen 
Ebene um sein eines festliegendes Ende unter der Wirkung keiner anderen Krafte 
als des Widerstandes der Atmospbare allein. Nimmt man an, die verzogemde 
Wirkung des Widerstandes auf ein Heines Element von der Lange dec sei 
Adx (Gesebw.)^, so ist die Winkelgescbwindigkeit zur Zeit t durch die Gleichung 
gegeben 

1 1 Aa^ 

CO 

[Queen’s Coll. (Queen’s Coll. Examination Papers.)] 

Beisp, 4, Eine sebiefe Ebene von der Masse M ist im Stande sicb frei auf 
einer glatten borizontalen Ebene zu bewegen. Eine vollkommen raube Kugel von 
der Masse m wird auf die geneigte Flacbe gelegt und rollt unter der Einwirkung 
der Sebwere binab. Wenn x' die borizontale Strecke ist, um welcbe sicb die ge- 
Routli, Dynamik, I, 9 
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iieigtn Ebciie Torwiirts bewegfc, x die Strecke, welcbe die Kugel auf der geneigten 
Kbeuc zurildcgclegt hat, 80 lilsst sicb beweisen, dass 

{M + m) x' — mx cos cc , ^ ^ — a?' cos a = i gi^ sin a 

ist, unter a die Keigung der Ebcno gcgen den Horizont rerstanden. 


Beisp. 5. Zwei gleiclie vollkommen rauhe Kugeln werden in labileni Gleicli- 
gewiclit aufeinander gosefczt, woboi die nutere auf einem vollkommen glatten 
Tiscli ruhb. Man zeigo, dass bei ein(3r leichten Storung des Systems die Kugolii 
fortfahren sicb. in domHclben Punkto zu beriihren nnd dass, wenn 0 die IToigung 
der VorbiiidungBlinie d(3r Mittelpunkte g'egen die Verticale bedeutet, 


ist. 




Beisp. 6. Zwci ungleiche vollkommen rauhe Kugeln werden in unsicherem 
Gloichgewiclit aufeinandcr gesotzt, woboi <lie untere auf einem vollkommen glatten 
Tisch ruht. Man zeigo, dass bei oiner leichten Storung des Systems die Kugeln 
sicb trennen, wenn die Yerbindungslinie ihrex Mittelpunkte mit der Vertical en 

einen Winkcl cp macht, der durch die Gleichung cos“ cp — 3 cos qp -|- 2 = 0 

gegeben ist, unter M die Masse der unter en und unter m die der oberen Kugel 
verstanden. 


Beisp. 7. Bine Kugel von der Masse M und dem Radius a wird gezwungen, 
auf einer vollkommen raulien Curv{3 von beliebiger Gestalt zu rollen und die Ge- 
Bchwincligkeit ihrea Schwerpunkts ist Anfangs V. Die Anfangsgeschwindigkeit 

Y'z 

ilndert sich und wird V'; man zeige, dass die Kormalreaction sich um M 

’ 9 — a 

vergrSssert, wenn q der Kriimmungsradius der Curve filr den Berdhrungspunkt ist 
und dass die Reibung unverilndert bleibt. 


Beisp. 8, Ein gleichfQrmiger Stab von der Lange 2 a, clessen eines Ende eine 
horizontale Ebene beriihrt, hat eine Meigung* a gegen die Verticale. Der Stab beginnt 
seineBewegung vomZustand derRuhe aus. Man zeige, dass seineWinkelgeschwindig- 

keit CO, wenn er in horizontale Lage kommt, durch die Gleichung aco® = -j// cos a 

gegeben ist, mag nun die Ebene vollkommen glatt oder vollkommen rauh sein. 
Man zeige auch, class der Stab in keinem der beiden Flille die Ebene verlasst. 

Beisp. 9. Ein grader Tunnel wird von London nacb. Paris gebaut. Man 
zeige, dass eine Kugel, welche ihre Bewegung vom Zustand der Ruhe aus auf 
dem einen Endbahnbof beginnt, in etwa 42 Minuten auf dem andern ankommt, 
wenn der Tunnel glatt ist, und etwa 8 Minuten langer braucht, wenn er voll- 
kommen rauh ist. Dabei ist angenommen, dass sich die Kugel nur unter dem 
Einfluss der Schwei’e bewegt und diese innerhalb der Erde dem Abstand der 
Kugel von dem Mittelpunkt der Erde proportional ist.- Wiirde die Zeit von 
London nach Wien dieselbe sein? 


Beisp. 10. Eine schwere gleichfdrmige Kette filllt eine glatte dCinne Rohre 
aus, di^ einen Kreisquaclranten bildet, dessen einer Grenzradius horizontal ist, 
wahrena d,^r andere vertical nach oben gebt, Beginnt die Kette ihre Bewegung 
^om Zustaud ’’''der' Ruhe aus, so ist ihre Geschwindigkeit z; beim Verlassen der 
mohre durch 

^ ga + 8) 

gegeben. 

Beisp. 11. Eine schwero Kette liegfc in einer glatten diinnen Rohre, welche 
die Form der oberen Halfte der Cardioide a(l + cos 0) hat. Die Axe der Curve 



Die Be-wegiingsgleichungen (§ 145—146). 
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ist horizontal. Das eine Ende der Kette hat die Coordinaten 'S’ — O, r—2a und 
ihre Lange ist 2 a. Zu beweisen, dass, wenn die Kette gerade ganz aus der Rohre 
heraus ist, ihre Gcschwindigkeit durch 


10i;2 = a<7(62 — 9-|/3) 

[Coll. Exam. (Coll. Examination Papers.)] 

Eiu volllcommen rauher cylindrischer Schleifstein vom Radius a 
rotirt mit gleichfurmigcr Beschleunigung um seine horizontale Axe. Man zeige, 
dass, wenn der Mittolpunkt eiuer Kugel, die sich in Beriihrung mit seiner Schleif- 
fliiche befindet, noch in Riihe bleiben soil, die Winkelbeschleunigung des Schleif- 

~ sein darf. 

. 2 a 


gegeben ist.' 
Beisp, 12. 


steins nicht grosser als 


[Coll, Exam. 1877.] 


§ 146. Ein Stal) OA Icann sich um cin Seharnier hei 0 drelien., lodhrend sein 
andres Ende A auf cinem (flatten Keil nilit, der auf einer glatten durch 0 gelienden 
hovizontalevi Ehenc gleitcn hann. Man suche die Beivegung. 



Ist a der Winkel, M die Masse des Keils; a? — 0(7; I die Lange, m die 
Masse des Balkens; O — AOG und B die Reaction bei A^ so erhlllt man die 


dynamisclien Gleicjiuncjen 

fp't' 

i)//^ = J2sina (1), 

at 

d^O I 

mlc^ Bl cos {a — B) ^ mg — cos 0 (2) 

und die geometrisclie Gleiehmig 

a; sin a = 2 • sin (a — 6) (3) . 


Hier muss offenbar die zweitc Losungsmethode angewancH werden; man findet 

^-..^dx d^x , ^ T^dO d^d , r n-of* dx . ^ . a^dB'] 

^^Tt- + • dF = - ^ d? “ _ +ZcO3(c.-0) ^J- 

Der Coefficient von B verschwindet, wie sich aus der Differentiation der Gl. (3) 
ergibt. Durch Integration erhalt man dann 

Biese Gleichung lidtte man nach dem Princip der lebendigen Kraft sofort 
niederschreiben Icdnnen. Denn die lebendige Kraft des Keils ist offenbar -j M (dxidty 
und die des Stabs ^ {dB/diY- Bezeichnet y die Hohe des Schwerpunkts des 
Stabes OA fiber 00, so ist die Kraftefunction yO — mgyn^ich. § 140. Da ferner 
y = ^lsmO ist, so ergibt. sich damit das obige Resultat, 

Substituirt man aus Gl. (3) den Werth so wird 


9 
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+ • • • 

worhi iwi, TiiHh (I('r Stal) Hicli zu L(‘wc^n*ji wmiu 0 = (? ist. 

l)ii!Hn liiHHl. sich iiic.lili wcnte iiito^riroii • 0 kanii alwo niolit dimOi 

i aiiHg(Mlrii('Jd. w<!rd(jji; diif^n'^n'u Hicli au.s ihr diii ‘WinkelfJfCiHcliwindi^dcoib 

d(^K Jkilk(‘iiH imd daliin* ancli din <<nHcliwiiidigkeit dn.s Koiln. 

§ 147. Zim (jlt'idh Imujr SUihv A 71, ./:? C) niml (lurch vin Hcharnkr hei B vcrhundcn 
•mid Jcmmnn frvl iinf ('ivcr (jlttfini horizontdien Ebene (jlciUm, .Dus Eudc A. to SUihrs 
AJi ist (lurch ciu rjwcitc.^ Schaniirr viit ehievi fcnUin '.Pu'ukl dcs 7'Lsclws vv.fhmVm. 
Jh’u rldstinahcr Eadcu A(’, dcsscn JjtbKjc^ 'tnenn er nicht (jcspfmnt kt, (jleidh AB odcr 
ll(^- vcrhindvi A. wit dcm hhulc dr EUtben B(L Anfr^Kji^ bildcn die heiden 
i^tdlut wit dcm Fadcu ciu tjleiclm'ilujcu Drriech •mid to.s Hyidcwi bc.ijvimi seine 7i/?- 
wcfjuny wit dcr Wivhd(jcs(*fmimli<j{c(dt 'iim. A. Mem suehe die (jriissle Lmvje 
dcs (\l(tslise/ir.n' Eadcus wdhrnd dcr Br^ofujuny; cbcMso die Winlail(jc,scdmrmli(jl^^^^^ 
dev hltdbCj sic. cinen rcchtcn Win/crl viiiemander waclicn und den (jermjsten 

Werth non SI, dcr diese luujc miu filch niarliL 

1) ])i(i rolf.>‘(uid() <l(!r Aulgabd wird auf dnn .Blidc ntwas timsUlnd- 

lidi nvHdu'.innu. .llifu* H(>ll(*n ;j(al()(di die YcrHcliiedonen Arbm, wic die Principion 

dn.r Pliledien und d(',r l(‘,])(*udigen Kraft anmwonden 
rtind, (u*l;lutert werden. Wir ^elicn luif die p]inz(il- 
Juni.en wil ch dan ei-Hte, .'B(‘iKpiel dieH(*r Art 

iHt. Eirnst freilich 'iaerd(vn die aus diesen Vrin- 
cipicn (thfjehiteten Gkiehunyen ( 1 ) und ( 2 ) 'in dev 
.licycl (Bine, odcr nur 'wit wenigen Erhldrungen 
•} I iedcr(f(*sc7irichen. 

2 a Hci die Liinge eines jeden Stakes, mk^ 
Hidu ^l.^rilglieitBrnomcnt fiir Hcinen Sch-werpunkt, 
HO diiHH also k^ = i ist. 77 und E scien die 
Mittelp)unkte der StiiLe und y) die Coordinaten 
von Ji! Jiiif A ala Coordinatenanfang bezogen. 

Dio einzigen an dem System angreifenden 
Kiilfto Hind die Eeaction des Soharniers bei A 
und dio Spannung des elastischen Fadens AC. 
JOinc lUoditiUng, fiir welcbe die Summe der Compo- 
n( 3 ntou cierselben verscliwindet, ist nicht zu er- 
initteln, weil die Richtung der Reaction bis jetzt 
unbokannt ist. Da abor di(^ Riclitungslinien der beiden Krilfte durch A gehen, 
so verscli-wiiubm ihr(* Monumte umyl nnd die Winkelbewegungsgrdsse um A bleibt 
deslialb nach § 1,-jy wilhnuid der Bewegung- constant und ihrem Anfangswerth gleicli. 
CO, co' seien di(i WinkclgoHchwindiglcoiteu von AB^ BC zur Zeit t. Die Winkel- 

bewegungsgrOsHC von BC um A ist nach § 134. Die 

WinkclbewegungsgrusHe von AB um A ist nach demselben Paragraphen m{k^-\~a^)coy 
da AB sich um d( 3 n Ihston Punkt A dreht. Sie haben die Anfangswerthe 

(Id 

m{iicd + k-)Sl boz. vi{lc^ + (c'^)Sl, da co, co' und anfilnglich gleioh 51 sind und 

AB Aulangs das Loth von AL auf die gegeniiberliegende Seite in dem von dem 
System gebil deton gleichsoitigcn Dreicclc ist. Daher wird 

m {k^ + a^) CD ni fic — — y ~l~r H“ 1 = m (2k^ + 4 a®) , . (1) , 







XDO 


i»[(S)+(f)’+--] 

nach § 139 und des Sfcabes AB nacli demselben Paragraphen y 7 >i (/c^ -j- 
er sich um A als festen Punkt dreht. Ihre Anfangswerthe sind y m{ 3 a^-{- 7 c^) 
bez. y m {Jc^ -f- a^) Sl^. let T die Spannung des Fadens, p seine Lilnge zur Zeit 

J 

so isfc die Kraltefimction dor Spannung j{—‘T)dq, Wie aus der Lebre yon den 

2a 

yirfcuellen Momenten in der Statik bekannt ist, muss der Spannung das nega- 
tive Vorzeichen gegeben werden, da sie 9 zu verkleinern sucbt und die Grenzen 
sind 2 a imd weil der Faden sich von seiner Anfangsliinge 2 a bis ^ ausgedebnt 

hat. Da nach deni Hooko’schen Gesetz 


(^ — 2a)^ 
4 a 


ist, so erhalt man die 
u a 

Die Eeaction bei A tritt nach 


Ki’aftelunction durch Integration = — B 
§ 141 in der Gleichung der lebendigen Kraft nicht auf. Diese letztere ist daher 




+*[(S) + (1)’+ ‘’"‘J - “ («■ + *•’' 


(2). 


Es sind nur zwei imabhilngige Bewegungen der Stiibe mdglich. Man kann 
AJB um A und BC um B drehen; alle Bevregimgen, die nicht aus ihnen be- 
stehen, sind mit den geometrischen Bedingungen der Aufgabe unvereinbar. Zwei 
dynamische Gleichungen sind zu ihrcr Bestimxnung ausreichend und diese haben 
wir eben erhalten; alle librigen Gleichungen, die vielleicht noch nothig sind, 
mils sen aus geometrischen Betrachtungen abgeleitet werden. 

Sind ip' die Keigungen der Stabe AB, BG gegen die a; -Axe und ist 
(p^qp' — qp^ so ist 

=: 2 a cos ip -j- a COB -ip' y = 2 a sin a sin ^ 

dx ^ , f dy ^ , , , 

— = — 2 a Bin ip CO — a smip co = 2 a cos 'ipco-j-ci cos ip co . 

(it Ctt 

Die Gleichungen derWinkelbewegungsgrosse und der lebendigen Kraft werden 

dann 


m(jh^ -j- 6 a^ -j- 2 a^ cos g?) o -|- m -f* + 2 a® cos 9) a/ = m ( 2 k^ A’ * (^) 7 

Diese Gleichungen bestimmen co, 00' in Ausdriicken des Hiilfswinkels 9. 

Die grosste Lange des elastischen Fadens loahrend der Beivegung zu finden. 

In dem Augenblick, in welchem q ein Maximum wird, ist ^ ^ ganze 

System bewegt sich daher, als ware es ein starrer Korper. Fiir diesen einzelnen 
Moment ist also co = co' und die Gleichungen (3) und (4) werden, wenn man far 

Jc^ seinen Werth einsetzt, 

o 

SE 

(10 *-f- 6 cos 9) CO = 7 , (10 4" 6 cos 9) co^ 7 •— £—3 {q ~~ 2^)®- 


Eliminirt man co und bedenkt, dass ^ = 4a cos y 9 ist, so erhalt man 
E( 3 q^ + 16a2) {q — 2 a) = 2 SmSlht^ {q + 2a). 

Diese cubische Gleichung hat eine positive Wurzel, die grosser als 2 a ist. 
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Kapitol IV. Ebenc Bewegung. 


Jhe Bcwcgmuj in dcm- Angcnyiiclc zit finden, in dcm die Stdhe rechtwinJeUg 
zn cinandcr Hind. In dicscni Moment iat imd (v 3 ) und ( 4 ) crlialtcn die 

GeHlalb 

8(0 + 2oj' = , 8a)» + Sco'* = (V'i ~ lY- . 

nia ^ 

Ann Cllnidmngeii liisHt Hieli oj mid co' leitdit jil)l(dt('n. Ollenbui* Hind 

die Wtu'Llie iVir (o u/ mir diinn roidl, weim ist. 

via 

2) J^Jinc (Otdere Jjimtng, Mini kiinn widi oft di(> Millie einer Elimination er- 
Himren, 'ircnn vimt. die am dm .'Principicn der Fldchcn nnd dcr lebcndigcn Kraft 
<fhgeh:itelr}i. (llvivhiiugvn in einer etimia andern Art hihlet. Dm* Stab BiJ dreiit 
nidi uin ./> mii der Winkelgi'He.liwiudigkcit co', wiUivend mcli gbdeb'/ddtig B Konk- 
reebt zii A B nii(. der tb^scliwimligkeit 2aco bewegt. Db? (leHcliwindigkdt diis 
Punki(‘H K IhL dalier die Il<»Kultauto von aco Hcnlireelit zu BC nnd 2 aw Honk- 
reclit zii A Ji^ lieide Hcdlistviivniilndliidi dem Punkt K ertlieilt. Wiinsclieii wir 
die Ib^Hultate in Aiindnlckiin von w, oj m orlialten, ko kann man diii.se Go- 
selnvindigkeiten ntatt dea* Coovdinaten (a;, g) Ixnmtzmi, nin dii^ Pewi'gnng von F 
auHzinlriiidctai, 

He! d(3,r Anwendnng dew Prinei])H der Plllclion liaben wir das Moment der 
(b'Heliwindigkeit von BJ urn A. zn wuelK'n. Da die GeHeliwindigkeit Saw nenk- 
veebt zu AJi int, ho bat daw Loth von A auf iliro liicbtnng eine Lllngo 
gbdeh AB iilnn der Projection von BBJ auf AB, alno «=»2a-t- a coh Weil die 
GeHchwindigkeit rtw' rtenkreebt zu BBJ iwt, ho bat daH Loth von A anf ilirc 
Iticbtiuig eine. .fjilnge gloieb BBJ iduH dcr Projection von AB auf BF, also 
#c -[- 2a(a)Hf/i. Die Winked IiewegungHgrOHHe dcH Stabes BO um A iyt dabor 
nacb § Did: 

viJro) vi a 10 (2 a -|“ a con cp) + viam {a 2 a cos cp ) . 

Dan Prin(*i]) d(3v Flacb(3n fiir die boiden Stilbe liefert dalier 

m (/c* () 4* 2 «“ coH (p) 01 4 9 ) (2 Ic^ 4 “la*) SI . 

Die roebte S(‘ite der (Tleicbinig ist dex* Anfangswertli der Winkelbewcgimgs- 

gruHso nnd wird aus der linken Soite dadurcb crhalten, dans man eos 93 J- 

nnd fo oi' --- SI si*tzt. 

Dei dm* Anweiuhmg des Princiiis der lobeiidigen Kraft braueben wir die 
Gesebwindiglccdt von Betraclitet man sie als die Bcsultantc von 2ao) nnd aoo' 
uiid ist V ilir Wertb, so irtt offenbar 

~ (2aco)^ 4 -4 2 * 2aaj • aco' cos cp . 

Hat man dcu Anfangswertli bostiiumt, wic ziivor, indom man cos (p = — a)=co' = ^l 

setzt, HO liefert das Princiii der Icbendigon Kraft nacb § 142 

HI (/c“ 4 "h + ^nia^coco' cos cp = 

= m CiJc^ + irt*) Sl^ — B , 

2 Ct 

wobei die Krilftefunetion cbenso, "wic frilhcr, crmittelt “wird. Da = — oi und 

dt 

Q-^ cos 4 * (p isi., so habon wir gerado drei Dlcichungen zur Bcstimmimg von 
CO, co' nnd rp. Sind nnr dicse Grdsson zu sueben, wic in den bciden obigon Piillen, 
so hat diese Form der Losimg* den Vorzug der Kiirzo. 

Beisp. 1. Zwei Stilbe AB^ BC von gleicber Mass(3 sind durcb ein Sebarnier 
bei B verbunden und das J^bide A liogt fast. Sie fallen aus einer Anfangslage 
imtor der Wirknng der Scliwere. Hire Lilngen sind 2 a bez. 2j[> und ihre Neigungen 
gegen den Horizont (?, cp zu irgend einer Zeit. Man beweise, dass 



tt (ii+ S)] = ® ‘j’ 

und 

^“*(^) +6a6cos(g) — 0 )^ • ^ = Oagsme+'dbgsmcp + C. 

Die erste Gleicliung erhillt man aus dcr Winkelbewegungsgrosse um A fiir 
Z^eidcKOrper, Avic in § 78 crldllrt wurdc. Die zA^eite ist die Gleicliung der Icbendigen 
Kraft. [Coll. Ex.] 

Bei^p. 2. An einen gleicMormigen Stab von der Lange 2 a ist durch einen 
Faden h ein materieller Punkt befestigt; der Stab und der Faden Averden in der- 
selben Geraden auf einen glatten Tiscb gelegt und der materielle Punkt Avird mit 
der GescbAvindigkcit V senkrecbt zum Faden fortgesckleudert; man beweise, dass 
der grosste Winkel <p, den der Faden mit dem Stab macben kann, durcb 

sin^ — 9 = — gegcben ist, worin n das Verbiiltniss der Masse des Stabes 

zu der des Punktes bedeutet. Man zeige aucb, dass die Winkelgescb-windigkeit 
V 

alsdann — q-— ist. [Coll. Ex.] 

Der gemeinschaftlicbe ScbA\rerpunkt G beAvegt sicb mit gleicbformiger Ge- 
scbAvindigkeit in einer Geraden. Sowobl die lebendige Kraft als die WinkeL 
bewcgungsgrdsse um G sind constant. 

Beisp. 3. Drei gleicbe und gleicbformige Stangcn sind aus solchem Material 
kergestellt, dass jeder Massenpunkt jeden andem mit einer Kraft abstosst, die 
dem Product ibrer Massen und ibrem Abstand direct proportional ist und sind an 
ihrcn Enden so verb unden, dass sie sicb frei um sie dreben konnen und dass sie 
ein gleicbseitigcs Dreieck bilden. Eine der Verbindungen an den Ecken wbd ent- 
fernt,* man bcAveise, dass die Winkelgescbwindigkeit jeder der S-usseren Stangen, 
wenn alle drei sicb in gerader Linie befinden, ^8,4 mal so gross als ibre Winkel- 
gescbwindigkeit zu der Zeit ist, Avenn sie recbte Winkel mit der mittleren Stange 
bilden. [Math. Tripos 1878.] 

Beisp. 4. Vier gleicbe Stabe OA^ AC, CB^ BO sind durcb Scbarniere frei 
an ihren Enden verbunden, so dass sie einen Rhombus bilden und der Winkel 
A OB — a ist. Das System rotirt in seiner Ebene mit der Winkelgescbvdndig- 
keit 1^1 um 0, Avelcbes im Raum festliegt und dabei sind die Eckpunkte 0, G durcb 
einen Faden verbunden. Der Faden gibt nacb und co, (q sind die Winkel- 
gescbAvindigkeiten der Stabe zu irgend einer spateren Zeit. Man beweise, dass 

ist. (“-“')*= 2 (l + I cos 

§ 148. Die Linse eines schtueren JPendels entlidlt eine hugelformige Aushohlimg, 
ivelclie mit Wasser gefullt ist. Man soli die Beioegung ermitteln. 

0 sei der Aufbangungspunkt, G der ScbAverpunkt des festen Tbeils des 
Pendels, Mk^ sein Tragbeitsmoment fiir 0 und OG — h. G sei der Mittelpunkt 
der Wasserkugel, a ibr Radius und 00— c; m sei die Masse des Wassers. 

Wenn Avir annebmen, das Wasser sei eine vollkommene Fliissigkeit, so muss 
nacb der Definition einer Fliissigkeit die Action zAviscben ibm und dem Gefass 
die Ricbtung der Normallen zur Kugeloberflacbe baben. Es existirt daber keine 
Kraft, Avelcbe die Flussigkeit um ihren ScbAverpunkt zu dreben sucbt. Bei dem 
Hin- und HerscbAvingen des Pendels nimmt der Mittelpunkt der Kugel an dieser 
Bevvegung Tbeil, obne dass das Wasser rotirt. 

Die Effectivkrafte des Wassers sind nacb § 131 gleicbAvertbig mil? der Effectiv- 
kraft der ganzen in ibrem Scbwerpunkt vereinigten Masse und einem Paar mk^ doj d% 


WUiiU CO tut; VV W TTtuoovyAO u.u.vi. nviv ovj.4j. a. Acugxj.v^j.ii>3JiJU.WJjji.uJJ.D 

um einen Dm-chmesser ist. oo ist aber, wie eben gezeigt wurde, Null; das Paar 
fallfc also weg. Paraus foigt, dass man bei alien Problemen dieser Art, wenn der 
Koi*ijer sich nicbt dreht oder sich mit gleicbformiger Gescbwindigkeit drebt, den 
Kdrper in einen einzigen in seinem Schwerpunkt liegenden materiellen Pnnkt Yer- 
cinigen kann. 

Das Pendel imd die Tereinigte Flilssigkeit bilden nun einen starren um einc 
iestc Axe rotirenden Eorper; wenn daher 0 den Winkel bedeutet, den eine im 
Koi-per festliegende Linie CO mit der Yerticalen bildet, so ist die Bewegunga- 
gleicbixng nach § 89 

(JIf /c- + mc^) '^^2 sin 0 — 0, 

worin bei der Peststellung des Moments der Scbwere vorausgesetzt wurde, dass 
0, (x, 0 in grader Linio liegen. Die Lange L' des gleicliwertbigen einfachoi] 
Pendels ist nach § 92 

^ Mh + mc ‘ 

mlc^ sei das Tragheitsmoment der Wasserkugel um einen Durchmesser, Denki 
man sich nun, das Wasser wurde fest und wilre mit dem Gefass starr yerb unden 
so findet man die Lilnge L des einfachen gleichwerthigen Pendels auf ahnliche An 

MK^+m{c^+h^) 

Mh + inc 

Es ist also I! < L, die Scliwingungsdauer daher kleiner, als wenn das Ganz( 
massiy ware. 

§ 149. Die cliarakteristisclien Merkmale sich hewegeiider Korper 
Aus den Bewegungsgleichungen der Korper in § 136 ist ersichtlich 
dass die Bewegung abhangt 1) von der Masse des Korpers, 2) der Lag( 
des Schwerpunkts, 3) den ausseren Kraften, 4) den Tragheitsmomentei 
des Kdrpers um gerade durcli seinen Schwerpunkt gehende Linien 
5) den geometrisclien Grieichungen. Zwei Korper konnen so versckiedei 
sein, wie moglich; wenn diese Merkmale dieselben sind^ so bewegei 
sie sick auf dieselbe Art^ d. b. ibre Scbwerpunkte besebreiben dieselb< 
Babn und ibre Winkelbewegungen um ibre Scbwerpunkte sind dieselben 
Dieser Satz wird oft mit Vortheil dazu verwendet, den gegebenen Korpe; 
mit einem andern zu vertauseben, dessen Bewegung sick leiebte: 
finden lasst. 

Wenn z. B. eine Kugel eine excenirische kugelformige Ausboblun^ 
bat, welcbe mit einer Fliissigkeit von derselben Dichtigkeit wie di( 
der massiven Kugel gefllllt ist, so hangt die Bewegung der Kugel voi 
der Lage der Hoblung nicbt ab; man kann also den bohlen Eaum, wem 
es vortbeilhafter ist, in den Mittelpunkt verlegen. Denn da die Pliissig 
keitskugel entweder nicbt oder mit gleicbformiger Winkelgescbwindigkei 
rotirt, so wird die Bewegung nicbt verandert, wenn man die Pliissigkei 
in einen in ihrem Centrum liegenden materiellen Punbt vereinigt 
Alsdann ist offenbar das erste, zweite, dritte und funfte Merkmal un 
abbangig von der Lage der Hoblung. Was das vierte angebt, so sei a de; 
Radius der Kugel, h derjenige der Hoblung, c der Abstand ibres Mittel 
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punkts vom Centruin der Kugel; das Tnigheitsmoment des massiven 
Theils der Kngel ist alsdann ^ ^ und das 

der Flilssigkeit^ wenn sie in ihrem Mittelpunkt vereinigt wird, ^Tth^ * (?, 

Addirt man beide^ so versebwindet c; das ganze Tragheitsmoment ist 
dalier von der Lage der Hohlung unabliangig. 

Ein andres Beispiel ist die Bewegung einer gleicbformigen drei- 
eckigen Lamelle unter dem Einfluss der Sebwere. Ersetzt man die 
Pliiche dnreh drei Drahte, welclie ihren TJmfang bildeU;, aber fcein Ge- 
wiclit haben; so bleiben die geometrisclien Bedingungen der Bewegung 
im Allgemeinen unveriindert und setzt man auf die Mittelpunkte der 
Drahte drei materielle Punkte, wovon jeder ein Drittel der Masse des 
Dreiecks enthalt, so hat der Korper dieselben charakteristischen Merkmale, 
wie das wirkliche Dreieck und kann es in jedem Problem ersetzen. 

Beisio. 1, Ein materielles Dreieck, welches sich im Zustancl der Ruhe he- 
lindet, wird im Mittelpunkt einer Scite von eincm Stoss senkrecht zu seiner 
Ebene getroffen; man zeige, class die Momentanaxe die beiden andem Seiten 
lialbirt. Triift jedoch der Stoss einen Eckpunkt, so theilt die Momentanaxe die 
beiden Seiten, die in diesem Punkt zusammenlaufen, im Verhaltniss von 3:1. 

Dies ist eigentlich kein Fall ebener Bewegung, dock lassen sich die Re- 
sultate aus bereits gegebenen Satzen ableiten, wenn man die Momente um eine 
Gerade nimmt, welche durcli den Angriffspunkt des Stosses und einen der gleich- 
werthigen materiellen Punkte geht. 

Beisp. 2. Eine materielle dreieckige Plache ABC schwingt um eine Seite 
AB als horizontale Axe unter dem Einfluss der Schwere; man zeige, class die 
Druckkrilfte auf die feste Axe einem verticalen Druck auf den Mittelpunkt 0 von 
AB und einem Druck in der Ebene des Dreiecks gleichkommen, welcher den Ab- 
stand z\visclLen 0 und der Projection N von C auf AB halbirt. Der erste ist 
AtF’ und der zweitc ist der Spannung eines Fadenpenclels von der Lange 

und dem Linsengewicht ~W gleich, wobci W das ganze Gewicht bezeichnet. 

Die Rotationstragheit einer rauhen Rolle, liber welche ein Faden 
lauft, der zwei Theile eines dynamischen Systems verbindet, zog man 
friiher dadurch in Rechnung, dass man die Rolle durch eine andre 
von derselben Grosse aber ohne Masse ersetzte und ihren Umfang mit 
einem materiellen Punkt belud. Ist a der Radius der RoHe, h ihr 
Tragheitsradius in Bezug auf das Centrum, m ihre Masse, so ist die 

Masse des materiellen Punktes so dass sie also flir eine cylindrische 

Rolle die Halfte der Masse der RoUe ausmacht. Sie muss dann der 
Masse der librigen an dem Faden befestigten materiellen Punkte zu- 
gezahlt werden, Sind z. B. zwei schwere Massen M, M' durch einen 
Faden verbunden, der liber eine cylindrische Rolle von der Masse m 
lauft, die sich frei um ihre Axe drehenkann, so ist dieBewegungsgleichung 

worin v die Gesdiwindigkeit bedeutet. Die Tragheit der Rolle -wird 
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Kapitcl IV. Ebene Bewegung. 


dtibei dadurcli berucksichtigfc, class man einfach ~ zu cler bewegi 

Masse addirt. Isfc die Rolle ebenso im Raum beweglicli wie sie 1 
rotireii kaiui, so zielit man ihre Translationstragheit wie gewohnl: 
in Rccliuiiiig, indcin man die ganze Masse in ihrem ScbAverpunkt v 
einigi Da diese Vorstellimg von der Rotationstriiglieit jetzt niclit m< 
ott beiuitzii wird; so uberlassen wir den Beweis dieser Angaben, wc 
oilier iidtliig seiii sollte, dom Leser. 


Boisp. {}, Die Enilpunkto A uml JB eines Stakes AB ^ clessen Sebwerpu: 
in (l«*r Mitto O von AB liegt^ sind gezwungcn, sicli lilngs zweier aufeinan 
scnkreclitcr Cbiratlcn Ox^ Oy zn bewegen nnd irgend welclie Eraftc wirken 
don Stab. Man zeige, dass die Bewegung dieselbe ist, als wenn die ganze Ma 
in Hoincin Sehwerpunkt vereinigt wilre nnd alle Kiilfte in dem Verblllti 
rr + /r:fr redticirfc -wurden, iinter 2 a die Lange imd imter k den Triiglie 
radius fiir don Sdnverpunkt vorsfcanden. 


Beisp. 4. Eine kreisformige Sclieibe, deren Scliwerpunkt in ibrem Centt 
liegb, rollt auf einor vollkommcn niuhen Curve unter dem Einfluss beliebi 
Kriifte; man zoige, dass die Bewegung des Centrums dieselbe ist, als wenn 
Curve Jglatt wilre tiiid alle Krafte iin Verbaltniss cr + k^ : a“ I'educirt -wurc 
unter a den Itadius dor Scheibo nnd unter k den Traglieitsradius fiir das Gentr 
verstanden. Dio norinalcn Briickkrilfte auf die Curve sind jedoch in don beii 
Billion niclit dioselben. In irgend oiner Lage der Scheibe bctiilgt der Unterscb 




X , wenn X die Componente der an der Scheibe angreifenden Kraft lit: 

Cl“ /C" 

der Kormalen zur rauhen Curve ist. 


§ 150. Die Spaimiiiig an irgend einem Punkt eines Stabes. 1 

Stab OA befmdet sich im GleiclKjetviclit imter der Eimvirhimg beliebi 
Krafte; man soil ihre Wirlamg auf einen Querschnitt des Stales bei 
bestimmen. Diese Wirkung kann man als die Residtante der positn 
odor negativen Si:)annungen der unzahligen Fasern auffassen, aus der 
das Material des Stakes bestelit. Aus der Statik ist bekarmt^ dass n 
sie zu eiiier Einzelkraft JR, die an einem Punkt Q, den man beliel 
wahleii kaim, angreift und zu einem Paar G verbinden kann. Da s; 
jeder Tlieil cles Stakes im Gleichgewicht befindet, so mussen sie ai 
alien ausseren Krliften; welclie an dem Stab anf der einen Seite ( 
Quersebnitts bei P angreifen, das Gleichgewicbt halten. Ist der Schi 
imbegrenzt klein, so nimmt man Q gewohnlich in der Ebene des Qu 
sclinitts an und die Kraft R und das Paar G sind dann zusammen ( 
Maass fiir die Spanmtng des Qiierscbnitts. 

Wird der Stab durch die Wirkung der Krafte gebogen, so were 
die Pasern auf der einen Seite ausgedelint, auf der andern zusamm 
gedruckt. Der Stab beginnt zu brechen, sobald die Fasern kinlangl 
ausgedelint odor gedruckt werden. Wir wollen die Tendenz der Kr 
li, den Stab zu breeben, mit cler des Paares G vergleichen. Ist A < 
Flacheninbalt cles Quersebnitts des Stabes, so verursaebt eine Kraft 
die den Stab ziebt, eine resultirende Kraft P = P und ruft e 
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ist. Dieselbe Kraft F hat, weim sie in dem Abstand p yon P an 

dem Stab angreift, ein Paar G = Fp zur Polge, welches durch das 
von den Spannungen gebildete Paar im Gleichgewicht gehalteii werden 
muss. Ist 2a die mittlere Breite des Stabes, so ist die mittlere durch 
G hervorgerufene Spannung, auf die Flacheneinheit bezogen, von der 

Ordnung 1st nun der Querschnitt des Stabes sehr klein, so 

ist ” sehr gross. Daraus geht hervor, dass das Paar, wenn es existirt, 

im Allgemeinen einen viel grosseren Einfluss auf das Brechen des 
Stabes ausilbt, als die Kraft. Mean nimmt daher oft dieses Paar zum 
Maass fur die gesammte auf das Brechen des Stabes gerichtete Wirkung 
der Krlifte. Die Tendens der Krafte, einen Stab 0^ in einem Punkt P 
m b'CcliGUj wird durch das Moment um P aller Krafte, welche an einem 
der Segmente OP, FA des Stabes angreifen, gemessen. 

Die Componente der Kraft P, welche senkrecht zum Stab ge- 
richtet ist, heisst die Sclieerkraft Sie kommt den senkrecht zum Stab 
gericliteten Componenten aller Krafte, welche an einem der Segmente 
OP, FA angreifen, gleich. 

Belindet sich der Stab in Bewegung, so gelten nach dem D^Al em- 
ber t’sehen Princip dieselben Betrachtungen; vorausgesetzt, dass man 
die umgekehrten Effektivkrilfte in die Krafte einschliesst, die an dem 
Stab angreifen. 

Meistens wird der Stab so wenig gebogen, dass man beim Auf- 
stellen des Moments der gegebenen Krafte die Wirkung der Krllmmung 
vernachlassigen kann. 

Ist der Querschnitt des Stabes nicht sehr klein, so wird das obige 
Maass filr die „Tendenz zum Breclien^^ unanwendbar, Man muss dann 
sowohl die Kraft als das Paar in Betracht ziehen, Dieser Fall liegi 
aiisserhalb der Grenzen unsres Buches; wir verweisen den Leser auf 
die Werke liber Elasticitatstheorie. 

Liegt kein Stab sondern ein Faden vor, so verschwindet das Paar 
und die Kraft greift in der Richtung der Tangente an den Faden an. 
Die Inanspruchnahme des Fadens an irgend einem Punkt wird daher 
einfach durch seine Spannung gemessen. 

§ 161. Ein Stab OA mn der Lange 2 a mid der Masse der sick frei um sein 
eines Ende 0 drelien Icann^ fdllt in einer verticalen Ebene miter dem Einfluss d-er 
Schioere Jierab, Man sucJie die ^/fendenz zum Brechen/^ an einem Bimikt P. 

du sei ein Element des Stabes im Abstand u von P nnd auf derselben Seite 
von P wie das Ende A des Stabes. Es sei 01?=^x und Q der Winkel, den der 
Stab mit der Verticalen zur Zeit t inacht. Die Effectivkrafte fur du sind 
du . , , du . . ^(dOY 

senkreebt zum Stab bez. in seiner Richtung genommen. Die gegebene Kraft ist 

m^g^ die vertical ab warts gericlitet ist. Wendet man die Effectivkrafte um, so 
A a 
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iBfc die Tenden!^ mm Brechen bei P dem Moment aller Krafte, welche an dem 
Tlieii PA des Stiibes angrcifen^ in Bezug aiif P gleich. JSTennen wir es so ist 





dit 
2 a 


sin 0 + 


■/’ 


dll , , 

^n-^{x + u)u 


d^e 
dt^ ’ 


wobei die Grcnzen von i6 = 0 bis u^2a — x gcben. Die Bewegimgsgloiohung 
ist ienacr, wcnn man die Momente urn 0 nimmt, 


Darans orgibfc sich leicht 


4a“ d^O . 

m -r- = — viga sin Q. 

d Cit*' 


L 


mg sin 0 
16 


x{^a — xy. 


Das Minnszoiclien bcdcutofc, dass die Krilfte PA um P in einer Ricbfcung zu 
biogen siichen, welche derjenigen entgegengesetzt ist, in welcher B gemessen wnrde. 

Um zu ermitteln, wo der Stab, der gleiclimaasig stark vorausgesetzt wird, 
am wahrsclicinlicliatcn brechen wird, muss man L zu einem Maximum machen. 


Dies gibt 


^ili 

dx 


: 0 und mitliin x = 


2(:6 


Der gesuclite Punkt liegt in einem Ab- 


stand vom festen Ende, der einem Drittel der Lilnge des Stakes gleich ist. Seine 
Lage, Avie man sich merken mdge, ist unabhilngig von den Anfangsbedingungen. 

Um die Schcerkraffc bci P zu linden, muss man die Componente senkrecht 
zmu Stab suclioii. Wird das llesultat Y genannt, so ist 


.J-,np^^gsinO+J, 




(lye 
dt- ’ 


wobei die Grcnzen dicsclben Avie zuvor sind. Dies gibt 


ma sin 0 


(2a — x) (2a — 3x ) , 


Avelches an der Stellc verscliAvindct , an Avelchcr die Tendenz znm Brechen ein 
Maximum ist und ein Maximum in einem Abstand vom festen Ende Avird, der 
zwei Drittel der Lilnge des Stabes betrilgt. 

Um die Zugspannung bei P zu linden, muss man die Componente in der 
Itichtimg des Stabes siichen, Ileisst das Resultat X und Avird in der Richtung 
OA xiositiv genommen, so erhlllt man 

^ r du . C du, . .{ddV 

^=-J + [dij ■ 

Geht der Stab vom Zustand der Ruhe aiis bei einer ISTeigung <x gegen die 
Yerticale, so findet man duroli Integration der BeAvegungsgleichung 

/dOV ^0 r ^ s 

( _ ) = ^ (cos B — cos cc). 

\dt) ^ 

Mithin 

X = (2a — x)[ — 4ct cos 0 4“ ^ u — cos 0) ( 2 a + £t?)] . 

o ct 

Alls diesen Gleichungen folgt: (1) Die Grosse des Biegungsmoments und der 
Scheerkraft sind von den Anfangsbedingungen unabhilngig. (2) Die Grosse soAvohl 
des Momentes Avie der Scheerkraft an einem beliebigen Punkt des Stabes variirt 
wie der Sinus der hTeigung des Stabs gegen die Yerticale. (3) Das Yerhaltniss der 
Grosse der Biegungsmomente an zwei gegebenen Punld;en des Stabes bleibt immer 
dasselbe und dies gilt auch ftir die Scheerkrafte, (4) Die Zugspannung hangt von 
den Anfangsbedingungen ab und ivcnn der Stab nicht vom Zustand der Ruhe in 
horizontaler Richtung ausgeht, so andert sich das Yerhaltniss der Spannungen an 
zAvei gegebenen Punkten mit der Lage des Stabes. 



141 


Die Spannung an irgend einem Punkfc des Stakes (§ 151 — 152). 

§ 152. Ein Htarrer an einem PimU vollstdndig gespaltener JReif roiU auf einer 
volllcommen rauhen Jiorimitalen Ehene imd Jccme midern Krafte ausser der Sclmeve 
wirlcen auf ihn ein. Man heioeise, dass das Biegmigsmoment an dem von dem Spalt 
am weitesten entfernten Funlct immer dann ein Maximum ivird, toenn der Spalt 
tiefev als das Gentvum liegt und zuglctcli die Neigung des duvcii den Spalt geJienden 

Durchmessers gegen den Ilorizont arc tan ^ ist. [Math. Tripos, 1864.] 

CO sei die Winkelgeschwmdigkeit des Reifens, a sein Radius. Die Ge- 
achwindigkeit eines Punktes P des Reifens ist die Resultante aus der Geschwindig- 
keit a(o paralhil zur horizontalen lilbene und der gleichgrossen aco in der Richtung* 
der Tangente an den Rcifen. Die erste ist nach Richtung und Grosse constant 
und tragt daher zur Beschleunigung von P nichts bei. Die letztere ist der Grosse 
nach constant, aber in ihrer Richtung veranderlich und liefert aco^ als Be- 
schleunigung in der Richtung des Radius des Reifens. A sei der Punkt, an 
welchcni der Reif gespalten ist, B das andere Ende des Durchmessers, C das 
Centrum, 0 die Neigung von AOB gegen den Horizont. PP' sei irgend ein Ele- 
ment aul der oberen Plalffcc des Kreises, BCP (p. Dann ist das Biegungs- 
inoment oder die Tendenz zu brechen bei B dem Ausdruck 

7t 

{ — aco^a sin 93”|~^[acos^ — a cos {cp 0)]] adcp == 

1 ) 

= — -|“ ga^ {% cos 0 2 sin0) 

2 

in’oportional. Er wird ein Maximum fiir tan 0 = — • 

TC 

Beisp. 1. Ein halbkreisformiger Draht AB vom Radius a rotirt auf einer 
glatten horizontalen Ebene um sein eines Ende A mit constanter Winkel- 
geschwindiglceit co. Es sei acp der Bogen zwischen dem festen Punkt A und dem 
Punkt, an welchem die Tendenz zu brechen am grossten ist; man beweise, dass 
tan 9 — TT — cp ist. Wird das Ende B plotzlich festgelegt und das andere A los- 
gelassen, so ist die Tendenz zu brechen an einem Punkt P am grossten, fiir 'welchen 

jtimPBA=r=PBA 

ist. “ [Math. Tripos, 1886.] 

Beisp. 2. Zwei Eckpunkte einer schweren quadratformigen Lamelle, deren 
Seite a ist, sind mit zwei von dem Mittelpunkt eines Stakes, dessen Lange 2 a ist, 
gleichweit abstehenden Punkten so verbunden, dass das Quadrat um den Stab 
rotiren kann. Das Quadrat hat dasselbe Gewicht, vde der Stab. Wenn der Stab 
in horizontale Lage gebracht und an seinen Enden gestiitzt vrird, so ist er im 
Begriff zu brechen. Der Stab wird nun in verticaler Lage an seinen Enden ge- 
halten und dem Quadrat die Winkelgeschwindigkeit to gegeben. Man zeige, dass 
der Stab bricht, wenn aco^^Bg wird. [C^oli. Exam.] 

Beisp. 3. Ein Draht in der Gestalt des von der Axe abgeschnittenen Theils 
der Curve r = a (1 -(- cos 0) i-otirt um den Coordinatenanfang mit der Winkei- 

geschwindigkeit to. Man beweise, dass die Tendenz zu brechen amPunkt ^ ^ 

12 1/2 

m — ca^a^ gemessen wird. [St. John’s Coll. (St. John’s Coll. Examination Papers.)] 

Beisp. 4. Ein nicht homogener Stah OA wird wie ein Pendel um eine horizontale 
durch 0 gehencle Axe geschwungen. Man beweise, dass, wenn der Stab bricht. 
dies an einem Punkt P geschieht, der dadurch bestimmt ist, dass der Schwer- 
punkt von PA das Schwingungscentrum des Pendels ist. [Math. Tripos, 1880.] 

§ 153. Reibuiig zwischen nnvollkonimeii rauhen Korpeni. Die 
Compoiienten der Reaction. Wenn ein Korper auf einem aiidern rollt 



und (lie Korper dn,bei gedrilckt werdeti, so gebea beide etwas uacli 
und beliiuleii sich dalier lilnga einer kleinen Flilclie in Berulirung. lu 
jedem Puiikt diesor Flii(die liiidet eine gegenseitige Einwirkung der 
Kbrper statt. Dio EIcjucji 1)(3 grade hiiiter dem geometriscben Berilhrungs- 
punki; siiul im Bogriir sidi zn tronxieii und konneii das Bestreben liabeii 
aneinaiider liilngen v.w bleibon mid die vor ilim konnen dem Zusammen- 
drucken Widerstand yai Uusten suclieii. Die Gesamintheit der Wirkungeu 
I'flr alle Eleinenb) ist 1) oiuor Coxnponente It normal zur gemein- 
scliaftlicbon Bin-illirimgsebene mid gewolinlich Normalreaction genannl, 
gleicliwertliig 2) oin(3r in dor Berulirungsebene gelegenen Compo- 
nenten F, lieilmnf/ genajint^ B) eiiiein Paar de,sseix Axe in der 
Boruliruugsobene liogt and wolcdieH wir das Paar der roUcmien Pdlmng 
noinieii "wollcn und 4) wcnn die Ivdrper eine relative Gescliwindigkeit 
um ilirc gemeiiiHcliaMiclio FTorinale liaben, einem Paar N um diese 
Normale aks Axo, welclieH das Fczar cler drehenden Peibang heissen moge. 

Die beideji Paaro siiul; wic man durcli Experimente gefmiden hat; 
ineistens selir kleiii und wordcjn im Allgemeinen vernacliUissigt. Wenn 
jcdoch die Jhilmngslrdfte ebenfalls Iclcin sind, kann es notliig werdeu 
sie in .Rechnung zn ziohen. Wix* werden daher zuerst die Gresetze 
untersuckeii; welclie sich *auf die Reibungskrafte bezieheU; weil sie am 
wiclitigstcn sind und spiltor die Gcsetze, denen die Paare unter- 
w or fen sind. 

§ 154. Die Reilmiigsgcseize. Um die Gresetze fur die Reibungs- 
krafte zu bestimmen; muss man "Versnche an einigen einfachen Grleicb- 
gewichts- und Bewegimgsfilllen maclien. Ein symmetrischer Korper 
werde also auf einen raulien liorizontalen Tiscli gelegt und eine Kraft 
greife so an ihm an, dass jeder Pnnkt des Korpers parallel zu ihrer 
Richtuiig entweder sich bewegt odex' gedraiigt wird sich zu bewegen. 
Man finclet dass, so lange die Kraft eine gewisse Grosse nicht erreicht 
hat; der Korper sich nicht bewegt. Das erste Reibungsgesetz lautet 
daher, dass die Reibung in einer solchen Richtung wirkt und eine 
seiche Grosse hat, dass sie gerade ausreicht, Gleiten zu verhindern. 

Wird nun die Kraft allmilhliclx gesteigert, so findet man durch den 
Yersuch; dass nicht mehr als eine gewisse Grosse der Reibung hervor- 
gerufen werden kann und wenn melxx' Reibung nothig ware um den 
Korper vom Gleiten abzulialteii; dass daun das Gleiten beginnt. Das 
zweite Reibungsgesetz stellt die Existenz dieser Greuze far die Grosse 
der Reibung; die zur Wirkimg gebi’aclit werden kann, fest. Ihr Wertli 
heisst die Gren^grbsse der Mcihung^ 

Das dritte ebenfalls durch Experimente gefuudene Gesetz lautet; 
dass die Grenzgrosse der Reibung zu dem Kormaldruck in einem be- 
stimmten Yerhaltniss steht, welches dieselben zwei in Beriilirung 

befindlichen Korper nahezu constant ist^ sich aber andert; wenn einer 
der Korper durch einen andern von verschiedenem Material ersetzt 
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wird. Dieses Verhaltniss lieisst der Beihimgscoefficient der Materialien 
der beiden Korper. In der Mathematik nimint man allgemein an^ dass 
er constant sei. 

Obgleich die Versuclie uber sein absolutes Constantsein niclit alle 
Yollstandig miteinander libereinstimmten, so hat man docli allgemein 
gefunden^ dass, wenn die relative Bewegung der beiden Korper in 
alien Punkten der Beruhrungsflache dieselbe ist, der Beihimgscoefficient 
nahem von der Grasse der JBerulinmgsfldclie und der relativen Geschwin- 
digheit unahhdngig ist 

§ 155. Coulomb hat auf einen Unterschied hingewiesen, welclier 
zwisclien statischer und dynamisclier Reibung bestelit. Die Reibung, 
welche tiberwunden werden muss, im einen Korper relativ m einem 
andern in Bewegung m setmiy ist grosser als die Reibung zwischen 
denselben Korpern, ^venn sic sich unter demselben Druck in Beivegung 
hefinden. Br fand aucli, dass, wenn die Korper eine Zeit lang unter 
Druck in einer Gleichgewichtslage in Beriihrung blieben, die Reibung, 
die liberwunden werden musste, grosser war, als wenn die Korper 
nur in Beriihrung gebracht und sofort vom. Zustande der Ruhe aus 
unter demselben Druck in Bewegung gesetzt wurden. Bei einigen 
Korpern fand man nur einen sehr geringen Unterschied zwischen der 
statischen und dynamischen Reibung, bei andern war er betrachtlich ^). 
Die Experimente von Morin^) bestatigten im Allgemeinen seine 
Existenz. Kach Versuchen von Fleming Jenkin und J. A. Ewing, 
welche in den Phil. Trans.j 1877 beschrieben werden, war der Ueber- 
gang von statischer zu dynamischer Reibung nicht plotzlich. Mit 
Hiilfe eines Apparates, der von den frliher angewandten wesentlich 
abwich, waren sie im Stande bestimmte Messungen der Reibung zwischen 
Flachen zu machen, deren relative Greschwindigkeit von etwa einem 
Huhdertstel bis etwa fiinf Tausendstel engl. Fuss (3 — 6 mm) in der 
Secunde variirte. Es zeigte sich, dass in den Grrenzen dieser ver- 
schwindend kleinen Geschwindigkeiten der Reibungscoefficient allmahlich 
mit der Yergrosserung der Geschwindigkeit von seinem statischen bis 
zu seinem dynamischen Werth abnahm. 

Die Yersuche von Coulomb und Morin wurden mit Korpern 
gemacht, die sich mit massiger Geschwindigkeit bewegten; in neuerer 
Zeit hat dagegen Capt. Douglas Gallon^) Experimente uber die 
Reibung zwischen gusseisernen Bremsblocken und stablemen Rad- 
krauzen von Maschinen angestellt, die sich mit grosser Geschwindigkeit 
bewegten. Die Geschwindigkeit variirte von 7 bis zu 88 engl. Fuss 

1) Die Resultate der Coulomb’schen Yersuche findet man in seiner Theorie des 
machines simples, Memoires des Sava^its eti'angers, tome X. Diese Abhandlung erhielt 
1781 den Preis der Academic des sciences und erschien 1809 in Paris in Sonderdruck. 

2) Nouv, experiences sur le froUement. Metz 1833 — 1835 und spatere Aufsiitze. 

3) Nature, Bd. 18, 8. 471. 


den folgenden beiden Resultateii: 1) Der Reibungscoefficient war fu 
grdssere Grescbwindigkeiteii viel kleiiier wie fiir geringere. 2) E 
wurde kleiiier^ nacbdem die Rader einige Secuuden in Bewegung warei 
Siehe den Beiiort of the British Association for the meeting in BuUir 
1878. Der Leser findet einen Bericbt iiber Versncbe mit rollende 
Beihung von Prof. Osborne Reynolds in den Phil. Trans., 1876^). 

§ 156. Weuii man Korper voUhommen rauh nennt^ so versteh 
man gewohnlicli darunter, dass sie so rank sind^ dass die Reibungs 
grosse, welclie dazu ndthig ist, Gleiten zu verhindern, unter den gc 
gebenen Umstanden gauz gewiss in Wirkung gesetzt werdeu kann 
Der Reibuugscoefficient ist daher praktiscb unendlich gross. Nad 
dem ersteu Reibungsgesetz ist die Reibungsgrdsse, welclie zur Wirkunj 
kommt^ diejenige; welche grade ausreicht Gleiten zu verhindern. 

§ 167. Anweiuluiig der Reilmiigsgesetze. Wir wollen nun dii 
aus diesen Versucben abgeleitete Tlieorie auf den Pall ausdelinen, ii 
welcliem eiii Korper auf irgend eiiie Art in einer Ebene sick beweg 
Oder gedrangt wird sick zu bewegen. Nack einem bekannten kine 
raatiscken Satz, der im Anfang cles nacksten Kapitels bewiesen werdei 
Avird, Uisst sick eine solche Bewegung so vorstellen, als ob der Korpe: 
sick urn ein Momentancentrum dreke. Ist 0 das Rotationscentrum 
so bewegt sick oder suclit sick jeder Punkt P des Kdrpers in eine 
zu OP senkreckten Ricktung zu bewegen. 

Die Reibung bei P muss daker nack der eben gegebenen erste) 
Regel senkrecht zu OP aber in entgegengesetzter Ricktung wirker 
Bewegt sick P, so kat die Reibung bei P ikre Grenzgrosse und is 
gleick (iB^ wenn B der Druck bei P und der Reibungscoefficien 
ist. Bei einem in Bewegung befindlicken Korper ist daker die Ricktun< 
und Grdsse der Reibung an jedem gleitendeii Punkt in Ausdriickei 
der Coordinaten von 0 und des Druckes an dem Punkt bekannt. 

2) Ueber gleitende Beihung auf der Ebene findet man eine Tollstandig 
Literaturangabe in dem Bucb Ton Riililmann, Vortrage liber Geschickte de 
techniscken Mechanik. Leipzig, 1885, in welckem alle Arbeiten von Bedentun^ 
wie die von Him, Poinet, Bocbet etc. besprocken werden. Filr gleitend 
Zapfenreibimg sind die von Tower im Auftrag der Institution of Mechanieo 
Engineers angestellten Versucke massgebend, von denen sick eine ausfiibrlicli 
Besprecknng in Dingler’s Polytecknischeni Journal vom 21. /I. 1885 befindet. Ein 
Theorie dariiber hat Reynolds, Fhil. Transactions, 171 (1886) gegeben. Ausserder 
ist Avichtig das Buck von Thurston, A treatise of friction and lost worlc i\ 
machinery and milhvorJc^ 1894:. Ueber rollende Beihung findet man eine voll 
standige Theorie in der oben genannten Arbeit von Reynolds, der sie auf glei 
tende Reibung zuruckfithrt. Gute Literaturzusammenstellungen sind in Jelet 
(Theorie der Reibung, deutsch von Liiroth u. Schepp, Leipzig, 1890), Henne 
berg (Technische Mechanik), Grashof (Theoretische Maschinenlehre) enthaltei 
Sehr elegant ist die Festschrift von Herrmann zum UniversitS^tsjubilaum vo; 
Wurzburg, 1882. Sie heisst: Der Reibimgswinkel. 
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Soli man z. B. das kleinste Paar ermitteln^ welches dazu nothig 
ist eine schwere Sclieibe, die mittelst mehrerer Stifte anf einem hori- 
zontalen Tisch ruht^ in Bewegung zu setzen und sind die Druckkraffce 
an den Stiften bekannt, so erhiilt man durcli Aufstellen der Compo- 
nenten in zwei Eiclitungen und der Momente um eine verticale Axe 
drei Gleichungen. Aus diesen findet man das gesuchte Paar und die 
beiden Coordinaten von 0. 

Manclimal fiillt 0 mit einem der Stiltzpunkte desKorpers zusammen. 
Alsdaiin liat die Reibung an diesem Punkt nicht ihren Grenzwertli. Hire 
Grdsse reiclit nur grade hin^ den Punkt am Gleiten zu verliindern. 

.lj(3iHp. J'bn schwcror Koi’per rubt mittelst dreier Stifte C auf einem 

raiiben liorizontalcn Tisch mid die Druckkrilftc an den Stiften sind P, P. Wenn 
an dem Korpcr ein Paar so angreift, dass er grade im Begriff ist, sich zu be- 
wegcn, zu zeigen, dass sich das Rotationscentrum in einem Punkt 0 hefindet, der 
so liegt, dass die Sinusse der Winkel A OB, BOG, GOA sich wie B , P i Q ver- 
halten. Liegt aber der so bestimmte Punkt 0 nicht innerhalb des Dreiccks ABG, 
so fallt das Rotationsccntrum mit einem der Stifte zusammen. ' 

Dies folgt iinmittelbar aus dem Kraftedrcicck. 

§ 158. Die Uiistetigkeit der Reibung. Man beachte ganz be- 
sonders die eben erwahnte Unstetigkeit. Die Reibung an einem Stiitz- 
punkt^ der gleitet, ist weim It der Normaldruck ist. Gleitet aber 
der Stiitzpunkt nicht, so ist die Reibung eine Grosse F, die unbekannt 
und jedenfalls kleiner als iiB ist^). Hire Grosse muss man axis den 
Bewegungsgleichungen ableiten. 

Ein sich bewegender Korper befinde sich mit einem Punkt A in 
Beruhrung mit einer festen rauhen Eh ene und die Anfangsgeschwindigkeit 
von A sei Null. Der Punkt A kann entweder anfangen auf der Ebene 
zu gleiten oder der Korper kann nur rollen. Um zu bestimmen, welche 
dieser Bewegungen eintritt, konnen wir auf zwei Arten verfahren. 

Bei der ersten Methode untersuchen wir die Reibung, die er- 
forderlich ist, den Punkt A im Zustand der Ruhe zu halten. Unter 
der Annahme, der Korper rolle, stellen wir die Bewegungsgleichungen 
auf. Die Reibung F ist zwar unbekannt, wir haben aber eine geo- 
metrische Gleichung, welche die Bedingung ausdruckt, dass die Tangen- 
tialgeschwindigkeit von A Null ist. Durch Auflosung der Gleichungen 

•pi 

finden wir das Verhaltniss • Ist dieses Verhaltniss kleiner als der 

Reibungsco efficient so kann genug Reibung zur Wirkung kommen, 

um A im Zustand der Ruhe zu erhalten. Der Korper heginnt daher 

F 

zu rollen und fahrt fort m rollen ^ so lange das Verhaltniss kleiner 

p 

als g hleibt Ist das Verhaltniss grosser als ft, so gleitet der Korper 

1) Es wird hier davon abgesehen, dass der Grenzwerth des statischen Reibungs- 
coefficienten clem dynamischen nicht gleich und auch der letztere nicht constant 
ist. musste eigentlich als variahel betrachtet werden. 

Ronth, Dynaniik. I. 
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I)(u yl. Tritt diosor Fall ein, so stellen die aufgestellten Grleichuiigen 
die ■vvalu’O Bewcguiig aiiclit dar und wir wenden die zweite Methode an. 

Dabei bildeii Avir die Bo-wegimgsgleicliungen miter der Aniialimo, 
d(‘r IHnikt A gleito aul* der Ebene. Die Eeibung ist dann fili statt 

mid die gooinotrisclie Gleicbung, die ausdrilckt, dass bei A Icoin 
Gleifien siiattlindet, iallt wog. Lost man. die Gleichmigen anf, so findei; 
man di(^ Tangontialgescliwiiidigkeit des Punktes A. des Kdrpers. Ist 
Hic' ni(3lit Null mid dor Kielitung^ in Avelclier die Roibung ftli wijdct, 
woini ^ oil), oigonos ibin gegobGnesVorzeic]ie.n hat, ontgegengosetzt, so liat 
man di(^ Avabro BoAVOginig gcfuriden. Der Korper gleitct l)ei A tmd falirt 
jhrt rm (jhiten, so lunge die Geschwindigkeit bei A. nicht vcrsclmindeL Tritt 
dioser JMl ojn, so muss man wieder aul* die erste Methode zuruclcgroilbii. 

§ 15!). Die UnstcligkeU Icann auck auf under cm Wcg entstehm, 
Wenn z. B. oiii Kdrpor iiber oiiieii anderen gleitet, so ist die Reibung 
dor Riclitung dor rolativon BoAvegiing eiitgegengesotzt und numeriscli 
doj- Noririalreaction init dem Reibmigscoefficionton multiplicirt gleicli. 
Week sdlt nim vn(> Lanf der JJotuegung die liichiimg der Nornialreaeiion 
ihr Zeieken, wlihrend die JJeivegimgsridldimg unverdndert Ueiht oder 
ilnderti sick dus Voriseichen der Ikzvegimgsrlchtung, ivahrcnd die Normal’- 
reuriion nngedndcrt hleiMy so nmss das Vormchen des Iteilmngscoeffi- 
eicnlen vertauseht werden. In Folgo dessen Ivanii es vorlcominen, dass 
man nou(3 dyuamisclio Gleichmigen ansetzen muss. Derselbe Fall tritt 
oiii, wenn sieh cin Korper in cinem, loiderstehenden AiiUcl heivegt %md 
dabei das GeseU des Widerstandes cine grade Function der Geschwindig- 
heit ist, d. h. cine Function, die ihr Vorzeichen nicht Avechselt, AA^enn die 
GescliAvindiglvoit ilirc Riclitung i.lndert. 

§ 160. Tlubcstiininte Bewegniig. Manchmal Avird die BGAA^egung 
durcli Einluhrung der Reibung unbestimmt. So baben Avir in § 111 
gesehen, da>ss die Coinponenten des Drucks eines in zAvei Gelenken 
scliAvingenden ICrirpers auf die Geleiike in der Richtuiig der sie Ter- 
bindenden Geradeii statisch unbestimnit sind. Hire Summe liisst sich 
foiden, aber nicht jede einzelne. Die BeAA^egung jedocli ist bestimmt. 
Wilron dagegen die Gelenke unvollkormnen rauli, so -warden zAvei 
Rcihuiigspaare, an jedem Geleiik eines, auf den Korper wirkeu, deren 
gemeinscliaftliche Axe die Gerade ware, Avelclie die Gelenke verbindet. 
llire Grdsse wiirde dem Druck, multiplicirt mit eiuer von der Rauhheit 
eines jeden Geleiikes ablilingenden Constanten, gleicli sein. Waren die 
Gelenke migleicli rauh, so hinge die Grosse des resultirenden Paars vo)i 
der Vertheilung des Drucks auf die bei den Gelenke ab, Alsdann ware 
die BeAvegung des Korpers unbestimmt. 

Die Avirkliclic BeAvegung findet man durcb. Benutzung der Elasticitiitslclirc. 

§ 101. Boispiole zur Kcilmiig. Beisp. l. Eine homogcnc Kiigel wird im Zia 
stand der Muhe atif eine raiilie geneigte Ebene gcbracht; der Jteihnngscoefficient ist 
ft; man hesiimme^ ob die Kugel gleitet oder roUt 
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F sei die Eeibung, die notbig ist, clamit die Kugel rollt. Das Problem 
wird dann dasselbe wie in § 144. Es ist daber F tan or, unter a die 

Noigung der Ebene gegen den Horizont verstanden. 

1st nun Y tan cc nicbt grosser als p., so ist die in § 144 gegebene Losung die 

ricbtige. Ist dagegen ft < y tan or, so beginnt die Kugel auf der geneigten Ebene 
zu gleiteii. Die nun folgende Bewegung ist durcb die Gleicbungen gegeben 


m 


(Px 

dP 

0 


ma 


cPx 

dP 


= mg sin u — full 
— — mg cos a + JR 
+ mlP — 'in g a sm a 


Eliminirt man JK, bedcnkt, dass die Kugel vom Zustand der Eube ausgebt 
und integrirt, so orblllt man 


1 ’i g 

x~-^gp (sin a — |li cos a), 0 = j ^ cos a . 

Die Gescliwindigkcit des Punktes der Kugel, wclcher die Ebene beriibrt, ist 


dx dO . ( . 7 \ 

V- 

Da aber nacli der Voraussetzung ft Idciner als y ^ ist, so kann diese 
Geschwindigkeit nie versebwinden. Die Eeibung gebt daber nie in rollende 
Eeibung liber; siebe aucb § 136. Auf diese Art ist die Bewegung vollstundig be- 
stiinmt. 


Beisp. 2. Ein gleicbfdrmiger Stab wird im Zustand der Eube mit seinem 
einen Ende in Beriibrung mit einer borizontalen Ebene gebraebt, dcren Reibungs- 
coefficient (i ist. Die Neigung des Stabes gegen die Verticale ist a; man zeige, 
dass er zu gleiten anfiingt, wenn ft (1 + 3 cos^ a) < 3 sin a cos oc ist. [Coll. Ex., 1881.] 

Wenn ft diesen Grenzwertb hat, beginnt dann der Stab zu gleiten? 

Wir wollen nur den letzten Tbeil der Aufgabe bespreeben. Versteht man 
unter 0 den Winkel, den der Stab mit der Verticalen zu irgend einer spilteren 
Zeit maebt, so findet man durcb Auflosung der Bewegungsgleicbungen, dass die 
Eeibung jP, welcbe notbig ist, um Gleiten zu verbiiten, durcb 

F _ sin d cos 0 -|- 2 sin 6 (cos 0 — cos u) 

^ T — d + 2 cos 6 (cos 0 — cos a) 

gegeben ist. Eiir d = a: ergibt sicb Nun ist d = a + | zu setzen, unter 

^ einen kleinen Winkel yerstanden. Nacb einigen leiebten Eeductionen findet man 

fi 4- -L . . .1 . 

JR ^ L sin 2 a (5 -f- 3 cos 2 a) ' J 

Der Coefficient yon | ist positiy. Daber ist nacb sebr kurzer Zeit mebr 

Eeibung notbig, um das Ende des Stabes im Zustand der Eube zu erbalten, als 
zur Wirkung gebraebt werden kann. Der Stab beginnt zu gleiten. 


§ 162. Fine homogene Kugel rotirt um einen horizontalen JDwrehmesser und 
wird vcn'sichtig auf eine rauhe horizontale Fbene gelegt. JDer JReihimgscoefficient 
ist ft; 3Ian bestimme die darauf folgende Beioegung. 


10 =*' 



wegt sich auf einer zur Anfangsrotationsaxe senkrechten Geraden. Diese Gerad 
sei die a: -Axe und 0 dcr Winkel zwisclien der Verticalen und dem Badius de 
iCagel, der anfangs vertical war. a sei der Badius der Kugel, 7nJc^ ihr Triigheita 
moment um einen Durchmesser und SI die Anfangswinkelgeschwindigkeit. B se 
die Normalrc action dcr Ebone. Die Bewegungsgloicliungen sind dami ofFenbar 


mg — B 


~ — g>Ba 


und dalier 


Integiurt man und Bcdenkt, dass SI der Anfangswei’tli von -r— ist, ►so erhillt ina: 

(it 




Diese Gleichungen konnen abor oifenbar die ganze Bewegung nicbt dai 

dsc 

stellcn, denn nacli ihnen vcrmclirt sicli — , die Gescliwindigkeit des Centruiiai 

d t 

bestllndig, was der Erfahrung durcbaus widerspricht. Die Gescbwindigkeit de 
die Ebene beruhrendcn Punktes der Kugel ist 


~a SI ‘j- (igt . 


Sie verschwindet zur Zeit 


In diesem Augenblick llndert sich plotzlich der Charakter dcr Beibung. Si 
wild jetzt so gross, dass sie nur hteeicht, den Beriilirungspunkt der Kugel ii 
Zustand der Buhe zu erhalten. F sei die zu diesem Zweck nothige Beibung. Di 


d^x ^ 


0 == mg ■ 




und die geometrische Gleichung ist x=^a6, 

Differenzirt man die letzte zweimal und substituirt aus den dynamische 
Gleichungen, so folgt F (a^ Jc^) 0 und daher F= 0. Das heisst, es ist kein 
Beibung nbthig, um den Beriihrungspunkt der Kugel im Zustand der Buhe z 
halten und es wird also aucli keine in Wirkung gesetzt. Die Kugel bewegt sic 
daher gleichfbrndg mit der Geschwindigkeit, die sie zur Zeit hatte. Setzt ma 

denWerfch von in den Ausdruck fiir den man aus (3) erhalt, so ergibt sicl 


dass diese Geschwindigkeit — a 51 ist. Die Kugel bewegt sich mithin eine Zei 


hindurch mit gleichmiissig wachsender Geschwindigkeit und darauf gleict 
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inilssig mit cler Gescliwindigkeit y . Man bcacbte, class die letzte unabbangig 
von [I ist. 

1st die Ebene sehr rank, so ist ^ sehr gross und die Zeit selir Mein. Geht 
man zer Grenze iiber und nimmt fi unendlich gross an, so beginnt die Kugel so- 
forfc, sich. mit gleicliformiger Gescliwindigkeit zu bewegen. 

§ 163. Bei dieser Untersuebung ist das Paar der rollenden Eeibung vernacb- 
lilssigt worden, welcbes die Verminderung der Winkelgescbwindigkeit bewirkt. 
Die Gcschwindigkcit des tiefsten Punktes der Kugel bat das Bestreben, niebt 
lilnger Null yai bleibcn und es ist daber eine kleine gleitendc Eeibung nothig, 
urn ihn in Eube zu balten. Nimmt man an, das Moment des Eeibungspaares werde 
durcli fniQ gemessen, imter f eine Constante verstanden und fithrt diesen Aus- 
druck in (6) ein, so erlnilt die dritte Gleicbung in (5) die Gestalt 

otF ^=. — Fa-fmg, 

vrabr end die ubrigen unverandert bleiben. Lost man auf, wic friiber, so wire! 

p. cLfmg 

a* + k- ‘ 

F ist also negativ und bait die Kugel auf. Die Wirkung cles Paares hestcht darin, 
class es eine Beihungskraft liervornif% tvelehe die Kugel allmdhlich zur Bulie hringL 

Bei der Bewegung der Kugel kann man die Wirkung des Luftwiderstandes 
bestimmen wollen. Der Haupttbeil des Widerstandes -vvird ziemlicb genau durch 

7 } ^ 

eine Kraft m § — dargestellt, welcbc am Centrum in einer der Bewegung entgegen- 

gesetzton Eicbtung angreift, unter v die Geschwindigkeit der Kugel und untcr § 
eine Constante verstanden, deren Grbsse von der Dicbtigkeit der Luft abbangt. 
Ausserdem fmdet nocb eine kleine Eeibimg zwiseben der Kugel und der Luft statt, 
deren Grbsse man weniger genau kennt. Wir wollen annehmen, sie werde durch 
ein Paar dargestellt, dessen Moment myv^ ist, worin y eine Constante von ge- 
ringer Grbsse bedeutet. Die Bewegungsgleichungen lassen sich obne Sebwierig- 
keit Ibsen und man findet 

arc tan v 1/ — arc tan V 1/ --- j — -- u- ^ » 

r fg r fg a- + k^ 

wobci V die Gescliwindigkeit der Kugel zu der Zeit ist, von welch er an t ge- 
rechnet wird. 

§ 164. Reilbuiigspaare. Um durch den Versuch die Grosse der 
rollenden Reibung zu bestimmen, setze man einen Cylinder von der 
Masse M und dem Radius r auf eine rauhe horizontale Ebene. Zwei 
Gewiclite, deren Massen P und P+JP hange man an einem 

dilnnen Faden auf, der liber den Cylinder lauft und durch einen in 
der horizontalen Ebene angebrachten Schlitz herabhangt. F sei die 
Reibungskraft, L das Paar an dem Beriihrungspunkt A des Cylinders 
mit der horizontalen Ebene. Man denlte sich, p sei zuerst Nxill und 
werde allmahlich vergrossert, bis der Cylinder sich grade zu bewegen 
anfangt. In diesem Augenblick ist, wenn man die Componenten in 
horizontaler Richtung nimmt, P=0 und, wie man aus den Momenten 
erhMt, L = pgr. Aus den Versuchen von Coulomb und Morin 
ergab sich nun, dass p dem Normaldruck direct und r umgekehrt 


proportional war. War p hinreiohend gross um den Cylinder in Be- 
wcgung zu setzen^ so blieb^ wie Coulomb fand^ seine Besclilemiigung 
nahezu constant^ woraus er folgerte; dass die rollende Reibuug von 
der Geschwindigkeit nicht abbaiige. Nach Morin’s Experimenten war 
sie von der Liinge des Cylinders niclit unabliaiigig. Vergl. die S, 144 
citirte Arbeit von Reynolds. 

Die Gesetze; die fur das Paar der rollendeii Reibung gelten, sind 
denen der Reibungskraft alinlich. Seine Grbsse reiclit grade auS; um 
Rollen zu verliindern. JSTicIit melir jedocli als eiiie gewisse Grosse ktimi 
in Wirkimg gesetzt werden und diese keisst die Gremgrosse des Paarcs 
der roUenden Eeihmg, Das Moment des Paares stebt in constantemVer- 
brdtniss zur Grbsse des Normaldrucks luid dieses Verliilltniss lieisst der 
Coefficient der roUenden Peibnng. Er hiingt von den in Berillinmg be- 
findliclien Materialien ab, aber iiiclit von der Kriimmung der Kbrper 
imd in gewissen Fallen niebt vou der Winkelgescliwindigkeit. 

Man sclieint mit Kbrpern, die sicb nur in einem Puukt berilliren 
und deren Kriimmung in verscbiedeiien Riebtungen niclit dieselbe istj 
keine Versuebe angestellt zu haben. Da jedocb die Grbsse des Paares der 
roUenden Reibung von der Kriimmung nicht abhangt, so ist die An- 
nabme wohl gestattet, dass die Momentanaxe, wenn kein dreliendes Paar 
existirfc, die Axe des ersteren Paares ist. 

§ 1G5. Um eine Probe auf die Reibungsgesetze zu machen, wollen 
wir die Resultate des folgenden Problems mit dem Versuch vergleicben 
Dio Reibung eiiios Wagons, Ein Wagm^ der aiif n Paar Eadern rulit, wira 
auf ciner liorizontalen Ebene durcli eine horizoniale Kraft 2P mit gJcichfomigei 
Bciocgung fortgezogen. Man suclie die Grbsse von 1\ 

Die liiiclien der Rader aeicn bez, , r ^ , etc., ihre Gewiclite , etc. luu' 

die Radien der Axen etc. STK sei das ganze Gewicht des Wageas 

2Qu^ etc. die Druckkrllfte auf die verschiedenen Axen, so dass also 
Der Druck zwiseben den Radern und Axen sei E^, JKg , etc. und der Druck iiu 
den Boden E^\ etc. C sei das gemeiuschaftlicbe Centrum eines der Rlidei 
und der zugehorigen Axe, JB ihr Berulirungspunkt und A der Beruhrungspunk 
des Rades mit dem Boden, Man nehme an, der Winkel ABC — 0 sei positiv 
wenn sicb B banter AC befindet. sei cler Coefficient der gleitenden Reibungs 
kraft bci B nnd f der Coefficient des roUenden Reibungspaares bei A. Weni 
man die Componenten in verticaler Riebtung und die Momente um A nimmt, s( 
orblllt man die GleicbgewicMsgleicbungen fib jedes Rad 

E'=^Q + a, ( 1 ) 

(lE (r cos 0 — q) — Er sin 0 = fM (2) 

Die Reibungskraft bei A tritt nicht auf, weil wir die Componenten in borizontale 
Riebtung nicht genommen haben. Die Gleicbgewicbtsgleicbungen des Wagen 
findet man aus den der Componenten in yerticaler und borizontaler Riebtung 

JS cos 0 + sin 0 = § (3) 

I!{B sin 0 — ftR cos 0) + P = 0 G) 

Die Effectivladlfte sind weggelassen worden, weil vorausgesetzt wurde, der Wagei 

bewege sicb gleicbfdrmig , so dass also Ilf ^ des Wagens sowobl als inJd-y, 

at a'i 


JLfr JLt/ 




(cosO_l). 


• ain 6 


-!(■+«) 


(5). 


COS 0 -)- ^ 

Daraus orhalt man den Worth yon 0. Bei den ineisten KLldern sind sowohl — 

r 

und ^ als auch f klein. Alsdann ist /x cos 0 — sin 0 einc kleine Grosse imd wenn 

{I = tan i- f^esotzt wirti, ho wird nahezu 0=5. Ans der dritfcen imd vierten Glci- 
chung findet man durch Elimination von M 


^ win 0 ‘ 


^ ~2 Lsin6i+ cose ■ f ® + ^‘')] 


mit Benutzung der Gl. (5). 1st ^ klein, so reicM es aus, in don ersten Bruch 
auf der reehten Soito lur 0 seinen Naherungswerth s zii setzen. Dies gibt 


- 2 ’[- 


sin s ^ (^ + /■ 




ti£] 


( 6 ). 


Dabei siml Ausdriickc von der Ordnung Q vernachlassigt worden. 

Sind siimmtliche Ililder gleicli und ahnlich, so wird, da EQ==:^ W ist, 

P = sm 5 TF + / T — 


( 7 ). 


Dio Kraft, welchc crforderlich ist, nm einen Wagon von gegeheneni Gewicht 
mit constanter Geschwincligkeit zii ziehen, ist daher von der Anzahl der Rader 
nahezu unahhllngig. 

Bei cinem Gig sind die llader gewohnlich grosser als bei einem vierrllderigen 
Wagon und die Zugkraft daher gewohnlich geringer. Bei einem vierraderigen 
Wagen miissen die boiden Yorderrader klein sein, damit sie beim Drehen unter 

dem Wagen hergehen. Dadurch wird der Ausdruck sin 5 ^ in der Gleichung 

fiir P, der von dem Radius i\ des Vorderrades ahhiingt, gross. .Dm die Ein- 
wirkung dieses Ausdrucks zu vermindern, sollte man die Ladung so vertheilen, 
dass ilir Schwerpunkt nahezu iiber der Axe der grdsseren Rader Hegfc, falls der 
Druck im Zllhler nicht bedeutend ist. 

Yon einem franzosischen Ingenieur Morin warden in den Jahren 1837, 1838 
zu Metz und spliter 1839 und 1841 zu Courbevoie zahlreiche Yersuche gemacht in 
der Absicht mit ausserster Genauigkeit die Kraft festzustellen, die dazu nbthig 
ist, Wagen verschiedener Art iiber gewohnliche Strassen zu ziehen. Diese Experi- 
mente warden auf Anordnung des franzosischen Kriegsministers und spater unter 
der Leitung des Ministers der offentlichen Arbeiten ausgefuhrt. Die Wirkung 
einer jeden Aenderung wurde besonders bestimmt; so wurde derselbc Wagen mit 
vcrschiedenen Lasten beladen auf derselben Strasse in demselben Zustand dor 
Feuchtigkeit gezogen, nm die Wirkung des Druckes festzustellen. Dann liess man 
das Gewicht unverandert und nahm Rader von verschiedenem Radius aber der- 
sclhen Breite u. s. w. 

Als allgemeines Resultat fand man, dass der Widerstand fiir Wagen mit 
gleichen Rildern sich direct wie der Druck und mit gleicher Ladung sich um- 
gekehrt wie der Durchmesser der Rader auderfce, dagegen von der Anzahl der 
Rader unabhangig war. Auf nassem Boden vcrmelirte sich der Widerstand mit 
der Abnahme der Breite das Radkranzes, auf troclmer Strasse hing er dagegen 
von ihrer Breite nicht ab. Yariirte man die Geschwindigkeit vom Schrittfahren 
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bis zum so wuchs bei ihrer Vennebrung der Widerslancl in nassem Boder 

niclit mcrldicli, dagegen vermelirte er sicb auf fester Strasse, weim der Boder 
selir nngleicli AVEir. Als Annaherungsresnltat fand man, dass or sich dni’ch cine 
Eimction von der Eorm a-\-'bV ausdriicken lasse, wobei a und h zwei von dei 
BescLaffenheifc der Strasse und der Steifbeit des Wagens abliiingigc Coiistanter 
und y die Geschwindigkeit war, 

Morin’s analytisclio Bestimmung von P stimmt niclit ganz mit der unsrigei 
uberein, dock war sie so, dass sie don Vcrgleicb zwiseben Tlicorio und Beobaclitimj; 
niclit wesentlieh beeinflusBte. Siebe seine Notions Fondamentales do Mccanigite 
Paris 1855. Wie man siebt, scheinen Morin’s Versuebe die oben gegebenen Ge 
sotzo der rollcnden Bcibung zix bestatigen. 


§100. Froblciiie ziu* lloibung. Beisp. 1. Eine liomogcne Kugcl wird olim 
flotation cine unvollkommcn rauhe Ebene, deren Neigimg gegen den Horizon 
a ist, direct binaufgeAvorfen. Her lleibungscoefficient ist fi. Man zeige, dass dii 
ganze Zeit, wiibrend welcber die Kugel die Ebene hinaul'steigt, diesclbe ist, wii 
wcnii die Ebene glatt ware und dass die Zeit, wabrend welcber die Kugel glcitet 
zu der, wiUirend welcber sie rollt, sicb verlullt wic 2 tg a : 7 ^ . 

Beisp. 2. Einc boniogcne Kugel rollt auf einer unvollkommcn rauhen fcstei 
Kugcl binab imd gelit vom Ziistand der Bubc von dem lioclistcn Punkt aus. Di 
Kugeln trennen sich, wenn die ibre Mittelpunktc verbindendc Geradc donWinkel ( 
mit der Vcrticalen luacbt; man boweise, dass 


cos (p ™ 

ivst, worm A cine Function von ib allein ist. [Coll. Ex.] 

Man verfillirt wie in § 145 imd zeigt, dass P positiv bleiljt und die Kuge 

rollt, bis - ^ = 17 cos (p — 10 wird. Die Kugel gleitot dann und M wecbsel 

sein Vorzcicben, wenn qp der obigen Glcicbung geniigt. 

Beisp. S, Auf oinen rauben Cylinder von der Masse der im Stand 

ist, sicb um seine borizontalo Axe zu drehen, wird ein materieller Punlct von de 
Masse und dem Keibungscoeflicienten (i vertical fiber seine Axe gelegt. Da 
System wird dann leiebt gestort. Man zeige, dass der Punkt auf dem Cylinde 
zu gleiten beginnt, naebdem er oinen Winkel 0, der durcb die Gleicbung 

/ . /I ^ w sin 0 

(n + 3) cos 0 — 2 = 

gegeben ist, besebrieben bat. 


Beisp. 4. Eine homogene Kugel von der Masse M wird auf einen unvol] 
kommen rauben Tiscb gelegt, dessen Beibungscoefficient fi ist und ein Punl? 
von der Masse 7n an das Ende eines borizontalen Durchmessers befestigt. Ma 
zeige, dass die Kugel zu rollen oder zu gleiten beginnt, je naebdem fi grosser ode 

m Wenn ft diesem Wertb gleicbkommt, s 


kleiner als 


7 17 NLm ’“ 1 “ 5 ?/!“ 

beginnt die Kugel zu rollen, falls kleiner als M'^ ist. 

Beispiel 5 . Ein Stab AB bat zwei kleine Ringe an seinen Enden, welcb 
an zwei rauhen borizontalen zu cinander recbtwinkligen Staben Ox^ Oy bingleitei 
Dor Stab beginnt seine Bewegung, wenn er nabezu mit Ox zusammenfallt, m: 
der Winkelgescbwindigkeit Man zeige, dass die Bewegung des Stabes, wen 

der Reibimgscoefficient kleiner als ■(/2 ist, dxircb 0 = ? (l -j- 

3 fLt \ 

<o 

geben ist, bis tg Q -~ 


V' ' 2 — 

wird und dass die Winkelffescbwindiffkeit oo ist 




wen 
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^ ~ (2 -ft*) (4 -ft*) 

ergibt. Wie bewcgt er sich, -wenn ist? 

§ 167. Die Steiflieit von Seilen, Nachdem Coulomb den in 
§ 164 bescbriebenen Apparat mit einem dilnnen Faden zur Bestimmung 
der Reibungsgesetze benutzt batte, ersetzte er den Faden durcli ein 
steiferes Seil und wiederholte seine Versucbe^ um ein Maass fiir die 
Steiflieit von Seilen zu erlialten. Er kam zu folgenden Resultaten. 
Nimmt man an, ein Seil ABCD liefe ilber eine Rolle vom Radius r, 
beriihre sie in JB und C und bewege sich in der Ricbtung ABCDj 
so kann man die Steifheit dadurcb zur Darstellung bringen, dass man 
voraussetzt, das Seil sei vollkommen biegsam und die Spannung T des 
Tlieils AJB des Seils, welcher eben auf die Rolle gewimden wird, 
werde um eine Grosse R vermehrt. Die Kraft R misst die Steiflieit 

und ist gleicli - ^ ^ , wenn a und & von der Beschaffenbeit des Sells 
abbiingige Constante sind. 

Daraus gebt also liervor, dass in der Gleicbung der Moment e um 
die Axe der Rolle die Steifbeit des Seils, welcbes auf die Rolle ge- 
wunden werden soil, durcb ein Widerstandspaar von der Grosse 
a -\-hT dargestellt wird, worin T die Spannung des Seils ist, welcbes 
gebogen werden soli und a, b zwei von der Beschaffenbeit des Seils 
abbangige Oonstanten sind. Die Steifbeit des Seils, welcbes abgewundeii 
wird, wird durcb ein Paar dargestellt, dessen Grosse eine abnlicbe 
Function der Spannung dieses Tbeils ist. Dock wird sie, da sie viel 
kleiner als die erstere ist, allgemein vernacblassigt. 

Ausser den .eben erwabnten Versucben stellte Coulomb nocb 
viele andere an, denen er ein andres System zu Grunde legte. Er 
fertigte aucb Tabellen der Wertbe von a und b fur Seile verscbiedener 
Ai't an und beriicksicbtigte dabei den Grad der Trockenbeit und Neubeit 
und die Anzabl der unabbangigen Faden, aus denen das Seil bestand. 
Aucb stellte er Regeln auf, um die durcb die Steifbeit bervorgerufenen 
Widerstande verscbieden dicker Seile mit einander zu vergleicben. 


Momentankrafte kei der ebenen Bewegung. 

§ 168. Die Bewegungsgleicliiuigen. Sind es Stosskrafte, die ge- 
geben sind, so erforderfc der in § 181 dieses Kapitels aufgestellte all- 
gemeine Satz nur geringe Aenderungen. 

{Uy v) bez, {u'y v) seien die Componenten der Gescbwindigkeit des 
Scbwerpunkts irgend eines Korpers des Systems parallel zu recbt- 
winkligen Axen grade vor bez. grade nacb der Wirkung der Stoss- 
krafte* co und co' die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um seinen 


Sch-werpunkt zur selbeii Zeit. sei das Tragkeitsinometit desKorper 

uin den Scliweqjiinkt. Die Elfectivkrafte des Korpers sind dann zwe 
Stosskraften gleicliwertliig^ die duich M{u — u) und M{v — 'd) ge 
messen werden imd an dem Scliwerpnnkt parallel den Coordinatenaxej 
angreifen, und aiisserdem einein Stosspaar, das durcli MIc'^((d '—'0 
gemessen wird. 

Die resultirenden Effectivkrafte aller Korper des Systems finde 
man auf dieselbe Art. Nack d’Alembert’s Princip sind sie den gc 
gebenen Krilften gleichwertliig. Die Bewegungsgleichungen ergebej 
sich dann, indem man die Componenten in solchen Riclitungen urn 
die Momente um seiche Punkte nimint, die am vortheilliaftesten er 
schoinen. 

Um ein Beispiel zu geben, moge ein einzelner Korper von einen 
Stoss getroffen. werden, dessen Componenten X, Y sind und dessei 
Moment um den Schwerpimkt L ist. Die Bewegungsgleichungen sin( 
clami offenbar 

M{u' — u) = Z, M(v' — = r, M/c^^^Cco' — co) = £. 

Man wird finden, dass sich die Elimination der imbekamitei 
Reactionen in vielen Fallen diirch das Princip der virtuellen Arbei 
olme Schwierigkeit ausfilliren lasst. 


'§ 169. Man beachte, class cliese Ausdrtleke fiir die EffectivkrLlfb 
von den Unterschieden der Bewegungsgrossen grade vor und gradi 
nach der Wirkung der Stosskrilfte abhangen. Wir konnen daher di< 
Gleiclnmgen, die man aus den Componenten in einer beliebigen Richt 11115 
und den Momenten um eineii beliebigen Punkt erhalt, in den beidei 
folgenden Formen zusammenfassen: 


/Comp, der linear. Bewegungsgr.\ 
\ nach dem Stoss / 


/ Winkelb ewegungsgr 6 sse\ 
V nach dem Stoss ) 


/Comp. d. lin. Beweg.gr.\ 
\ vor dem Stoss j 
/ Componente \ 

\der Momentankr.y ' 
/Winkelb ewegungsgrosse\ 
\ vor dem Stoss ) 


_ /Moment der\ 
VMomentankr./ 

Ein elementarer Beweis dieser beideh Resultate findet sich h 
§ 86 ; der Ausdruck fiir die lineare Bewegungsgrosse in § 74 und ver 
schiedene Ausdrtleke fiir die Winkelhewegungsgrosse in § 134. 

Wirkt ein einzelner Schlag oder Stoss auf ein System, so nimmi 
man am besten die Moment e um einen Punkt in seiner Richtungs 
linie und vermeidet damit die Einflihrung des Stosses in die Gleichungen 
Aus der Momentengleichung ergibt sich dann, dass die Winlcelhewegmgs 
grosse eines Systems zm einen PunM in der Riclitung des Stosses dwei 
diesen Stoss nicJit gedndert wird. 


Momentankiilfte (§168 — 170). 
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§ 170. Beisp. 1. 'Em Stride loinl um den Umfang eincs Jcreisfdrmigen Haspels 
gewmiden und das freie Ende an emem festen Ewnlct 'befestigt. Dcr llas;pel wird 
dann in die Ilohe gdidben und so fallen gelassen, dass der Stride in dem Momentj 
in dem cr straff loird, vertical ist wnd eine Tangente an den Haspel hildet. Die 
ganse Betvegung geht parallel einer Ebcne vor sidi; man hestimme die WirJcimg dcs 
Stosses. 

Der Hasi>el fiillt zuerst ohno Eolation vertical herab. v sei die Geschwindig- 
keit fioinos Centrums in dem Augenblick, in dem der Strick angezogen wird; 
v\ (o' die Geschwindigkeit dcs Centrums und die Winkelgcschwindigkeit grade 
nacli dem Stoss. T sei die Si-)annung in Folge des Stosses, das Trllglieits- 
inonicnt des HaBX)els um scinen Scbwerpunkt, a sein Radius. 

• Um die unbekannte Spannung niebt in die Bewegungsgleichungen einfubren 
zu miissen, wollen wir die Momente um den Beriilirungspunkt des Stiicks mit 
dem Haspel nebmen. Man erhiilt 

m{v — v) a + w/t;^co' = 0 (1) . 

Grade nacb dem Stoss bat der Tbeil des Haspels, der sicb in Beriibrimg 
mit dem Strick bciindet, keine Geschwindigkeit. Daber ist 

v' — aco' = 0 (2) . 

Weil nun Jc^ = — , so wird a?' = ^ A Soil die Sjninnung in Folge 

des Stosses bestimmt werden, so nebme man die Verfcicalcomponenten 

m(v' — v) = — T (3) , 

woraus sicb T—yWV ergibt. 

Die spiltere Bewegung m finden. Das Centrum des Haspels heginnt vertical 
berabzufallen und eine borizontale Kraft greift niebt an ihm an. Es fabrt daber 
fort in einer verticalcn Geraden sicb abwiirts zu bewegen und wllbrend der ganzen 
folgcnden Bewegung bleibt der Strick vertical. Die Bewegung lasst sicb mitbin 

wic in § 144 leiebt crmitteln. Setzt man a: == y or und ist E die sebliessliebe 
Spannung des Stricks, so lasst sicb zeigen, dass F ein Drittel des Gewiebts ist und 
dass der Haspel mit der gleicbformigen Bescbleunigung y g fallt. Die Anfangs- 
gescbwindigkeit v des Haspels ist oben bestimmt worden; die in der Zeit t nacb 
dem Stoss zurilckgelegte Strecke ist also v t gt^. 

Beisp. 2. Eine Kugel hewegt sidi unter ‘beliebigen Anfangsbedingzmgen in einer 
verticalen Ehene, die eine feste geneigte Ebene in der Linie des stmdesten Falls 
schneidet Man beiveise, dass der Ausdrude M ^ au-\-Jc^co — agism cc, wenn die 
Kzigel rauh u/nd elastisch isty dwcJi irgend cinen Stoss auf die Ebene nidvt gedndert 
toifd und loahrend der ganzen Bezvegung constant bleibt. Dabei ist (o die Winlcel- 
gesdhioindigJceit der Kugel, u die Geschwindigkeit Hires Centrums parallel der Ebene 
zmd ahwdrts zu einer beliebigen Zeit t, a ihr Radius und cc die Neigung der Ebene 
gegen den Horizont. 

Man bemerke, dass der Stoss bn Bezubzmngspimkt stattfindet. Nimmt man 
die Momente um diesen Punkt, so wird 

au Id co' au Id (0 ^ 

wenn co' die Werthe von u, ou nacb dem Stoss sind. Der Ausdruck U wird 
daber durcb den Stoss niebt geandert. 

Da eine geometrisebe Gleicbung niebt nQtbig war, um dieses Eesultat zu er- 
balten, so bat es Giiltigkeit, mag der Koz’per elastisch sein oder niebt, mag er 
rollen oder gleiten. 

Wenn der Korper abprallt und die Ebene verlasst, so besebreibt sein Scbwer- 
punkt eine Parabel. Alsdann sind, wie wir wissen, sowobl u — ^isino; als co con- 
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slant. Der Ansdruck U bleibt dahcr wahrend dor parabolischen Bewegung un- 
verandcrt. 

Trifffc der KoiiJer wicder auf die Ebene, so hat wie zuvor aucb dieser zweite 
■vvie jodcr folgendo Stoss keine Aenderung von U zur Folge. 

Wenn der Korper auf der Ebene einfach rollt odor gleitct oline zu springen, 
so ist wie in § 144 


ma 


cPx 

W 


4 “ 


clco 

dt 


== mg a sin a , 


Durch Integration iindct man, dass auch wllhrcnd dieser Bewegung der Aus- 
druck fur U sicb iiiclit anderfc. 

Wenn nacli cincr boliebigen Anzabl von Spriingen die Kugel libcr cinen Tlicil 
der Ebene sich bewegt, der so rauh und unelastiscli ist, dass sie rollt, so erhaltcn 
wir ausserdom nocli die Gleicbung = Nimmt man dazu nock die Bedingung, 
dass der Ausdruck U seinem Anfangswertli gleich ist, so crlialt man zwei Grlei- 
ebungen, aua dcneii sich die Werthe von it und co ablcitcn lasscn. 


§ 171. Stoss gegen eiiieii eiiizelueii imelastisclieii Korper, Eine 
Scheibe von heliehiger Gestalt leivegt sich in Hirer eigenen Ebene auf 
irgend eine Art. JPlotdich toird einer Hirer FunMe 0 ergriffen und ge- 
mungen sich auf eine gegebene Art m lewegen, Man suche die Anfangs- 
hcivegimg der Scheibe. 

Ox, Oy seien die beiden reclitwinkligen Riclitungen^ auf welche 
die Bewegung am vortheilhaftesten bezogen wird. (u, v) seien, wie 
in § 168 erklart wurde, die Componenten der Gescliwindigkeit des 
Schwerpunkts G in diesen Bichtimgen und co die Winkelgescliwmdigkeit 
des Korpers grade yor dem Augenblick, in welchem die Bewegung 
von 0 gelindert wird. Wenn man z. B. Ox passender Weise so 
wiililen kann, dass es der Bewegungsriclitung des Sekwerpunkts parallel 
liiiift, so tritt die VereinfacLung = 0 ein. (te', v) seien die Gompo- 
nenten der Gescliwindigkeit des Seliwerpunkts in den gleichen Ricli- 
tungen und co' die Winkelgeschwindigkeit grade nach der Aenderung; 
(x, y) die Coordinaten des Schwerpunkts in dem Augenblick der 
Aenderung, auf die Axen Ox, Oy bezogen, und OG sei — r. 

Da die Winkelbewegungsgrosse des Korpers um den Punkt des 
Raums, durch welchen 0 geht, durch den Stoss nicht geandert wird, 
so ist nach § 134 

M(xv — yu' + Pco') = M{xv — yu 7c^co). 

(77', V') seien die Componenten der Geschwindigkeit von 0 grade 
nach der Aenderung. Nach § 137 erhalt man dann 

==. 77' — 2/0)', + xcd\ 

Aus diesen drei Gleichungen ergibt sich leicht 

(h^ + r^) £o' = x(v — 7') — y(u - 77') + h^o). 

Wird der Funlct 0 plotdich festgehalten , so ist 77' = 0, 7' = 0 und 
man findet 

Qc^ 4“ co' — XV — yu k^co. 
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Weiteres liber diesen Gegenstand bringen wir spater in den Para- 
graphen liber relative Bewegung. 

§ 172. Ben Stoss gegen 0 m ermitteln, der dam notliig ist, die 
gegehene Aendenmg Jiervorminifcn, Y seieii die Componenle]! der 
Stosskralt parallel den Axen Ox^ Oy. Nach § 168 erbalt man durcb 
Zerlegung parallel zu den Axen 

M(zt' — ti) = X, M(v'^v)=Y. 

Nimmt man die x Axe so an, dass sie dureh. den Schwerpnnkt 
gebt, so wird y = 0 nnd man findet durcb Substitution 

§ 173. Beisp, 1. Eine kreisformige Scheibe clreht sicb um einen festen 
Punlct A ibres Umfangs. Plotzlicb wird A losgelassen und ein anderer Punkt S 
des Umlangs fcstgelcgfc. Man zeige, dass die Winkelgescbwindigkeit auf ein 
Britfcel ibres Wertbes rcdiicirt wird, wenn AB ein Quadrant ist. 1st AB ein 
Drittel des Umfangs, so stebt die Scbeibe still. 

Beisp. 2. Eine Scbeibe von beliebiger Gestalt bewegt sicb auf beliebige Art. 
Plotzlicb wird die Bewegung eines Punktes 0 geiindert; man zeige, dass die Yer- 
mebrung der lebendigen Kraft 

gleicbkommt, worin W' die resultirenden Gescbwindigkeiten von 0 grade vor 
und grade nacb der Aenderung, p, p' die Lotbe von dem Scbwerpunkt auf die 
Bewegungsriebtungen von 0 sind und die ilbrige Bezeiebnung dieselbe, wie 
zuvor, ist. 

Wenn 0 zum Stillstand kommt und der Yerlust an lebendiger Kraft eine 
gegebene Grosse scin soli, so muss 0 auf einem gewissen Kegelscbnitt liegon, 
welcber zu zwei zusammenfallenden Geraden wird, wenn die ganze lebendige Ki*aft 
verloren gebt. 


§ 174. Beispiele von Stiissen versclnedener Art. Beisp. 1. Eine unelastiscbe 
Kugel vom Radius a, die mit der Gescbwindigkeit V auf einer glatten borizontalen 
Ebene gleitet, trifft gegen einen vollkommen rauben festen Punkt oder Stiff in 
der H5be c liber der Ebene. Man zeige, (1) dass die Kugel nur dann uber den 

Stift spring! , wenn die Gescbwindigkeit F grosser als y ^gc — - ist; (2) 

Q 

dass die Kugel sofort den Stift verlasst, wenn F diesen Wertb bat und — grosser 

a 

2 j 7^ 2 

als X . 2 ^st; (3) dass die Kugel in dem letzten Fall den Stift nacb der Zeit t 

wieder trifft, die durcb die kleinere Wurzel der Gleicbung 




Usin a gtA- U^- 


cos a = 0 

c . 


gegeben ist, worin ==== 2 gc cos « == 1 — — ist. Man zeige aucb, dass 

die Wurzeln dieser quadratiseben Gleicbung reell und positiv sind. 
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Beisp. 2. Ein recEWiukliges Parallelepipedon von der Masse 3w, dessen 
Basis ein Quadrat A 73 CD ist, ruht aiif einer horizontal en Ebene und kann sich 
uin CD als Gelenk drehen. Die Hohc dos Kbrpers ist See und die Seite der 
Basis tt. Ein Massenxjunkt der sich init der horizontalen Geschwindigkeit v 
bewegt, trilft grade wider die Mitte der verticalen Seitonfiache, die uber AB 
steht und setzt sich da fest, ohne einzudringen. Man zeige, dass der Korper 

nur daim umfallt, wenn grosser als ~ ff O' ist. [King’s Coll,] 

Beisp 3. Eine verticalo Silulc von dor Gestalt eines gradenKroiscylinders ruht 
aiif einer vollkoininoii rauhen horizontalen obenon Scheibo. Blbtzlich wird die Scheibo 
mit der Geschwindigkeit V in einer EicMung fortgestossen, die den Winkel e uiit 
dem Horizont macht. Man zeige, dass die Saule niclit uingcworfon wird, wenn 
(1) eine durcli den Schweipunkt gazogene Parallelc zur Eichtung dos Stosses die 
Basis trifl't und (2) die Geschwindigkeit des Stosses nicht grosser als XI ist, wobei 

1 1 ' cos 0 

U aus der Glcichimg (15 + cos^ , — r hervorgeht. Darin ist 

2Z die Liingc der Diagonalc des Cylinders und 0 der Winkel zwischen der 
Diagonale und der Verticalen, 

Beisj). 4. Man suclie den Verticaklruck des Cylinders auf die Ebene, wenn 
die Geschwindigkeit des Stosses gegen die horizontale lilbene II genau gleich- 
koinmt. Man zeige, dass der Cylinder wahrend des ganzen Aufstiegs dos Schwer- 

punkts die Ebene nur dann zu bortlhren fortfillirt, wenn 1 + — sin 0 <[ 3 cos 0 ist. 
Welchen allgeineinen Charakter hat die Bewegung, wenn diese Bedingung nicht 
erlallt ist? 

Der Cylinder herulire den Boden mit dem Punkt A seines Eandcs und (p sei 
der Winkel der Diagonalen durch A mit der Verticalen. Nach dem Princip der 
lehendigen Kraft ist dann 

wobei = P cos*^-[“ ^ ®in^ 0) ist nach § 17, Beisp. 8. Wird die Winkel- 

geschwindigkeit des Cylinders gleich Null, wenn der Schweipunkt seine hochste 
Lage cinnimmt, so ist G~2gl. Ist ferncr mM die verticale Eeaction bei A, unter 

cP 

m die Masse des Cylinders verstanden, so hat man (loo^ ^) — JR — g. Aus 

lit 

dicsen Gleicliungen ergibt sich 

JR = 3 cos^ qp — 2 cos (p -j- Y ^ ^1“ T ^ * 

Verschwindet JR, so wird cosp — y i Y sin 0^ . Soli It dasselbe Vorzeichen 

behalten, so miissen diese beiden Werthe von 9 durch die besonderen Umstilnde 
des Falles unmbglich sein, das heisst beide Werthe von 9 miissen grosser als 0 
sein. Daraus folgt dann das obige Eesult'at. 

§ 175. Eriibchoil. Die beiden letzten Probleme sind durch ihre Verbindung 
mit Mallet’s Theorie der Erdbeben von Interesse. Nimmt man an, dieWirkung 
eines Erdbebens auf ein Gebaude konne durch eine Bewegung der Basis dar- 
gestellt werden, wie die eben beschriebenc Bewegung der Ebene war, so hilngeu 
sowohl die Eiclitung als die Grosse des gleichwertJiigen Stosses nicht von dem Ge- 
hiludc, auf das die Wirkung stattfindet, sonclern nur von der Beschaffenheit des 
Erdbebens an der betreffenden S telle ab. 

Auf Grund dieses Princi]DS hat Mallet einen sehr einfachen Seismometer 
construirt, Sechs grade Cylinder, die ans einem harten Material, z. B. Buchs- 



Momentankriifte (§ 174 — 176). 
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baum hergestellt sind und dieselbe Hohe aber verschiedene Durclimesser haben, 
■werden nach ilirer Grdssc geordnet auf einem Brett aufgestellt, daa an dem wag- 
rechten Boden befestigt ist. Dabei haben je zwei cinen solchen Abstand von- 
einander^ dasH derjenige^ wclcher umfallt, aeinen Nachbar nicht treffen kanii, 
Bindet nun ein Erdstoas statt, so fallen einige Cylinder urn, andre blciben stcheii. 
Hat z. B. dor Stoss die Cylinder mit der Ideinercn Basis 4, 5, 6 umgeworfen und 
die breiteren 1, 2, 3 stelien lasscn, so muss er grosser gewesen sein als der Stoss, 
welcher dazu ndthig ist, Nr. 4 umzuwerfcn und nicht gross genug, um Nr. 3 uin- 
zustossen. 

Mallet gebraucht die in Beisp. 3 gegebenc Formel, wclohc er Dr. Haughton 
zuschreibt. Der Worth von e ist Id ein, wenn der TJrsprung oder das Centrum des 
Erdbebens entfernt ist, so dass man als erste Annaherung e ~ 0 setzen kann. Es 
scheint nicht bemerkt worden zu sein, dass bei der Anwendung diescQ' Eormel 
auf die stelien gehliehenen Cylinder die letzteren den Bedingungen in Beisp. 4 go- 
niigen inusscn. 

Im December 1857 fand ein sehr heftiges Erdbeben in den stidliclien Pro- 
vinzen Italiens statt. Mallet besuchte iin Anfang des folgenden Jahres den 
Schauplatz zu dem besondern Zweek, die naheren Umstande des Stosses fest- 
zustellen. Das zu losendc Problem war in gewissem Grad ein mcchanisches. Die 
Lagc der umgestiirzten Silulcn und Gebaude war gegeben, man solltc die Ticfc 
und die Lage des Centrums odor Ursprungs des Erdbebens, die Geschwindiglceit 
der Erdbebenwelle und die Grosse des Stosses an bestimmten Stelien eiunitteln. 
In diesem Pall lag das Centrum etwa 5 km imter der Obcrfliiche der Erdc und 
die Geschwindigkeit der Welle betrug etwa 260 m in der Secunde, withrend die 
Geschwindigkeit des Stosses, der verschiedene Gebaude umwarf, nur 3,C m in der 
Secunde ausmachtc. Die letztere kommt etwa der Geschwindigkeit gleich, die 
ein materieller Punkt, der vom Zustand der Ruhe ausgeht, unter dem Einlluss 
der Schwere erlangt, wenn er eine Hohe von Yg bis 1 m durchfallt. Siehe The 
Greai Nea;politan JEarthqiiake of 1857^ 2 Bande, 1862, von R, Mallet. Aus den 
Beobachtungen , die wahrend der Erdbeben vom December 1884 in Spanien und 
August 1886 in Charleston angestellt wurden, schloss man auf eine viel grdsserc 
Tiefe des Centrums, als die oben angegebene. Siehe Plaramarion, Astronomies 
Oct. 1887. 

Das oben beschriebene Saulenseismometer hat in der Praxis keine grosson Er~ 
folge gehabt. Die Verschiebung der Erdc ist nicht eine einfache gradlinige Be- 
wegung, sondem vielmehr eine fortgesetzte Reihe von Bewegungen in verschie- 
denen Richtungen. Die Saulen erhalten durch sie rotirende Bewegungen rind 
fallen daher in verschiedenen Richtungen um. Ein Modell der wirklichen Balm 
eines Punktes der Erdoberflache wahrend des schweren Erdbebens in Japan vom 
Januar 1887 hat Prof. Sekiya mit Hulfe eines langen Kupferdrahts construirt 
und in der Nature vom 26. Januar 1888 beschrieben. Welche Genauigkeit man 
ihm auch zuschreiben mag, jedenfalLs zeigt es die compHcirte Natur der Ver- 
riickung. Berichte riber modeme Seismometer findet der Leser in Milne’s lHarth- 
q^ialces 1886, der Nature vom 12. April und 26. Juli 1888 und dem JPhil, Mag. 
April 1887. Siehe auch Seismological Investigation. First report of the Committee 
[J^. of the British Ass. f. the adv. of science, 1896], an dem hauptsachlich Milne 
betheiligt ist. Die Geschwindigkeiten und Amplituden der Wellen der longitu- 
dinalen und transversalen Schwingung wurden gesondert bestimmt. Man fand, 
dass die Bewegung eines Punktes der Erdoberflache der art ist, wie sie aus der 
Zusammensetzung zweier harmonischer Bewegungen von verschiedenen Perioden 
und verschiedenen Richtungen resultiren wilrde, 

§ 176. Stoss gegen einen zusaniineiigesetzton unelastisclien Kiirper. Vier 
gleiehe Stabe, von denen jeder die Lange 2 a tmd die Masse on liat^ sind dwell Ge^ 
lenlce so verbu/nden, dass sie sich frei hewegen honnen imd eineoi Bliomhus bilden. 
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Kapitel IV. Ebene Bewegung. 


Das System fdllt vom Zustand dcr Eulie aus untcr der Eimoirlcimg der Sclwere, 
loohei eine Diagonah vertical gerielitet isi, %mcl schldgt loider cine fcste liorizontale 
imiclastisclie JSbene. Man mche die mm folgende Beioegung. Sielic § 408. 

AB^ BC, CJD^ JO A seien die Stilbc und AG die yerticale Diagonale, die 
mit A wider die lioriKOntale Ebene scblilgt. V sei die Geschwindigkcit eincs 
jeden Pnnktes des Rhombus grade yor dem Aufstossen und a der Winlcel, den 
jeder Stab mit der Verticaleii maclit. 

V seien die horizontale und yerticale Geschwindigkcit des Schweqmnkts 
und (o die Winkelgeschwindigkeit eines der oberen Stilbc grade nach dem Stoss. 
Dio Effectiykrafte eines der Stlibe sind dann der Kraft on {v — V) gleichwcrtliig, 
die vertical und onu, die horizontal am Schweqmnkt angreift und ausserdoin 
einem Paar onlo^co^ welches den Winkel a zu vergrossern sucht. M sei der Stoss 
bei 0, dcssen Richtung nach den Regeln der Syinmetrie horizontal sein muss. 
Urn die Reactionen bei B nicht in unsere Glcichungen einfuhron zu miissen, wolloii 
wir die Momente fiir den Stab DC? um D nehmen und erhaltcn so 

onlc^co ■\-on{v — V)a sin a — ??uta cos a = — D • 2 a cos a . . . (1) . 

Jeder der beiden unteren Stilbe beginnt sich uin sein Ende A als festen Punkt 
zu drehen. 1st co' seine Winkelgeschwindigkeit grade nach dem Stoss, so ist das 
Moment der Bewegungsgrosse urn A grade nach dem Stoss on {Ic^ “)- a^) m und 
grade voi’her mVa sin of. Die Differenz der beiden ist das Moment der EKectiy- 
krllftc des Stabes um A. Wir kdnnen nun fvir die beiden Stilbe AB, BC zu- 
sammen die Momente um A nehmen und erhalten 

on (7c" a^) oo' — onVa sin a — + on {v — V)a sin oc -f* mu ■ 3a cos a = 

==r D • 4a cos a (2). 

Die geometrischen Glcichungen kann man so finden. Da die heiden Stilbe 
wabrend der ganzen Bewegung glciche Winkel mit der Vertical en hilden miissen, so ist 

03' = CD ( 3 ) . 

Da ferner die heiden Stilbe bei B yerbundeii sind, so miissen die Go- 
schwindigkeiten ihrer Eiidpunkte der Richtung und Grbsse nach gleicli soiu. 
Nimmt man die horizontalen und verticalen Componenten, so wird 


+ act) cos a = 2 aco' cos a (4) , 

V — a 09 sin a = 2 aw' sin Of (5) . 


Diese fiinf Gleichungen reichen zur Bestimmung der Anfangshewegung aus. 

Eliminirt man M aus (1) und (2), driickt in den geometrischen Gleichungen 
Uj (Q durch co aus und substituirt diese Ausdriicke, so findet man 

m = i- . 

^ 2 3 gin2 \ ' 

Wir hiltten dabei die Einfuhrung der unbekannten Reaction E durch Be- 
nntzung des Satzes yon der yirtuellen Arbeit vermeiclen konnen. Wir wollen dem 
System eine solche Venlickung gehen, class die Neigung eines jeden Stabes gegen 
die Verticale um dieselbe Grosse dec vergrossert wircl. Die yirtuelle Arbeit eines 
Paarcs, wie z. B. onje^m, findet man durch Multiplication seines Moments mit der 
Drehung, also mit dot; die Arbeit einer Kraft dagegen, wie z. B. onu, durch Multi- 
plication ihi’er Grosse mit der linearen Verschiehung ihres Angrifipunktes. Das 
Princip der yirtuellen Arbeit liefert daun 

onk '^ (0 doc — on{v — F) ^ (3 a cos of) onud {a sin of) + 07 i {Ic^ + a^) co’ da 

+ (ot cos Of) = 0 

und reducirt 

(2fc® -j- a*) 0) — Va sin a-f- 3(v~‘ F) a sin or -j- it a cos of = 0 , 

Die weitere Losung erfolgt dann wie ohen. 



Resnltat, Man zeige, class 

nncl 

'^2w4-3 ^ 

ist, wenn die Stossaction am Eolipunkt bezeichnet, nnd findo darans X 

Beisp. 5. Zwei gleicMonnige Stabe AB^ BO von gleicber Llinge und Mass 
die bei B dnrch ein glattes G-elenk verbnnden sind, liegen auf einer glatte 
horizontalen Ebene; das Ende A wird so getroffen, dass es sicli mit gegebcn 
Geschwindigkeit in einer Bichtung zu bewegen beginnt, vrelclie die Winkel 0^ 
mit den Staben machfc; man zeige, dass, wenn sin {2(p — 0) = 3 sin 0 ist, AB sei: 
Bewegung ohne Rotation beginnt. [Coll. Exam. 1880.] 

Man nebme die Momente ttlr den Stab BC um B und fiir beide Stlibo u 
A^ so wie in § 169 gezeigt wurde. 

Beisj). 6. Dxei gleicbe und abnlicLe Stabe, welcbe sicb um ibr gemeinscbai 
liches Ende clrehen konnen, werden rechtwinklig zueinander so gehalten, da 
sick die drei ancleren End^rnnkte in einer horizontalen Ebene befinden und d; 
gemeinsckaftlicke Ende entweder ober- oder unterhalb liegt. Man lasst sie ni 
auf eine glatte unelastiscke korizonta^e Ebene fallen; man zeige, dass die G 
sckwindigkcit ikres Sckwerpunkts sick um die Halfte vermindert. 


§ 178. Bio koidon Punkto des Maxinialstos^es. Bine freie %tnelasUsche B 
melle von heliehiger Gestalt drelit sicli in Hirer eigenen JEJbene um das Mome^vta'i 
centrum S und stosst an dem FunJet F, ^velclier in dev den SchivcrpunM G mit 
verbindenden Geraden liegt, gegen ein Hmderniss. Man bestimme die Bage d 
Funlctes F, 2 oenn die Grosse des Stosses ein Maximum sein soil. [Poinsot, Si 
la percussion des corpsy Liouville’s Journal, 1867]. 

Brstens. Das Hinderniss F sei ein festliegender FunJet. Es sei GP^x un 
B die Stosskraft. Setzt man SG — li und sind ou, m die 'W’inkelgesckwindigkeite 
um G vor und nach dem Zusammentreffen, so ist hco die Translationsgeschwindi^ 
keit von G grade vor dem Stoss, v* sei femer die Translationsgesckwindigke 
von G grade nack dem Zusammentreften. Man erkalt die Gleickungen 


o' £0 = 


— Ex 
~Mk^ ’ 


v' — hco — — 


E 

M 


und, wenn man annimmt, der Stosspunkt werde zum Stillstancl gebracht, 


0 


V + xcd =0 (2) 

Mit Hiilfe clieser Gleickungen clriickt man E clurck x aus und mackt E z 
einem Maximum. Man kndet so zwei Wextke fiir x, einen positiven und eine 
negativen. Beide entsprecken Punkten starksten Stosses, aber in entgegengesetzte 
Ricktung. Es gibt einen Punkt P, mit dem der Eorper vor und einen Punkt P 
mit clem er kinter der Bicktung seiner Translation im Baum starker als mi 
jeclem andern Punkt widerscklagt. 

Die beiden Punkte P, P' kaben gleiohen Abstand von S und wenn O da 
Sekwingungseentrum in Bezug auf S als Aufkangungseentrum ist, so win 
SF^:^SG'S0. Mackt man P zum Aufkangungspunkt, so ist F' das ent 
spreckende Sekwingungseentrum und PF' wird in G und 0 karmonisck getheilt 
Perner ist die Grosse der Stosse dem Abstand von G umgekekrt proportional. 

Zweitens. Das JBLinderniss sei ein freier materieller Pmikt von der Masse n 
Wir erkalten ausser den Gleickungen (1) nock die Bewegungsgleickung de 

Punktes m. Ist V' seine Gesekwindigkeit nack dem Zusammenstoss, so ist S 

Der Beriiki-ungspunkt der beiden Korper hat nack dem Zusammenstoss dii 
namlicke Gesekwindigkeit; statt der Gleickung (2) erkalt man claker V -{-xci 
Man finclet x wie zuvor, indem man E zu einem Maximum mackt. x kat zwei Wertke 


Momentankrafto (§ 177—179). 
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Es existiren noch andere aiisgezeiclincte Punkte in einem in Bewegung be- 
findlicben Korper, deren Lage sicb. auffinden lasst. So kann man darnach fragen, 
mit welchen Punkten der Korper gegen ein festes Hinderniss stossen muss , crstens 
damit die Translationsgeschwindigkeit seines Schwerpunkts iind zweitcns, damit 
die Winkelgeschwindigkeit ein Maximum wircl. Diese Punkte hat Poinsot die 
Centren der Maximalrctlexion bez. Conversion genannt. Sie sind jedoch nicht 
wichtig genug, um hicr eine eingehende Besprechung zu rechtfertigen. 

Beisj:). Eine freie Lamelle von belicbiger Gestalt dreht sicli in ilirer eignen 
Ebene um das Momentancentrum S und stdsst auf ein festes Hinderniss I\ welches 
in der Geradcn liegt, die den Schwerpunkt G mit S verbindet. Man suche die 
Lage von P, erntens^ wenn der Schwerpunkt zum Stillstand kommcn soli und 
zivcitcnH, wcnn zwar seine Geschwindigkeit nach dem Stoss dieselbe wie vorher, 
ihro Richtung aber die umgckehrte sein soil. 

Rcsultat. In dem crsten Fall filllt P entweder mit G oder dem Schwingungs- 
centrum zusammen, Im zweiten findet man die Punkte, wenn SG = 7i^ iC===GP 
gcsetzt wird, aus der Gleichung 

= {x — li ) , [Poinsot.] 


§ 179. Elastisclie glatte Korper, Zwei Korper stossen msammen; 
man crlddre die Beschaffenheit der ^wisclien ilmen stattfindenden Action, 
Wenn zwei Kugeln von liartem Material aufeinandertreffen, so 
sclieinen sie sich fast augenblicklich. zu trennen und durcli die gegen- 
seitige Einwirkung wird eine endliche Aenderung der Geschwindigkeit 
in jedem erzeugt. Diese plotzliche Geschwindigkeitsanderung ist das 
Merkmal einer Stosskraft. Die Schwerpunkte der Kugeln mogen sich 
Yor dem Zusammenstoss in derselben Geraden mit den Geschwindig- 
keiten und v bewegen. Nach dem Stoss fahren sie fort sich auf 
dieser Geraden zu bewegen und dabei seien u\ v ihre Geschwindig- 
keiten. Sind m, m' die Massen der Kugeln und ist E die Action 
zwischen ihnen, so erlialt man nach § 168 


B 

_ ^ ^ ; 


B 

m! 


(!)• 


Diese Gleichungen reichen zur Bestimmung der drei Grossen 
ttj B nicht aus. Um eine dritte zu erhalten, hat man in Betrachi 
zu ziehen, was wahrend des Stosses vor sich geht. 

Jede der Kugeln wird durch die andere etwas zusammengedrilckt^ 
so dass sie also keine vollkommenen Kugeln mehr sind. Jede sucht 
auch im Allgemeinen ihre fruhere Gestalt wieder anzunehmen, es 
findet daher ein Zuruckprallen statt. Die Periode des Stosses liisst 
sich mithin in zwei Theile zerlegen: 1) die Periode der Compression^ 
wahrend welcher sich der Abstand zwischen den Schwerpunkten der 
beiden Korper vermindert und 2) die Restitutionsperiode, in welcher 
der Abstand der Schwerpunkte zunimmt. Die zweite Periode geht zu 
Ende, wenn die Korper sich trennen. 

Da die Anordnung der materiellen Punkte eines Korpers durch 
den Stoss gestort wird, so miissten wir eigentlich, um genau zu sein, 

ll'^ 
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die relative Bewegung der verscliiedeuen Theile des Kdrpers bestimme; 
Wir miissten jeden Korper als eine SammliiBg freier materiellc 
Punkte betrachteii; die dnrcli gegenseitige Actionen verbuiiden siii' 
Diese Punkte kounteii; in Bewegung gesetzt, iinmer fortfabren sich z 
bewegen und dabei uin gewisse mittlere Lagen im Korper schwinge; 

Man pflegt indessen anzunebmen, dass die Aenderungen der Gesta] 
und Structur so gering sind^ dass ibre Wirlcung auf die Veranclerun 
der Schwerpunktslage und des Tragheitsmoments des Korpers vernacl 
lassigt werden Itann und ferner dass die gauze Zcit des Zusammei 
stosses so kurz ist^ dass die Verruckung des Korpers in dieser Zeit ui 
beacbtet bleiben darf. Stimmen diese Annahmeii fiir irgeiid welcli 
Korper mit der Wirldichkeit nicbt iiberein, so rniissen die Wirkunge 
ilires Zusammenstosses aus den Grleichungen zweiter Ordnmig abgeleit( 
werden. Wir konnen daber annebmen, dass im Moment der starkste 
Compression die Scbwerpunkte der beiden Korper sicb mit gleicbc 
Grescbwindigkeit bewegen. 

Das Verlialtniss der Grdsse der Action zwischen den Korper 
wiihrend der Restitutionsperiode zu der Actionsgrosse wabrend d( 
Ziisammendriickens ist fiir Korper von verscbiedenem Material ve: 
scliiedeu. Es biingt davon ab, wie scbnell oder langsam die K6r]3( 
ibre urspriingliche Gestalt wieder berzustellen suchen. Geschiebt ^ 
sebr langsam, so findet die Trennung statt, wabrend die Korper noc 
in ibre friiliere Form zurltckkehren, und die Action wabrend dc 
Restitution ist alsdann kleiner als die wabrend der , Compressio] 
Nebmen die Korper dagegen ibre vorige Gestalt so scbnell wieder aj 
dass sie im Augenblick der Trennung diese Gestalt wieder baben, so is 
die Action wabrend der Restitution der wabrend der Compression gleicl 

Manchmal kann man die Kraft wabrend der Restitutionsperiod 
vernacblassigen. Die Korper nennt man dann unelastisch. In diesei 


Fall ist grade nacb dem Zusammenstoss u' — v und daraus erba] 


man B = — ^ — ? (it — v) und 
m + m ^ ' 


mu + m'v 
m + 5?^' 


Kann die Restitutionskraft nicbt vernachlassigt werden, so sei j 
die gauze Action zwiscben den Korpern, die Action bis zum Momei 
der grossten Compression. Die Grosse von B muss man durch Vej 


sucbe feststellen. Dies kann derart gescheben, dass man die Wertb 
von u und v bestimmt und dann B mit Hiilfe der Gleicbungen (1 
findet. Solcbe Versucbe bat vor Allem Newton angestellt und gc 
JB 

funden, dass em constantes Verhdltniss ist, welcbes von dem Materif 

der Korper abbangt. Wir wollen es mit 1 -j- ^ bezeichnen. Die Gross 
e iiberschreitet niemals die Einbeit; in dem Grenzfall, wenn e — 1 is' 
lieissen die Korper vollkommen elastiscb. 


Nimmt man an, der Wertb von e sei bekannt, so lassen sicb di 
Gescbwindigkeiten nacb clem Stoss leicbt ermitteln. Die Action B 


J.TJ.\^XiMLVJLl,UCUXJ.JXXCtJUUO X%0'—*XOXJ* 
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wird zuerst unter der Voraussetzung bereclinet, dass die Korper un- 
elastisct waren und daraus der ganze Werth von B durch Multipli- 
cation mit 1 + e gefunden. Man erhalt 

woraus man und v' mit Hiilfe der Gl. (1) findet. 

§ 180. Als Bcisinel wollen wir untersuclien, wic die Bewegung des in § 170 
IjGsprochcnen HaspcLs beeinflusst wird, wenn der Strick so wcnig elasfciscli isfc, 
(lass man dieso Theoric anwenden kann. 

Ba der Piinkt des Haspels, welcher sicli mit dem Strick in Beriilirimg bo- 
findet, in deni Moment der grossten Compression keine Geschwindigkeit hat, so 
misst die in dem § 170 gefundene Stosswirkung die ganze dem Haspel mit- 
gethoilte Bcwcgungsgrosse vom Bcginn des Stosses bis ziim Moment der stilrksten 
Compression. Wie aus dem Vorigen hervorgeht, iindet man die gesammte mit- 
getheilte Bewegungsgrosse vom Beginn an bis zum Ende der Eestitutionsperiode 
durch Multiplication der in § 170 gefundenen Spannung mit 1 + e, wenn e das 

Maass far die Elasticitilt des Strides ist. Dies gibt P=:= y (1 e). Die Be- 
wegung des Haspels, an dem diese bekannte Stosskraft angreift, ergibt sich leicht. 
Die Vcrticalcomponenten sind m {v' — v) = — -im-y (1 + e). Nimmt man die Mo- 

mente um den Schweipunkt, so ist m/c^co' = i m^?a(l + e), woraus sich v und oa' 
ableitcn lasscn. 

Beisj). Ein gleichformiger Balken balancirt um eine horizontale, durch seinen 
Schwerpunkt gehende Axe und ein vollkommen elastischcr Ball filllt von der 
Hdhe h auf sein eines Ende; man bestimme die Bewegungen des Balkens und 
des Balls. 

Eesultat. M, m seien die Massen des Balkens und des Balles; 2 a die Lange 
des Balkens; F, V die Geschwindigkeiten des Balls grade vor und nach dem 

Stoss, (o die Winkelgeschwindigkeit des Balkens. Es ist dann w = , 

yf _ y Sw — M 

““ Sw+ilf’ 

§ 181. Rauhe Korpei*. Bisher liaben wir nur die Stosswirkung 
normal zur gemeinsamen Flache der beiden Korper betrachtet. Sind 
aber die Korper rauh, so tritt offenbar eine Stossreibung in Wirk- 
samkeit. Da die Stosskraft nur das Integral einer sebr grossen Kraft 
ist, die sebr kurze Zeit wirkt, so konnten wir wobl annebmen, die 
Stossreibung folge denselben Gesetzen wie die gewdbnlicbe. Diese 
Gesetze beruben aber auf Versueben und wir sind niebt sicber, ob sie 
aucb in dem aussersten Fall gelten, wenn die Krafte sebr gross sind. 
Auf besonderen Wunscb Poisson’s unternabm es Morin, diesen Punkt 
durcb Versuebe aufzukliiren. Er fand, dass die Stossreibung zwischen 
zwei Korpern, welcbe sicb treffen imd gleiten, zu der Normalstosskraft 
in demselben Verbaltniss stebt wie bei gewobnlicber Reibung und 
dass das Verbaltniss von der relativen Geschwindigkeit der sicb treffenden 
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Korper uiclifc abhaiigfc. Morin’s Versuch wird im folgenden Par 
graplien beschrieben. 

§ 182, Auf dem Deckel eines Kastens AJB, der mit Sclu*ofc so b 
laden werden kami; dass man ibm jedes gewiinschte GewicM gebc 
kann, sind zwei verticale Holzer AC, BD angebracht. Ein Querho 
yerbindet G mit I) nnd triigt ein Grewiclit mg^ das mittelst ein( 
Padens an ilim aiifgeliangt ist. Das Gewiclit des Kastens mit sein< 
Belastimg ist Mg, Ein Seil ABF geht horizontal yon dem Kasten ai 
liber eine glatte Rolle F nnd tragt bei F das Gewicht ( Jf -f- m)g^ 
Der Kasten kaun auf einer liorizontalen Ebene gleiten, deren Reibung 
coefficient ^ ist. Wenn er daher einmal in Bewegung gesetzt is 
gleitet er in grader Linie mit gleicMormiger Geschwindigkeit^ die yv 
V nennen wollen. Nun wird plotzlicli der Paden, der mg trilg 
diirclisclinitten; das Gewicht filllt in den Kasten und liegt in ill] 
sofort fest. Offenbar wird dadurcli eine Stossreibung zwischen de] 
Kasten imd der liorizontalen Ebene hervorgerufen. Wenn die G 
scliwindigkeit des Kastens unmittelbar nacli dem Stoss wieder V gleicj 
kommt; so ist der Coefficient der Stossreibmig dem der endlichc 
Reibung gleich. 

Man Icajin sicli dies auf folgende Art Idar machen. t sei die Ze 
des Palls. Wenn das Gewicht den Kasten trifft^ hat es die horizonta 
Geschwindigkeit V imd die yerticale gt] der Kasten dagegen die lioa 

zontale Geschwindigkeit V A- ft. wenn f = — r- ist. 

F und It mogen die horizontale imd yerticale Componente cl 
Stosski’aft zwischen dem Kasten und der horizontalen Ebene sei 
Ein Stoss findet statt zwischen dem fallenden Gewicht und dem Kast€ 
und eine Stossspannung in dem Seil AEF] durch sie werden d; 
durch die iiusseren Stosse F und B erzeugten Bewegimgsgrdssen ub< 
das ganze System verbreitet. F' sei die gemeinsame Geschwindigke 
des ganzen Systems grade nachdem die Stosse F und R vollendi 
sind. Durch den Versuch fand man, dass diese Geschwindigkeit 1 
gleich V ist. 

Nimmt man die Componenten in horizontaler und yerticah 
Richtimg wie in § 168, so erhalt man 

[M-t-w-f (JK + m)^] r— (r+ft)—mr=^ — J 

mgt == B. 

Setzt man F'= F und substituirt fur f, so ergibt sich F = 

Beisxx Man zeige, dass der resultirende Stoss zwischen dem Kasten nnd de 
fallenden G-ewicht vertical gerichtet ist, 

§ 183. Wir wollen nun die Theorie des unelastischen Stossi 
in § 179 yerallgemeinern, Zwei Korper yon heliebiger Gestalt moge 
in dem Punkt A aufeinanderstossen imd Aenderungen der Gestalt ur 


Moiuentanlcrafte (§ 181—184:). 


167 


Structur wie zuvor Yernacliliissigt werden. Die relativen Tangential- 
imd Normalgescliwindigkeiten der Beruhrungspunkte der beiden Korper 
sind, %venn sit auf die in § 187 angegebene Art herechnet werden, niclit 
Null. Sie heissen die relativen Gleitungs- und Compressionsgeschwindig- 
keiteu. Es treten also zwei Reactionen auf, eine normal gericlitete 
Kraft und eine Reibung, deren Verhaltniss der Reibungscoefficient, 
ist. Im weiteren Veiiauf des Stosses wird die relative Normalgescbwindig- 
Iceit zerstort und wird Null in dem Moment der starksten Compression. 
B sei die gauze Bewegungsgrosse, welcbe in dieser sehr kurzen Zeit von 
dem einen auf den andern Korper normal iibertragen wird. Diese Kraft 
B ist eine unbekannte Reaction^ zu deren Bestimmung die geometrischc 
Bedingung dient, dass gleich nacb dem Zusammenstoss die normalen 
Gescbwindigkeiten der Berllbrungspunkte gleich sind. Diese Bedingung 
muss auf die in § 137 erklarte Art ausgedrllckt werden. 

Die relative gleitende Geschwindigkeit bei A vermindert sich 
gleichfalls. Wenn sie vor dem Moment der starksten Compression 
verschwindet, so kommt wahrend der ilbrigen Zeit des Zusammen- 
stosses, wenn uberhaupt^ nur so viel Reibung und in solcher Richtung 
zur Wirliung^ als nothig ist^ uim die Beriihrungspunkte bei A am 
Gleiten zu verhindern, vorausgesetzt, dass dieser Betrag kleiner ist als 
die Grenzgrbsse der Reibung. F sei die ganze Bewegungsgrosse, 
welche tangential von dem einen auf den andern Korper ubertrageu 
wird, Diese Reaction F ist durcli die Bedingung zu bestimmen, dass 
gleich nach dem Zusammenstoss die Tangentialgeschwindigkeiten der 
Beriihrungspunkte gleich sind. Wenn jedoch die gleitende Bewegung 
vor dem Moment der starksten Compression nicht verschwindet, so 
tritt die voile Grosse der Reibung in der dem relativen Gleiten ent~ 
gegengesetzten Richtung in Wirkung und es ist F = g,B. Im AU- 
gemeinen lassen sich die beiden Palle auf folgende Art unterscheiden. 
In dem ersten Fall rniissen die Werthe von F und B, welche man 
durch Auflosung der Bewegungsgleichungen findet, derart sein, dass 
F <i (I B ist. In dem zweiten muss die relative Endgeschwindigkeit 
der Beriihrungspunkte bei A dieselbe Richtung nach wie vor dem 
Zusammenstoss haben. Diese Bedingungen sind jedoch nicht aus- 
reichend, denn es ist moglichj dass in verwickelteren Fallen das 
Gleiten seine Richtung wahrend des Zusammenstosses andert oder zu 
andern sucht. Sielie § 187. 

§ 184. Sind die Korper, welche aufeinanderstossen, elastisch, so 
kann sowohl eine normale Reaction als eine Reibung wahrend der 
Restitutionsperiode auftreten. Manchmal muss man dieses Stadium 
der Bewegung als ein Problem fur sich ansehen. Die Bewegungeu 
der Korper im Moment der starksten Compression, wie man sie ge- 
funden hat, dienen als Anfangsbedingungen fiir einen neuen Bewegungs- 
zustand unter der Wirkung anderer Stosskrafte; die wahrend der 
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Restitution zm Wirkung kommende Reibung muss denselben Gesetzei 
folgeu, wie die Wiibrend der Compression. Geuau wie vorlier bietea 
sicli zwei Falle dar; entweder findet Gleiten statt wahrend der ganzea 
Restitutionsperiode oder nur wabrend eines Tlieils derselben. Sii 
werden in der schon erklarten Weise beliandelt. 

§ 185. Ein sehr wichtiger Unterscbied existirt zwisclien den Be 
dingungen der Compression und der Restitution. Walirend der Com 
pression ist die Normalreaction unbekaimt. Die Bewegung des Korperj 
grade vor der Compression ist gegeben und es bestelit eine geometriscln 
Gleiclmng, welclie ausdrilckt^ dass die relative Normalgesch.'windigkei 
der Berillirungspunkte am Ende der Compressionsperiode Null ist 
Aus dieser geometriscben Gleicliung wird dann die Compressionskrafi 
abgeleitet. Man findet zwar auf diese Art die Bewegung des Korpers 
grade vor der Restitution, aber nicht die Bewegimg grade nacli ihi' 
die dock zu bestiinmen ist. Fiir sie ist keine geometrisclie Gleicliung 
vorlianden. Jedocli steht die Restitutionskraft in einem bestimmtei 
Verbiiltniss zur Compressionskraft und ist somit bekannt. 

§ 186. llistorisclio Uetorsiclit.b Problem des Zusainmensfcosses zweie 
fjlattcr imelastisclier Koipcr wircl von PoiBBon in seinem Traite de Mecanigtic 
Seconde edition , 1833 behandelt. Unter der Yoraussetzung, dasB die Bewegung 
eincs jeden der beiden Korper grade vor dem Zusammenstoss gegeben sei, stoll 
or fiir jeden seebs Bewcgiingsgleicbnngen zur Bestimmung der Bewegung gradi 
nach dem Stoss auf. Sie enthalten 13 unbekannte Grossen, nilmlicb die Compo 
nenten der Geschwindiglceiten der Schweipunkte der Korper lilngs dreier rcciit 
winkligcr Axen, die Componenten der Winkelgesdiwindigkeiten der Korper un 
dieselben Axen und seblieaslieb die gegenseitige Eeaction der beiden Korper. Bi* 
Gleichungcn reichen mitbin zur Bestimmung der Bewegung niebt aus. Eine drei 
zehnte Gleicbung erhalt man dann aus dem Satz, dass der Stoss mit dem Momen 
der stilrkstcn Compression beendigt ist, d. b. in dem Augenblick, in welcbem dii 
nomalen Geschwindigkeiten der BeriibrungsiDunkte der beiden Kbi^per, die sicl 
treffen, gleicb sind. 

In dem Fall, in welcbem die Korper eJastisch sind, tbeilt Poisson den Stosi 
in zwei Perioden. Die erste beginnt mit der ersten Berilbrung der Korper unc 
endigt im Moment der stllrksten Compression; die zweite beginnt in diesen 
Augenblick und endigt, wenn die Korper sicb trennen. Die Bewegung am End 
der ersten Periode findet man genau so, wie bei der Annabme, sie seien un 
clastiseb. Die Bewegung am Ende der zweiten Periode ergibt sicb aus dem Satz 
dass die gauze clem einen Korper von dem andern wabrend der zweiten Period 
mitgetbeilte Bewegungsgrosse in constantem Yerbaltniss zu der wilhrend de 
ersten Periode des Stosses mitgetheilten stebt. Das Verbiiltniss liangt von de 
Elasticitilt der beiden Korper ab und kann nur durcb Yersuebe ermittelt werdeu 
die man mit einfachen Stossen an Korpem'aus demselben Material anstellt. 

Sind die Korper rauli und gleiten wabrend des Zusammenstosses aufeinandm 
so findet gleicbzeitig, wie Poisson bemerkt, ein Eeibungsstoss statt. Dies ergibt sicl 
aus clem Satz (§ 181), dass die Reibungsgi'osse in jedem Augenblick ein constante 
Yerbaltniss zum Normaldruck baben und dass ihre Eicbtung der relativen Be 


1) Siebe aucb Foinsot in Liouv. J. (2) II, 283 und IV, 161, 421, Cbelin 
in Bologna Mem. Serie 3, YI, 409, YIII, 273. 


wendung auf eine Kugel, die entwcdcr unelastisch oder vollkommeix elastiscli ist, 
auf eine rauhe Ebene stdsst und sich vor dem Zusammenstoss um cine horizontale 
zur liewegungsrichtung ihres Schwerpunkts senkrecbtc Axe drcbtc. Er zeigt, 
class man yerschiedcnc Fillle imterscheiden miisse, (1) wenn das Gleiten wlihrend 
des ganzen Stosses dieselbe Richtung behalt und nicht verschwindet, (2) wenn 
es wahrend des Stosses verschwindet und Kull bleibt, (3) wenn das Gleiten ver- 
schwindet und das Vorzeicken wecbselt. Der dritte Fall entbalt jedock eine un- 
bekannte Grosse und seine Formeln reichen daker zur Bestimmung der Bewegung 
nicht aus. Poisson weist darauf kin, class das Problem sekr complicirt wircl, 
wenn die Kugel eine Anfangsrotation um eine Axe kat, die auf der verticalen 
Ebene nickt senkrecht stekt, in welcher sick ihr Sekwerpunkt bewegt. Er ver- 
sucht nickt das Problem zu losen, sonclern geht zu einer ausfdkrlicken Bespreckung 
des Zusammenstosses glatter Kbrper uber. 

Coriolis untersucht in seinem Jcu cle Billard (1835) den Zusammenstoss 
zweier raultcn Kugeln, die .wakrend der ganzen Zeit des Stosses aufeinandcr 
ghiten. Er zeigt, class beim Zusammentreffen zweier rauken Kugeln die Ricktung 
des Glcitens wakrend des ganzen Stosses dieselbe bleibt. 

Ed. Phillips untersucht im 14. Band von Liouville’s Journal, 1849, das 
Problem des Zusammenstosses zweier remher tmelastisclicr Kbrper von bclicbiger 
Gestalt, wenn die Reibungsrichtung wahrend des ganzen Stosses nickt notkwenclig 
dieselbe zu bleiben brauckt, unter der Annahme, dass das Gleiten ivdhrend des 
Stosses nicht versclmindet. Er theilt die Periode des Stosses in Elementartkeile 
und wendet Poisson’s Regel fiir die Grosse und Ricktung der Reibung aufjeclc 
Elementarperiode an. Er gibt an, wie man die Auflbsung der Gleickungen 
durclifuhren kann und besprickt speciell den Fall, in welckem die Hauptaxen 
der beiden Kbrper fur den Berukrungspunkt einander parallel sind und uberdies 
der Sekwerpunkt eines jeden Kbrpers auf der gemeinsckaftlicken Normalen im 
Berukrungspunkt liegt, Er kommt dabei zu zwei Resultaten, die wir in dem Kapitel 
liber Beivegtmgsgrosse bringen werden. 

Phillips geht nickt auf eine cletaillirte Untersuckung des Zusammenstosses 
elastischer Kbrper ein, wenn er auck bemerkt, die Periode des Stosses miisse in 
zwei Tkeile zerlegt werden, die gesondert zu betrackten seien. Er meint jcdock, 
sie bbten keine weiteren Eigentkilmlickkeiten dar, wenn man dieselben Voraus- 
setzungen macke. 

Den Fall, in welckem das Gleiten verschwindet und die Reibung unstetig 
wircl, sekeint er nickt untersucht zu kaben. 

In diesem Kapitel werden wir die Theorie der Stosskrafte nur so weit ver- 
folgen, als die ebene Bewegung in Betrackt kommt. In dem Kapitel VI iiber Be- 
loegimgsgrosse wird die Theorie wieder aufgenommen und auf Kbrper von beliebiger 
Gestalt in dem Raum von drei Dimensionen ausgedeknt werden. 


§ 187. Das Problem des Stosses im Allgemeineii. Zwei Korper 
von belieiiger Gestalt stossen auf eine gegehene Art wider einander. Man 
soil die Bewegung grade nach dem Stoss fmden. Die Kbrper sind glatt 
Oder rauh, elastisch oder nicht. 

Gy G' seien die Scliwerpunkte der beiden Korper, A der Be- 
rukrungspunkt. Uy V seien die Componenten der Gescliwindigkeit von 
G grade vor dem Stoss parallel zur Tangente bez. Normalen in A] 
u, V die Componenten der Gescli’wmdigkeit zur Zeit t nach dem Be- 
ginn des Stosses, aber ehe er zu Ende ist, so dass also t unbegrenzt 
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klein isfc. sei die Winkelgescli-windigkeit des Korpers mit clem Schwe 
punkt G grade vor dem Stoss ^ co die Wiiikelgeschwindigkeit nach de: 

Intervall t Sie werdeii positiv genomme; 
weiiu sie rotiren wie die Zeiger einer Uh 
M sei die Masse des Korpers^ 7c sein Trii^ 
heitsradius um G, GN sei ein Loth vc 
G auf die Tangente in A und AN = a 
NG = y. Dieselben Buchstaben mit eine: 
Strichbezeiclmen die entsprechenden Grossc 
fur den andem Korper. 

§ 188. Die Korper seien vollJcommc 
raiili und imelastiscJij so class beim Enc 
des Stosses die relative Gescliwindigkeit d< 
Gleitens sowohl als die relative Geschwindi< 
keit der Compression Null sind (sielie § 156 
Nimmt man alsdann an, t sei der ganze 
Dauer des Stosses gleich, so beziehen sic 
die Buchstaben it, v, co, u\ v\ g) auf cl; 
Bewegung gleicli iiacli dem Stoss. Wir erhalten clann nach § 137 

— yco — ‘1(7 — yci' = 0 

V 4 “ XCO — V X cj' = 0 

Die Componenten parallel zur Tangente und Normalen im Beriihrungi 
punkte ergeben nach § 169 

M(u 

M{v — F) + M\v — r) = OJ 

und nimmt man die Momente fiir ieden Korper um den Beriihrungspunl 
— P) A- — U)y — M{v — V)x = 01 
Uy/— M\v— r)x^ 0 j 

Diese seeks Gleichungen reichen zur Bestimmung der Bewegun 
gleich nach dem Stoss aus. 

§ 189. Sind die Korper voUlcommen glatt und unelastisoli ^ so ha 
die erste dieser seeks Gleichungen keine Giiltigkeit und statt de 
clritten erhalt man aus den Componenten parallel zur Tangente fu 
jeden einzeluen Korper 

u— f7=0, u — U' = 0, 

§ 190. Sind die Korper glaU und elastisch^ so ist die Norma] 
reaction in die Gleichungen einzufuhren. Wir sclireiben die Gleichunge: 
(1) imd (2), wie weiter imten in § 192, mit der einzigen Aenderuni 
nieder, dass — 0 gesetzt wircl. Gleichung (4) gibt dann die Ge 



Qbt/iu mcin tjrnaii xxiciu wit? m uiuiciLung ) aen 

Werfch von M bis zu dem Augenblick der starksten Compression, d. h. 
C 

B = -^j und durcli Multiplication mit 1 -f- e nach § 179 den vollen 
0 / 

Wertli von E fur den ganzen Stoss, Substituirt man dami diesen 
Werth in die Gleichungen (1) und (2), so ergibt sicli Vj co, ii\ v\ g 3 . 

§ 191, Beisj). Zwei glatte vollkommen clastische Koiper stossen gegcn- 
einandcr. D, D' seicn die Componcnten dcr Gescliwindigkeit des Beriilirungs- 
pimkts cines jedon grade vor dem Zusammenstoss mit dem andcrn in der Richtimg 
der Nonnalen. Man beweise, dass die vom Kdrper K vciiorenc Icbendigc Kraft 

4 (d' D ist, wobei die Bczeichnung dicsclbe, wie in dem 

a ^ \ Mir M Ic^ / \ ° ’ 

nachsten Satz ist. 

Eine andro Art, die Aenderung der lebendigen Kraft zn finden, wird in 
Kapitel VII gegeben. 

§ 192. Sind nun ferner die Kdrper unvoUJcommen rmh und elastisch, 
so ist die Grosse der Eeibung, die zur Wirkung gebracht werden 
kaun, wio in § 158 erklilrt wurde, begrenzt. Die in § 188 erlialtenen 
Resultate sind auf den Pall nicbt anwendbar, in welcbem die Grenz- 
grosse der Reibung niclit ausreicht, das relative Gleiten auf Null zu 
reduciren. Urn daruber eine Entscbeidung treffen zu kdnnen, muss 
man den Reibungs- und Normalstoss in die Gleicbungen einfubren. 

E sei die gauze dem Korper M in der Zeit t nach Beginn des 
Stosses durcli den Normaldruck und F die durch den Reibungsdruck 
mitgetlieilte Bewegungsgrosse. Wir nelimen an, sie griffen an dem 
Korper, dessen Masse M ist, in den Richtungen NG bez. NA an. 
Man muss dann voraussetzen, dass sie auf den Korper von der Masse 
M' in umgekehrter Richtung wirken. 

Da E die ganze dem Korper M in der Richtung der Normalen 
mitgetheilte Bewegungsgrosse darstellt, so ist die in der Zeit dt 
mitgetheilte Bewegungsgrosse dE. Da die Korper nur gegeneinander 
stossen konnen, so muss dE positiv sein und die Korper miissen sich 
nach § 136, wenn dE verschwindet, voneinander trennen. Man kann 
daher die Grosse von E zum Maass des Fortschritts des Stosses nehmen. 
Sie ist im Anfang Null, vermehrt sich nach und nach und wird bei 
der Beendigung des Zusammenstosses ein Maximum. Es ist, wie man 
finden wird, vortheilhafter, E anstatt ^ zur unabhiingigen Variablen zu 
wahlen. 

Die dynamischen Gleicbungen sind nach § 168 

M(u — U) = -F 
M(v — r)==E 

-^Si) = Fy + Ex 
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M'{u' — U’)=-F I 

M\v = — B C 

M'lP{co' —SI') = Fij — Ex'l 

Die relative Gesdiwindigkeit des Gleitens der Beriilirungspunl 
ist iiacli § 137 

S = ti — yco — u — y (d' ( 

imd die relative Druckgeschwindigkeifc nacli demselben Paragraplien 
0 = V x' (X>' — V — XG) 


Substitiiirt man in diese Gleichungen aus den dynamisclien Gl< 


clinncfen, so er^ibt sich 


worm 


sind. 


S=.S^ — aF—hR 


0= 


C^—hF—aB 


S^=.U—tjSl — U'—ySl' 

+ xsi' — v—xsi 


r 


M ^ w 


M! 


I) = 


xy 


- + 

«'2/' 


2 




X 

Mk 


M'K 


MJc^ 




(£ 

(e 


(ic 

(11 


Man kaiin die fimf letzten Grdssen die Constanten des Stoss 
nennen. Die beiden ersten 8^, stellen die Anfangsgeschwindi 
keiten des Gleitens und der Compression dar. Wir selien sie £ 
positiv an, so dass also der Korper M iiber den Korper M' bei 
Beginn der Compression gleitet. Die drei andern Constanten a, 
sind von der Anfangsbewegung der anfeinander treffenden Kdrp 
unabbangig. Die Constanten a und a' sind ihrem Wesen nach. positi 
wahrend b jedes der beiden Vorzeicben haben kann. Es wird v( 
Vortbeil sein, weun man beacbtet, dass aa' > b^ ist. 


§ 193. Der darstellende Punkt. Es kommt oft vor, dass h = 
wird, in welcbem Pall die Discussion der Gleicbungen sicb sebr ve 
einfacbt. Aber ancb in diesem einfacben, ganz gewiss jedocb i 
allgemeinen Fall, ist es leicbter den Aenderungen der Krilfte zu folge 
wenn man die grapbische Metbode anwendet. 

Es bandelt sicb um das Polgende. Wabrend B von Null an mittel 
gleicber fortgesetzter Zuwacbse dB zu seinem scbliesslicben Maxima 
wertb vorscbreitet, riickt aucb jF von Null an durcli fortgesetzte Zuwacb 
dF vor, welcbe jedocb nicbt immer dasselbe Vorzeicben zu bab( 
bi^aucben und die durcb ein veranderlicbes Gesetz beberrscbt werde 
da entweder dF = + ^dB ist odor dF grade ausreicht, relative B 


( 


Momentankrafte (§ 176 — 177)» 
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Beisp. 1. Man zeige, class die EicMung der Stossaction an dem Drehpiinkt E 
mit dem Horizont einen Winkel maclit, dessen Tangente (3 sin - o: — 2) cotg a ist. 

Beisp. 2. Wenn der Elasticitatscoefficient der Ebene e ist, zu zeigen, dass 
der durcla (6) gegebenc Wertli von co mit l-\- e multiplicirt werden muss. 

Die nun folgende Betvegung zu fmden. Dies gescliieht sehr leiclifc mit Hiilfe 
dcs Princips dor lebendigen Kraft. Um jcdoch mdglichst viele Losungsarten zu er- 
lilutern, wollcii wir anders verfahren. Die EfFectivkrafte an jedem der oberen Stlibe 

werden durcli die DifFerentialciuotientcn dargestellt und 

das Moment fiir jedon dor unteren Stiibe ist m {Jc^ 0 sei der Winkel, 

CCo 

den jodcr Stab zur Zeit t mit der Yorticalen macht. Nimmt man die Momente 
cbenso wic vorher, so erliiilt man 


( 1(0 , dv 


. ^ du ^ 
a sin 0 — m -tt a cos d = 
dt 


E ‘ 2a cos d + mpa sin 0 . (1)', 


dco' T^dco , dv - n I du ^ ^ ^ 

m {Ir + tt") — m/r -j- m-j- a bihO m — > Sa cob 0 — E - 4:a co^ 0 

(it (it dt dt 

4" 2 a sin 0 (2)'. 

Die geometrisclien Gleicliungen blciben dicsclben wio zuvor, wenn man 0 
statt a sclireibt. Durcli Elimination von E und Einsetzen der Werthe von u und 
V findet man 

(2/i;" “1“ ^ \y ^ ™ ^ ^ ^ 

dO 

und durcli Multiplication der beiden Seiten mit co = — Integration 


[2 (7i:- 4 a^) 4 d']co^ — C — Sga cos 6 . 

Im Anfang, wenn 6 ~cc ist, bat co den durcb G-l. (6) gcgebenen Wertb. Die 
Winkelgescbwindigkeit co ist dab or, wenn die Neigung eines Stabes gegen die 
Verticale 6 ist, durcb 


(1 4 '■! ““ = 


gegeben. 


97^ sin^cy 
4«^ I4'^sin^ar 


30 


(cos a — cos 0) 


§ 177. Beisp. 1. Ein Quadrat bewegt sicb frei um eine Diagonale mit der 
Winkelgescbwindigkeit co; einer der niebt in der Diagonale gelegenen Eclqiunkte 
wird festgebalten; man bestimme den Stossdruck auf den festen Punkt und zeige, 

dass die augenblicklicbe Winkelgescbwindigkeit naebber y ist. [Christ’s Coll.] 

Beisp. 2. Drei gleicbc Stabe, die sicb in einer Geraden befinden und durcb 
Gelenke miteinander verbunden sind, bewegen sicb senkreebt zu ibrer Lange mit 
der Gescbwindigkeit v. Der Mitteljiunkt des mittleren Stabes wird pldtzlicb fest' 

gebalten; man zeige, dass sicb die Enden der beiden andern in der Zeit 
trelFen, wenn a die Lange eines jeden Stabes bedeutet. [Coll. Ex.] 

Beisp. 3. Die Punkte A BCD sind Eckpunkte eines Quadrats; AB, CD sind 
zwei gleicbe und ahnlicbe Stabe, die durcb den Faden BG verbunden werden. 
Der Punkt A erbalt einen Stoss in der Riebtung AD; man zeige, dass die An- 
fangsgeschwindigkeit von A siebemnal so gross als die von D ist. [Queen’s Coll.] 

Beisp. 4. Eine Reibe gleicher Balken AB^ RG, CD . . . ist durcb Gelenke 
verbunden; die Balken werden auf eine glatte borizontale Ebene so gelegt, dass 
jeder mit den beiden anliegenden reebte Winkel bildet und das Ganze eine 
treppenabnlicbe Figur bildet. Dem Ende A wird in der Riebtung AB ein Stoss 
gegeben; man bestimme die Stossaction an jedem Gelenk. [Math. Tripos.] 
Kouth, Dyuamik. I, 11 


Grenzwertli zu "belialteii^ bis P die Gerade 8 S' erreicbt. Die Absc; 
des Durclischnittspunktes ist • Sie gibt den ganzen nor] 

gericliteten Sclilag an vom Beginn des Stosses bis zu der Zeit, 

welcher die Eeibung ' 
gleitender zu walzen 
ubergehen kann. Ist 
negatiy, so scbneiden s 
die Geraden AL und i 
auf der positiven Seite 
P-Axe iiberbaupt ni( 
Alsdanu behiilt die I 
bung ihren Grenzwe 
wahrend des gan 
Stosses. Ist dagegen 
P positiv, so erreiclit 
darstellende Punkt P 
Gerade 8 S' und n; 
dieser Zeit tritt nur soviel Reibung in Wirkung^ als liinreiclit^ 
Gleiten zu yerhuten, yorausgesetzt, dass diese Grdsse kleiner als 
Grenzwertli der Reibung ist. Ist der spitze Winkel^ den SS' mit 
P-Axe bildet^ kleiner als arc tan ft, so ist die Reibung clF ^ die nc 
wendig ist, um Gleiten zu yerhindern, kleiner als der Grenzwertli 
Reibung (idB. P wandert dalier weiter auf 88' in solcber Richtu 
dass die Abscisse B fortfahrt, in positiyem Sinn zu wachsen und da 
erreiclit die Reibung, so lange der Stoss dauert, ibren Grenzwe 
niclit wieder. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den 88' mit der P-Axe mac 
grosser als arc tan fi, so ist das Verbaltniss yon dF zu dB numerii 
grosser als ^ und es ist mebr Reibung noting um Gleiten zu verbili 
als zur Wirkung gebracht werden kann. Die Reibung fabrt da' 
fort iliren Grenzwertb zu behalten und der Punkt P bewegt si 
nacbdem er 88' erreicbt hat, auf einer Geraden, die denselben Win 
mit der P-Axe ys^ie AL macht. Diese Gerade muss auf der entgeg 
gesetzten Seite yon 88' liegen, weil der spitze Winkel zwischen t 
und AB grosser als der Winkel LAB ist. Da ferner der Punkt 
die Linie 88' gekreuzt hat, so andert sich die Richtung des relatr 
Gleitens und mithin auch die Richtung der Reibung. OfiPenbar beh 
dann die Reibung wahrend des ganzen Stosses ihren Grenzwerth. 

Ein Beispiel zu jedem der drei Falle geben wir in den drei E 
grammen auf S. 175. Die Figuren unterscheiden sich durch die Lage ( 
Geraden keines Gleitens, In alien drei Figuren bewegt sich der d 
stellende Punkt von A aus auf der Geraden AL^ die mit, AB c 





HD 


Winkel LAB einschliesst, dessen Tangente ^ ist. In Pig. (1) ist der 
Wiukel zwischen der Geraden keines Gleitens d. li. SS' und AR so 
gross, dass AL und SS' sick in dem positiven Quadranten nicht 
sckneiden. Die Reibung behalt daber wahrend des ganzen Stosses 
iliren Grenzwerth. In den beiden andern Piguren schneiden sick AL 



und 88' in einem Punkt Q, In Pig. (2) ist der Winkel 8 8' A kleiner 
als der Winkel LABj der darsteUende Punkt wandert daker, nackdena 
er Q erreickt kat, auf Q8' weiter. In Pig. (3) ist der Winkel 8 8' A 
grosser als LAB, der darsteUende Punkt bewegt sick also, nackdeni 
er in Q angekommen, auf der Geraden QB auf der andern Seite von 
88' derart weiter, dass der Winkel QBA dem Winkel QAB gleick ist. 

Trifft P auf die Gerade CO', so kort die Compression auf und die 
Restitution beginnt. Der Durckgang ist aber durch weiter keine Eigen- 
thiimlickkeit als diese ausgezeicknet. Ist die Abscisse des Kreuzungs- 
punkts von P mit CO', so endigt der ganze Stoss, wie man aus 
Griinden, die auf Versucken beruken, annimmt, wenn Pg; Abscisse 
von P, gleick Pi(l e) wird, unter e das Maass der Elasticitat der 
beiden Korper verstanden. 

Ofifenbar gibt es sekr viele versckiedene Palle, je nack der relativen 
Lage der drei Geraden AL, 88' und CO'; immer aber lasst sick das 
Fortschreiten des Stosses auf die eben erklarte Art verfolgen, die man 
kurz auf folgende Weise zusammenfassen kann. Ber darsteUende PunM 
P ivandert auf AL, lis er 88' trifft, Bann schreitet er entweder auf 
88' weiter oder auf einer Geraden, die mit der B-Aoce denselben WinM 
wie AL macht, aber auf der entgegengeseMen Seite von 88' liegt Bit 
Gerade, auf welclier er iveitergeht, ist diejenige von beiden, die am steilsten 
auf der F-Ajxe steht, JEr toandert auf dieser lAnie in solcher Bichtung 
weiter, dass die Abscisse B sich vergrossert und bleibt auf der Geraden 
bis mm Ende des Stosses, Ben vollen Werth von B fur den ganzen 
Stoss fndet man durch Multiplication der Abscisse des Punlctes, in 
welchem P die Gerade 00' hreuzt, mit 1 + e. Ber voile Werfh von F 
ist die entsprechende Ordinate von P, SeUt man sie in die dynamischen 
GleicJiungen (1) und (2) ein, so lasst sich die Bewegung grade nach der 
Collision leicht ermiUeln, 
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1st = 0^ so wird S = — aF — bB. In diesem Fall geM d 
Gerade keines Gleitens durcli den Coordinatenanfang A. 1st der spit: 
Winkel, den diese Gerade mit der JB-Axe maclit, kleiner als arc tan 

d, h. ist — nnmeriscli kleiner als u, so bewegt sicli der darstellenc 

a r- J o 

Punkt auf ilir in solcher Riclitung, dass seine Abscisse JR bestand: 
wiiclist. Die Reibnng bleibt dalier walireiid des ganzen Stosses klein' 
als ihr Grenzwertli. 

Ist dagegen der spitze Winkel^ den die Linie keines Gleitens m 
der jR-Axe niacht^ grosser als ai’c tan ft, d. li. ist nnmerisch gross' 

als ft, so bewegt sicb der darstellende Punkt auf der Geraden A. 
welche init der J?'Axe den sj>itzen Winkel LAB = arc tan ft bildc 
Die Gerade Hegt auf der positiven oder negatiyen Seite von AB, 
naclidem 8 positiv oder negativ ist. Da der numerisclie Wertli von 
grosser als ctft und jP=: + fti2 ist, so kangt das Vorzeiclien von 
von dem Vorzeichen von — ab und hat daher 8 das entgege 
gesetzte Zeichen von Daraus folgt, dass die Gerade AL innerlia 
des spitmn Wmlcels liegtj den die Linie Ixines Gleitens mit AB mac) 




So liegt AL in Fig. (1) auf der positiven, in Pig. (2) auf der neg 
tiven Seite von AB. Da AL die Linie keiiies Gleitens nicht nocli ei 
mal treffen kann, so belialt die Reibung iliren Grenzwerth walirei 
des ganze Stosses. 

Der darstellende Punkt verfolgt seinen Weg entweder auf 8i 
oder auf AL, je nachdem der Pall liegt, bis zu dem Ende des Stosse 
Der voile Werth von B fiir den ganzen Stoss ergibt sich durch Muli 
plication der Abscisse des Punktes, in welchem P die Grade Ci 
kreuzt, mit 1 -p e. Der voile Wertli von F ist die entspreclien^ 
Ordinate von P. Setzt man sie in die dynamischen Gleicliungen, i 
findet man die Bewegung grade nach dem Stoss. 

§ 195. Sind die Korper glatt, so fallt die Gerade AL mit d 
P-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sich auf d 
P-Axe und den voUen Werth von P fiir den ganzen Stoss erhalt mi 
durch Multiplication der Abscisse von C mit 1 -f- e. 

Sind die Korper vollkommen rauh (§ 156), so Mit AL mit d' 
P-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sicli auf d' 
P-Axe, bis er an dem Punlct 8 anlangt. Er wandert dann auf der Lin 


Momentankrafte (§ 194 — 197). 
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keines Gleitens weiter, bis er die Linie CC' der grossten Compression 
erreicht. Sind die Korper nnelastiscli; so sind die Coordinaten 
dieses Durchschnittspunkts die gesucbten Werthe Yon R und F] sind 
sie aber unvollkommen elastisch, so setzt der darstellende Punkt seinen 
Weg auf der Linie keines Gleitens fort, Der voile Wertb von R fiir 
den ganzen Stoss ist dann R,^ = R^{1 -|- e) nnd den vollen Werth 
von F erhalt man durch Substitution dieses Werthes von R in die 
Gleichung der Linie keines Gleitens. 


§ 196. Die Reibung braucbt wlihrend des Zusammenstosses niclit 
immer dieselbe Richtung zu haben. Sie muss allerdings dasselbe Vor- 
zeichen behalten, so lange P sick auf AL bewegt; hat P aber SS' er- 
reicht, so iindert sich die Bewegungsrichtung und die in der Zeit dt 
7Air Wirkung kommende Reibung dF kann dasselbe oder das ent- 
gegengesetzte Vorzeiclien, wie vorher, haben. Offenbar aber kann sie 
ihr Zeichen nur einmal wahrend des Stosses wechseln. Ist & = 0, so 
steht die Gerade 8 S' senkrecht auf der P-Axe und alsdann kann sich 
offenbar ihr Vorzeichen nicht andem. 

Es ist mdglich, dass die Reibung ihren Grenzwerth wahrend des 
Stosses behalt, so dass also die Eorper fortwahrend aufeinander gleiten. 
Dazu ist nothwendig, dass entweder die Grade SS' weniger steil zur 
P-Axe gerichtet ist als ALy oder dass der Punkt P die Grade SS' 
liberhaupt nicht erreicht, weil seine Abscisse schon friiher grosser als 
geworden ist. In dem ersten Pall muss h grosser als iia sein; die 
Ahscissen der Durchschnittspunkte von AL mit SS' und GO' sind 
SC 

•^0 = T~r -Bi = i: — T — • I^ dem zweiten Fall muss R. positiv 

^ a(i b ^ b(i a ^ ^ 

und Rq entweder negativ oder positiv und zugleich grosser als 

Ri(l + e) sein. 


§ 197. Beisp. 1, Der Akprall eiiies Balls. Fin Icugelfbnniger Ball bewegt 
sich olme Rotation auf einer glatten hori&ontalen Fbene und trifft mit der Gc- 
schwindiglmt V gegen eine raulie mrticale Waoid, deren Reihungscoeffieient (i ist 
Die Richtung der Bewegung des 
Schioerpunhtes vor dem Anprall 
macht mit der zwr Wand Senk- 
rechten denWinlcela; man bestimme 
die Bewegung grade nacli dem Zu- 
sammenstoss. 

Dies ist das allgeraeine Be- 
wegungsproblem fur alle kugel- 
formigen olme Anfangsrotation 
gegen eine rauke elastiscbe Ebene 
gescbleuderten Balle. Es findet 
Anwendung sowobl auf den gegen 
die Bande gestossenen Billardball 
als auf den Crioketball, der vom 
Boden abspringt. Hat der Ball eine Anfangsrotation, so bedarf man im All- 
genieinen des Raumes von drei Dimensionen; dieser Fall wird S23a.ter erortert werden. 

Bouth, Dynamik. I. 12 
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Kapitel TV, Ebene Bewegung, 


In der Figur S. 177 stellt die Ebene des Papiers eine horizontale durcL dei 
Mittelpunkt der Kugel gelegfce Ebene Yor. Die verticale Ebene, gegen welcbe de 
Ball anstdssfc, schneidet die Ebene des Papiers in AS. 

u, V seien die Componenten der Gescbwindigkeit des Centrums zur Zeit 
nacb dem Beginn des Zusainmenstosses langs der Wand und senkrecbt zu ihi 
£0 sei die Winkelgescliwindigkeit in demselben Moment; JR und JP die Normal 
und Reibungsstosse vom Beginn des Zusammenstosses bis zur Zeit if; JMJ die Massi 
und T der Radius der Kugel. 

Man erbiilt dann 

ilf Fsina)=: — iF 

M{v F cos a) = R 


Die Geschwindigkeit des Gleitens des Beriihrungspunktes ist 


S=^u — £0 = F sin o; — 


r^ + /c^ 


F 


und die Gescbwindigkeit der Comj)ression des Beriihrungspunktes 


C = — V = V cos cc - 


B 

M‘ 


Man trage in der Figur eine Liinge AS^ die 




i MV sin a. und eine 


+ 

andre AQ^ die ilfF cose: darstellt, auf der F- bez. der JS-Axe auf. SJB und CJL 
parallel zii den Richtungen von B und F sind dann die Linien keines Gleitens unc 

der Com'pression. Man sieht auch, dass tg Rj 1(7= tg a = — tgo 

ist. Im Anfang des Stosses gleitet die Kugel auf der Wand; der darstellendi 


Pnnkt P, dessen Coordinaten B und F sind, beginnt daher die Gerade F:=fili 
zu beschreiben. 


Ist g->Ytg£k:, so schneidet diese Gerade die Linie keines Gleitens SB in 

einem Punkt Z, bevor sie die Linie der grossten Compression trifft. Der dar- 
stellende Punkt beschreibt daher die gebrochene Linie ALB. Im Moment dei 
grossten Compression sind F und B die Coordinaten von B, 

Daher ist 


P = Y inf F sin a , P = AfFcoso;. 


Sie sind unabhangig von ft, weil, ‘wie man aus der Figur sieht, mehr als 
genug Reibung zur Wirlnmg gebracht werden kann, um die gieitende Bewegung 
zu zerstoren. 

Ist fiC^Ytga., so schneidet die Gerade F^^^iB die Linie der grossten Com- 
pression CB m einem Punkt IS, bevor sie die Linie keines Gleitens trifft. Die 
Reibung reicht daher nicht aus, das Gleiten zu zerstoren. In dem Moment der 
grossten Compression sind die Coordinaten von BJ 


F = iiMVcos a , R = Af F cos o: . 

Wenn die Kugel unelastisch ist, so hat man diese Werthe von F und B 
nur in die Bewegungsgleichungen einzusetzen, um die Werthe von u., v, ca grade 
nach dem Zusammenstoss zu finden. 

Ist die Kugel unvollkoinmen elastisch und hat den Elasticitatscoefficienten e, 
so setzt der darstellende Punkt P seinen Weg fort, bis seine Abscisse B den Werth 
erreicht hat 

P = F cos a (1 -f g) . 


Momentankrafte (§ 197). 
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Stellt AG' diesen Werth yon E vor iind zieht man C'B' parallel zu so 
Avird, wie zuvor, tg B' AC' — ^ - ^ 


2 tgcc 


1 + e 


1st /a > y , so besclireibt der darstellende Pnnkt eine gebrocbene 

Linie wie ALB' und scbneidet GB', beyor er B'G' trifFt. In diesem Fall sind 
F und E die Coordinaten yon B', 


yilfFsina, 

2 tg O' 


E = MV cos O' (1 4* «) . 


1st jx < Y besckreibt der darstellende Punkt eine nicbt gebrockene 

Linie, etwa AHK, und sckneidet B'G', eke er SB' trifft. In diesem Pall sind F 
und E die Coordinaten yon K, 

F (iMV cos O' (1 + e) , = MV cos a (1 -j- e) • 

Wenn j3 den Winkel bedeutet, den die Bewegungsricktung des Centrums des 
Balls mit der Normalen zur Wand nack dem Stoss mackt, so ist Man 

erkiilt daker 




Oder — 


tgo; — |[t(l + e) 


je nackdem /a grosser oder kleiner als — ist. 

Beisp. 2. Ein unyollkommen elastiscker Cricketball wird so geworfen, dass 
er mit der Winkelgesckwindigkeit SI um eine korizontale Axe rotirt, die auf der 
Ebene der yon seinem Centrum besckriebenen Parabel senkreckt stekt. Grade, 
eke er den Boden trifft, kat sein Centrum die Gesckwindigkeit V und mackt die 
Bicktung seiner Bewegung mit der Normalen den Winkel or. Man zeige, dass 
der Abprallwinkel (3 entweder dm*ck 

6 , ,2 rSl 


e tg p = Y tg or + 


7 Fcosor’ 


oder = tg O' — fx (1 + e) 


gegeben ist, je nackdem grosser oder kleiner als 

2 L ra 1 

7 FcosJl+e 

Beisp. 3. Eine Kugel yom Radius a rollt auf dem Boden mit der Ge- 
sckwindigkeit U und stosst normal gegen eine yerticale Wand, deren Reibungs- 

2 

und Elasticitatscoefficienten ft und e sind. Ist ft (1 + e)> y^ so endigt das 
Gleiten yor dem Ende der Stossperiode und die Kugel prallt daker mit der 
korizontalen Gesckwindigkeit — Ue und der yerticalen y^ "wie man findet, 

wenn man die Momente um den Berukrungspunkt nimmt. Das Centrum der Kugel 
besckreibt darauf eine Parabel und die Kugel trifft spater den Boden. Ist der 

Boden unelastisck und sein Reibungscoefficient ft' < c + y > Gleiten 

nickt yor dem Ende des Stosses auf. Am Ende des Stosses kat das Centrum der 

Kugel die Gesckwindigkeit — U (e—yf*'') unddieWinkelgesckwindigkeit(2— • 
Die Reibung fakrt fort, als endlicke Kraft zu wirken, so dass die Kugel sckliess- 
lick auf dem Boden mit der gleickfdrmigen Gesckwindigkeit — y ^ ^ rollt. 

Beisp. 4. Eine dunne gleickfdrmige Sckale yon der Gestalt einer Halbkugel 
und dem Radius a, deren Basis yertical stekt, rotirt mit der Winkelgesckwindig- 
keit SI um eine korizontale, durch ikren Sckwerpunkt gekende und der Basis 
parallele Axe. Sie wird mit einem Punkt ikrer Basis in Berukrung mit einer. 

12 * 
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Kapitel lY. Ebene Bewegung. 


festen, xauhen, horizontaleu Ebene gebracbt, Dqy Elasticitatsco efficient ist e; dc 
Beibungscoefficient grosser als 2. Man beweise, dass der Berulirungspunkt d( 
Scbale mit der Ebene sich nach dem Zusammenstoss in verticaler Riclitung m: 

der G-eschwindigkeit ^aeSl zu bewegen beginnt. 

§ 198. Beisp. 1, Man zeige, class der darstellende Punkt P, wenn er sic 
so, wie es oben beschrieben wurde, bewegt, die Linie der starksten Compressio 
kreuzen und dass die Abscissc P des Kreuznngspnnktes loositiv sein muss. 

Beisp. 2. Man zeige, dass der Kegclsclinitt, dessen Gleichung, auf die .P- un 
P-Axe bezogen, aF^ a = b ist, nnter b eine Constante yerstande 

eine Ellipse ist iincl dass die Geraden keines Gleitens und stiirkster Compressio 
clcn zu der F- bez. P-Axe conjugirten Durcbmessem parallel sind. Man zeig 
aucli, class der Durcbscbnittspunkt der Geraden keines Gleitens und starkstc 
Compression in dem von den conjugirten Durcbmessem gebildeten Winkel lieg 
welclier den ersten Quadranten enthalt oder in diesem Quadranten entlialten is 

Beisp. 3. Zwei Korper, von denen jecler urn einen festen Punkt rotirt, stosse 
■widereinander; man suche die Bewegung grade nach dem Stoss, 

G' in der Pig. auf S. 170 seien die festliegenden Punkte. Nimmt man di 
Momeixte um die festen Punkte, so kommt man nabezu zu denselben Resultatei 
me in dem dort betracbteten Fall. 

Beisp. 4. Man zeige, dass die bei clem Zusammenstoss zweier Korper vei 
loren gehende lebendige Kraft aus einer der beiden Formeln 

verlorene lebendige Kraft = 2 FS^^ 4‘2PCo — aF^ — 2 & FM — a 

aa' — 

gefunden vrerden kann, vrenn man unter P, P die gauze zur Wirkung ko mm end 
Eeibungs- bez. normal geiicbtete Kraft und unter CJ, , C, S die Anfangs- un 
Endwerthe der Compressions- bez, Gleitungsgescbwindigkeit versteht. Sind di 
Korper vollkommen raub und unelastisch, so ist C sowobl als S Null. 


Anfaagslbewegiuigea. 

§ 199. Bruch einer Stiitze. Ein System von Korpern hefinde sia 
im GleicligewicJit und eine seiner Stiltmi gebe ploMicJi nach, Man such 
die Anfangshewegungen der verschiedenen Korper und die Anfangswerth 
der mischen ihnen besfehenden Beactionen, 

Das Problem, die Anfangsbewegung eines dynamischen System 
zu ermitteln, wird daduroli gelost, dass man die Coordinaten der sic] 
bewegenden materiellen Punkte in Potenzen der Zeit t entwickelf 
(x, y, B) seien die Coordinaten eines Korpers des Systems. Der Eiirzi 

halber moge der Index Hull die Anfangswerthe bezeichnen. So gebe 
den Anfangswerth Yon an. Nach Taylor's Theorem ist 


X — a 


‘ dt^ ’ 2 ! dt^ Y\ 


(i: 


worm weggelassen wurde^ weil der Voraussetzung nach das Systeu 
vom Zustand der Ruhe ausgeht. 


Anfangsbewegungen (§ 11)7—199). 
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Erstens. Man soil mir die Anfangswertlie der Beactionen finden. 
Die dynamisclien Gleichungen enthalten die Coordinate]!, ihre zweiten 
Differentialquotienten in Bezug auf t und die unbekannten Reactionen. 
Es gibt so viele geometrische Gleichungen als Reactionen. Aus diesen 
sind die zweiten Diifferentialqnotienten zu eliminiren und so die Reac- 
tionen zu ermittebi. Man verfabrt ebenso, wie bei der ersten Losungs- 
metliode in § 135 und zwar auf folgende Art. 

Man stelle die geometrisclien Gleicbungen auf, diflferenzire jede 
zweimal und vereinfache dann die Resultate dadurch, dass man fiir 
die Coordinaten ibre Anfangswertbe substituirt. So moge, wenn wir 
Cartesische Coordinaten gebrauchen, (p (Xj y, 0) —0 eine geometrisolie 

Bezieliung ausdrlicken; wir erhalten, weil ^ = C, ^ = 0, ^ 0 

sind, 

^ Jl . ^ ^^^0 0 

dx clf^ * dy dt^ ’ do dt^ 


Das Verfaliren bei der Differentiation der Gleichungen kann mancli- 
mal sehr vereinfacht werden, wenn der Coordinatenanfang so gewahlt 
wird, dass die Anfangswertbe wenigstens einiger Coordinaten Null 
werden. Man Ioann dann die Gleichungen dadurch vereinfachen, dass 
man die Quadrate und Producte oiler dieser Coordinaten vernachldssigt 
Denn, kommt z. B. das Glied vor, so verscbwindet sein zweiter 

Dififerentialquotient 2 x j , wenn der Anfangswertb you x 

Null ist. 

Die geometrisclien Gleichungen miissen unter der Voraussetzung 
aufgestellt werden, dass die Korper ihre allgemeine Lage haben, weil 
wir sie diflferenziren wollen. Bei den dynamischen Gleichungen ist" dies 
aber nicht der Fall, Sie konnen unter der Annahme niedergeschrieben 
werden, dass jeder Korper seine Anfangshge babe. Man erhalt diese 
Gleichungen nach den Regeln, die in § 135 gegeben wurden. Die 
dort flir die Effectivkrafte gegebenen Pormeln lassen bei unsrem 

Problem einige Vereinfachungen zu. So nehmen z. B., weil = 0 


und = 0 sind, die Beschleunigungen in der Richtung des Radius- 

d^r 

vectors und senkrecht zu ihm die einfachen Formen an und 


r • Perner verschwindet die Beschleunigung — langs der Nor- 

malen. Wenn wir z. B. die Anfangsrichtung der Bewegung des Schwer- 
punktes eines der Korper kennen, so ist es von Vortheil, die Compo- 
nenten in der Richtung der Normalen zur Bahn zu nehmen. Dies liefert 
eine Gleichung, die nur die gegebenen Krafte und solche Spannungen 
oder Reactionen enthalt, die an dem Korper wirken.. Ist nur eine 
Reaction vorhanden, so reicht diese Gleichung aus, ihren Anfangswertb 
zu bestimmen. 


Man kann die Regel kurz so fassen; Man stelle die geometrische\ 
Glekhungen des Systems in seiner allgemeinen Lage auf, differewir 
jede ^iveimal and vereinfache die Besultate dadurch, dass man statt de 
Ooordinaten Hire Anfangsiverthe setzt. Man stelle ferner die dynamiscke: 
Glciclmngm des S^Jst&ns imter der AnnaJme auf\ dass es sick in seine 
Anfangslage hefinde and eliminire die meiten Differentialguotientefn, wc 
diircli man m einer hinreichenden Anmhl von Gleichmgen Imnmt, nr 
die Anfangswerfhe der Beactionen iestimmen m Idonnen. 

Man kann aus den Gleichnngen aucli die Wertlie von 

® di^ ^ dt^ 

JS d 

ableiten und so durch ikre Substitution in die Gl. (1) die Anfangs 
bewegung bis zu den Gliedern finden^ die von abhangen. 


§ 200. Zweitens, Man soil die Anfangsbewegimg selbst finden, Bei de 
nun folgenden XJntersucbung wollen wir die Differentialquotienten nac! 
der Zeit der Ktirze halber mit Accenten bezeicbneU; so dass z, I 

durcli oo" dargestellt wird. Wie viele Glieder der Reibe (1) ma: 

beibebalten muss, bangt von der Natur des Problems ab. Es werd 
z. B. der Krilmmungsradius der von dem Schwerpunkt eines der Korpe 
bescbriebenen Bahn gesucht. Man hat 




Setzt man == x'y" — y x" und differenzirt, so erhalt man 


It = xy — y 3 

u" = y'x^^+ x\f ~ 

xY ~ yoe^ + 2(x'i/y— y"x^^, 

Substituirt man in die Taylor ^sche Entwicklung und beachtet, dass 


ist, so wird 


xy —yx 
und ahnlich 


■ «>o"' - <"2/o") + i - V'WO + • • • 


Wenn nun der Korper vom Zustand der Ruhe ausgeht, so n 
der Krummungsradius Null. 1st aber 




so ist die Richtung der Beschleunigung fur den Augenblick stationa 
Es ist dann 


. . (xr + vo'y^ 


TJm diese Differentialquotienten zu ermittelH; kann man so ver- 
fahren. Man differenzire jede dynamische Gleichung zweimal und re- 
ducire sie dann auf ihre Anfangsform, indem man fiir y, Oy etc. ihre 
Anfangswerthe und x\ y', ff gleich Null setzt. Man differenzire jede 
geometrische Gleicliung yiermal und reducire sie dann ebenso auf ihre 
Anfangsform. Man erhalt auf diese Art genug Gleichungen zur Be- 
stimmung von Xq', x^"y etc., H^y R^y B^'y etc., wenn B eine der 
imbekannten Eeactionen ist. Oft ist es vortheilhaft, die unbekannten 
Reactionen aus den Gleichungen zu eliminiren, ehe man differenzirt. 
Alsdann kommen nur die unbekannten Differentialquotienten Xq', Xq", 
etc. in den Gleichungen vor. 

Diese Operationen lassen sicli im Allgemeinen durch einige eiii- 
fache Betrachtungen sehr abkilrzen. Eine dynamische Gleichung sei 
yon der Form 

Lx' + Mi/" + M" + P == 0, 

Avorin Ly M, N, P Functionen nur von Xj ?/, 0 sind. Durch zwei- 
malige Differentiation erhalt man, wenn Xq = 0, y^' == 0, 0^ = 0 
gesetzt wil’d, 

L + My,^y + + ^(Lx" + My" + N0" + P) = 0, 

worm ^ = x^" ^ + y" ^ -f 6^' ^ ist- 

Setzt man x = Xq-\- ^y y = y^-^ ^ly etc., so dass also ri, etc. 
Heine Grossen sind, so ist leicht ersichtlich, dass alle Glieder in 
Ly My etc., welche ri^y etc. enthalten, aus der Endgleichung ver- 
schwinden. Sind daher x^^^ y y^^ , 0^^^ zu ermitteln und werdmi m 
diesem Ziveclc die dynamischen Gleichzmgen differenzirt, so brmichen die 
Goefficienten L, M, etc, nur bis zur ersten Potenz der Meinen Grossen 
^y 7], etc. genau zu sein. 

Auf dieselbe Art findet man, dass sich eine geometrische Gleichung 
wie 9 {Xy 2 /; 0) = 0 auf die Differentialgleichung vierter Ordnung 

g y,iy + 1| d,iy + = o 

reducirt. Es brauchen daher die geometrischen Gleichungen nur bis zur 
zweiten Potenz der Meinen Grossen genau zu sein. Ebenso rniissen, 
wenn wir die Anfangswerthe der sechsten Differentialquotienten suchen, 
die dynamischen Gleichungen bis zur zweiten, die geometrischen bis 
zur dritten Potenz dieser Grossen genau sein. 

Wir werden spater sehen, dass sich diese Anfangsdifferentiah 
quotienten leichter aus den Lagrange’schen Gleichungen ableiten lassen. 

Wenn die Richtung der Bewegung eines der in Betracht kommenden 
Schwerpunkte bekannt ist, so kann man die Tangente an seine Bahn 
zur 2 / -Axe nehmen. Alsdann ist q = y^/’^Xy worin x eine Heine Grosse 
zweiter und y erster Ordnung ist. Man kann daher die Quadrate von 
X und die dritten Potenzen von y vernachlassigen. Dadurch verein- 


186 


Kapitel IV. E'bene Bewegung. 


Beisp. 6. Ein Massenpunlcb ist mittelst dreier gleicher Stricke Yon der Lange a 
an drei Punkten anfgeliangfc, die ein glcicliseitiges Dreieck, dessen Scits 2& ist, 
in einer horizontalen Ebene bilden. Wcnn ein Strick dnrchschnitten wird, so 
ilndert sicb die Spannung eines jeden der andern sofort in dem Verhaltniss 

— • [Coll. Ex.1 


Beisp. 7. Eine Kiigel, die auf einer ranhen horizontalen Ebene rubt, wird 
in eine nnendlich grosse Anzahl yon halbkreisformigen Scheiben zerschnitten, 
welche diircb einen Faden wieder zusammengebunden sind. Dabei stebt der 
Durcbmesser der Kiigel, dnrch welchen die ebenen Flacben der Scbeiben gehen, 
vertical. Man zeige, dass, wenn der Faden durcbschnitten wird, der Druck anf 

45 

die Ebene sicb sofort in dem Verbilltniss vermindert. FEmm. Coll. 1871.1 

2048 ^ 

Beisp. 8, Eine glattc Kugel nibt auf einer horizontal en Ebene und eine 
gleicbe Kugel ist so gegen sie gestiizt, dass die Yerbindungslinie der Mittelpunkte 
den Winkel g? mit der Ycrticalen maebt. Man beweise, dass grade nacb der 
Entfemung der Stiitzen das Verhaltniss des Drucks auf die Ebene zu dem Druck 
zwiseben den Kugeln 2 : cos 9 ist, [Coll. Ex.] 


Beisp. 9. Ein Stab von der Masse m und Lange 2 a, der sicb um sein eines 
Ende als festen Punkt dreben kann, wird durcb einen kleinen Ring von der Masse 
p gesteckt. Das System gelit vom Zustand der Rube aus, wobei der Stab hori- 
zontal ist und der Ring den Abstand c vom festen Punkt hat. Man zeige, dass 

die Polarcoordinaten des Ringes auf den festen Punkt bezogen c + — und 

cifv 24 


~ smd. Manbestimme auch und beweise, dass -f 2 c j 

ist. Daraus leite man den Anfangskriimmungsradius der Babn des Massenpunktes 
ab. [May Ex. 1888.] 


Beisp. 10. Eine massive Halbkugel von der Masse M rubt auf einer voll- 
kommen rauhen horizontalen Ebene und ein Punkt von der Masse m wird vor- 
sichtig in dem Abstand c vom Centrum auf sie geiegt. Man beweise, dass der An- 

3 Tih c ^ 

fangskrdmmungsradius der von dem Punkt besebriebenen Babn ist, wenn 

man mit h den Tragheitsradius der Halbkugel in Bezug auf eine Tangente an ihren 
Scheitelpunkt bezeiebnet. [Matb. Tripos, 1888.] 

Beisp. 11. Eine G-artenwalze ruht auf einer horizontalen Ebene, die raub genug 
ist, umGrleiten zu verhindem und der Griff wird so gehalten, dass die Ebene durch die 
Axe des Cylinders und den Schwerpunkt G des Griffes den Winkel a mit demHorizont 
maebt. Der Griff wird losgelassen; man zeige, dass der Anfangskriimmungsradius 

4 - 

der von G beschriebenen Babn .. ist, worin {n — 1) 1^(75^+ == wa®. 

71 

Dabei ist c der Abstand des Punktes G von der Axe des Cylinders, ni die Masse 
des Griffs, Mk^ das Tragheitsmomeut des Cylinders fiir seine Axe und a sein 
Radius. [Matb. Tripos, 1894.] 


RelatiTe Bewegung Oder sicli Bewegende Axeu. 

§ 203. Bei vielen dynamischen Problemen hat man nur die relative 
Bewegung der verschiedenen Korper des Systems zu finden. In solchen 
Fallen ist es von Vortheil, wenn man sie bestimmen kann, ohne vorher 



xkJliiauivtj xjywtjguug ouer siuxi uewtJgenae jtixen 4v;j — zu4;. Xq / 

die absolute Bewegung eines jeden Korpers im Raum erinittelt zu haben. 
Nehmen wir an^ die relative Bewegung in Bezug auf einen Korper (A) 
werde gesucht, so sind zwei Falle zu unterscbeiden; 1) der Korper (A) liat 
nur eine Translationsbewegung; 2) er hat nur eine Rotationsbewegung. 
Hat er beide^ sowohl Translations- als Rotationsbewegung, so lasst 
sich dies als eine Combination der beiden Falle ansehen. Wir wollen 
sie die Reihe nach betrachten. 


§ 204. Der Fundamentalsatz. Es moge die relative Bewegung 
eines dynamischen Systems in Bezug auf einen sich bewegenden Punkt 
G zu ermitteln sein. Man kann olFenbar 0 zur Ruhe bringen, wenn 
man an Jedem Element des Systems eine Beschleunigung anbringt^ die 
derjenigen von C gleich und entgegengesetzt ist. Man muss ferner 
annehmen, dass eine J.^/an^5geschwindigkeit, die der von C gleich 
und entgegengesetzt ist^ jedem Element ertheilt v^orden ist. 

f sei die Beschleunigung von C zur Zeit t. Wenn an jedem 
materiellen Punkt m eines Korpers dieselbe beschleunigende Kraft f 
einer gegebenen Richtung parallel angreift, so sind diese Krafte zu- 
sammengenommen offenbar einer Kraft fUm aquivalent, die am Schwer- 
punkt angreift. Wenn man daher den Punkt C eines Systems zur 
Ruhe bringen will, so reicht es aus, an dem Schwerpunkt eines jeden 
Korpers in einer der Beschleunigungsrichtung von C entgegenge- 
setzten Richtung eine durch Mf gemessene Kraft anzubringen, 
wenn M die Masse des Korpers und f die Beschleunigung von C 
bedeutet. 

Der Punkt C kann nun zum Anfangspunkt der Coordinaten ge- 
nommen werden und man kann auch die Momente urn ihn nehmen, 
grade als ware er ein im Raum festliegender Punkt. 

Die Grleichung fur die Momente wollen wir etwas genauer unter- 
suchen. (r, 9) seien die Polarcoordinaten eines Elements eines Korpers 
von der Masse m, auf C als Coordinatenanfang bezogen. Die Be- 
schleunigungen des Punktes in der Richtung des Radiusvectors r und 

senkrecht zu ihm sind ^ — r (^f und j ^ • Nimmt man 

die Momente urn 0, so erhalt man 


Um 


dt 


(^ 43 - 


dem Moment der gegebenen Krafte urn C plus dem 
Moment um C der umgekehrten am Schwer- 
punkt, wie wir annehmen, angreifenden Effectiv- 
krafte von C, 


ist 


Liegt der Punkt G im Korper fest und bewegt sich mit ihm, so 
do 

-jr fiir jedes Element des Korpers dasselbe und, wie in § 88, ist 


Em 


dt 
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§ 205. Alls der allgemeinen Grleichung fllr die Momente um einen 
in Bewegung befindliclien Punkt C folgt, dass man die Grleiclmng 

d(o Moment der Krafte um C 

dt Tragheitsmoment fur C 

in den folgenden Fallen benutzen kann: 

Erstens^ wenn der Punkt C sowohl im Korper als im Eaum fest- 
liegt Oder im Korper festliegend sick im Eaum mit gleicMormiger 
Gescliwindigkeit bewegt, weil dann die Besclileunigung von G Null ist; 

ZiveitenSy wenu der Punkt G der Schwerpunkt ist, denn alsdann 
ist zwar die Besclileunigung nicbt NuU, aber das Moment verschwindet; 

drittens, wenn der Punkt C das Momentancentrum und die Be- 
wegung eine kleine Schwingung oder eine Anfangsbewegung ist, die 
vom Zustand der Eulie ausgebt. Zur Zeit t drebt sick der Korper 
um 0; die Greschwindigkeit von C ist daker Null. Zur Zeit t dt 
drekt sick der Korper um einen andern sekr nake bei G liegenden 
Punkt G'. Es sei CG' = d(S, die Greschwindigkeit von G ist dann G)d(3. 
In der Zeit dt ist daker die Gesckwindigkeit von G von Null auf codij 

gewacksen, seine Besclileunigung ist folglick die genaue 

Gleickung der Momente um G zu erkalten, muss man die Effectivkraft 
Sm • CQ “ in der umgekekrten Kicktung am Sckwerpunkt anbringen. 

Bei kleinen Sckwingungen sind aber co sowohl als ^ kleine Grossen, 

deren Quadrate und Producte vernacblassigt werden diirfen und bei 
einer Anfangsbewegung ist co Null. Das Moment dieser Kraft ist 
daher wegzulassen und die Bewegimgsgleichung ist dieselbe, wie wenn 
G ein festliegender Punkt ware. 

Es ist zu beackten, dass man die Momente um jeden dem 
Momentancentrum sekr nake liegenden Punkt nekmen kann; dock wird 
es in der Eegel vortkeilkafter sein, sie um das Centrum in seiner ge- 
storten Lage zu nekmen, weil alsdann die Momente irgend welcker 
an dem Eotationscentrum etwa vorkandener Eeactionen versckwinden. 

§ 206. Wird die genaue Momentengleickung um das Momentan- 
centrum verlangt, so kann man auf folgende Art verfakren. Ist L das 
Moment der gegebenen Krafte um das Momentancentrum, Gr der 
Sckwerpunkt, r der Akstand des Sckwerpunkts vom Momentancentrum 
(7, M die Masse des Korpers, so ist das Moment der gegebenen Krafte 
und der umgekekrten Effect! vkrafte um C 

L — Mm ^-r cos GC C. 

Verstekt man unter 1c den Tragkeitsradius fur den Schwerpunkt, 
so wird die Bewegungsgleiokung 
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M{ie + r^)^ = L~Mc3r^^, 


wenn man fur cos GC'G seinen Werth setzt. 

da 


§ 207. Momeiitaiikrafte. Das Verfahren in § 204 kann offenbar 
auch auf Stosskrafte angewandt werden. Man erhalt so eine sehr ein* 
iaclie Losung des iii § 171 behandelten Problems, 

Ein Kdrper hewegt sich auf irgentl eine Art^ 'ploUlich wird der FunJct 0 des 
Korpers gemimgen, sich auf gegehene Weise m bewegen; man soil die relative Be- 
wegung in Bezug auf 0 finden. 

Urn den Punkt 0 zur Rube zu bringen, muss man am Scliwerpunkt G- die 
Bewegungsgrosse Mf anbringen, wo unter f die Resultanto aus der umgekehrten 
Geschwindigkeit von 0 nacli dem Weclisel und der Geschwindigkeit von 0 vor 
dein Weclisel bedentet. Sind co, co' die Winkelgescbwindigkeiten des Koriiers vor 
nnd nacli dem Weclisel, ist r=OG und nimmt man die Momentc urn 0, so wird 


(r“ -(- Ic^) (oo' — co) = dem Moment von f um 0 . 


Nun ist das Moment um 0 ciner Gescbwindiglreit bei G dem Moment um G der- 
selben an 0 angebracliten Geschwindigkeit gleich • und entgegengesetzt. Sind 
duller L' die Momente um G der Geschwindigkeit von 0 grade vor und grade 
nach dem Wechscl und ist Iz der Tragheitsradius fiir den Schwerpunkt , so ist 


(a 


l;-~l 
“ ' 


§ 208. Beisp. 1. Zioei scliwere Bimlzte, deren Massen m und m' sind, werden 
durch einen unausdelinharen Faden miteinander verbunden, der uber die Sclmeide 
eines Keiles von der Masse M gelit, welcher sich auf einer glatten liorizontalen 
Fbcne frei bewegen Icann. Man suche die Kraft, die auf den KeU wirlzen muss, 
damit das System sich im Zustand relativen Gleichgeivichts befmde. 

Hier wird es das Beste sein, den Keil dadurch zur Rube zu bringen, dass 
man an jedem Massenpunkt die der Besobleunigung des Keils gleicbe und ent- 
gegengesetzte Bescbleunigung f angreifen lasst. Ist dies gesebeben, so befindet 
sicb das ganze System im Gleicbgewicbt. Ist F die gesuebte Kraft, so erbalt 
man durch Zerlegung in borizontaler Riebtung {M m nf) f ~ F. 

a, cc seien die Neigungen der Seitenflacben des Eeils gegen die Horizontale, 
An dem Punkt m greifen mg vertical und mf horizontal an. Die Spannung des 
Padens ist daber m (g sin a -f- f cos a), Nimmt man statt m den Punld w , so 
findet man als Spannung aueb m' (^sina' — f cos «')• Setzt man beide gieicb, so 
ergibt sich 

ni sin a — ~ sin cc 

f= -1 rn g, 

W cos £C + ^ cos cc ^ ’ 

woraus dann F folgt. 

§ 209. Beisp. 2. Fine eylindrische AushoMwng, deren Ausschnitt eine ovale Cwve 
ist und deren Frzeugwngslinien horizontal sind, tvird in eine cubische Masse ge- 
macht, die auf einer glatten horizontalen Fbene frei gleiten Icann. Die Oberfldche 
der Eohlu/ng ist vollkommen rauh und eine Kugel ruht derart in ihr, dass die 
Verticalebene durcli die Schiverpunlcte der Masse und der Kugel auf den Frzeugenden 
des Cylinders senJcreeJit stelit. Fie Bewegu/ngsgrosse B ivird dem WUrfel durch 
einen Stoss in dieser Verticalebene mitgetlieilt. Man suche die o'elative Bewegung 
der Kugel in Bezug auf den Wiirfel und ermittle, welclien Werth die Stosslcraft 
mindestens Jiaben muss, wenn die Kugel die Wand der Mohlung nioht verlassen solh 
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Gleichzeitig mit dem Stoss B tritt aucli eine Stossreibung zwischen dem 
Wilrfel und der Kugel auf. m seiea die Massen des Wilrfeis und der Kugel, 
a der Radius der Kugel, 7c ibr Tragbeitsradius fur einen Durcbmesser, sei die 
Anfangsgescbwiudigkeit des Wurfels, Vq die des Mittelpunktes der Kugel in Bemig 
auf den Wurfel, oj^ die Anfangswinkelgescbwindiglceit. Nimmt man die Horizontal- 
componenten fur das ganze System und die Momente fiir die Kugel allein uin 
den Berubrungspunkt, so erbalt man 

ct(^o + Fo) + /^^co, = 0 J 

und da kein Gleiten stattfindet 

v^-^a(OQ^0 (2). 

Um die nun folgende Bewegung zu finden, wo lien wir annebmen, (a:, y) 
seien die auf rechtwinklige an der cubiscben Masse befestigte Axen bezogenen 
Coordinaten des Mittelxmnktes der Kugel; x sei borizontal, y vertical. 1st nun die 
Gleicbung der cylindriscben Hoblung gegeben, so ist y eine bekannte Function 
von X. Wenn yf den Winkel bedeutet, den die Tangente an die Hoblung im Be- 

ruiiTungsxDunbt der Kugel mit dem Horizont macbt, so ist tgip^ 

ChX 

Ist ferner V die Geschwindigkeit der cubiscben Masse, so folgt aus § 132 

+ (3). 

Wenn man unter die anfanglicbe lebendige Kraft und unter y^ den An- 
fangswertb von y verstebt, so ist nacb der Gleicbung der lebendigen Kraft 

T [(S + ^)' + (^) ' + + T ~ J'o) w - 

worin co die Winkelgescbwindigkeit der Kugel zur Zeit t bedeutet. Ist v die 
relative Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel in Bezug auf den Wurfel, 
so ist, da kein Gleiten stattfindet, v = aco. Durcb Elimination von V und oj aus 
diesen Gleicbungen findet man 

+ ... ( 6 ), 

worin 

B^ 

09 = P j^ + ^9y« (6). 

Diese Gleicbung gibt die Bewegung der Kugel in Bezug auf den Wilrfel an. 

§ 210. Um den Druck auf den Wurfel zu finden, wollen wir den Wurfel zur 
Rube bringen. B sei der Noiunaldruck der Kugel auf den Wurfel, F die Reibung 
positiv genommen in derselben Ricbtung wie der Bogen. Die ganze Effectivkraft 
am Wilrfel ist jf2 sin + Fcqb, 1 ^. Nacb § 204 muss man jedem Massenpunkt eine 

X 

Bescbleunigung ^ in der dieser Kraft entgegengesetzten Ricbtung mittbeilen. An 

der Kugel greift daber eine Kraft in borizontaler Ricbtung an, wozu dann 

nocb die Reaction i^, die Reibung F und ibr eignes Gewiclit kommt. Nimmt 
man die Momente um ibren Mittelpunkt, so ist 

( 7 ). 

Die Componenten Tangs der Tangente an die Babn geben 



( 8 ). 


dv 


^ m ^ 

dt . 

Da kein Gleiten stattfindet 

v — aoo 

Differenzirt man (9) und subatitnirfc aus (7) und (8), so folgt 

sin 'ijj 


worm y : 


JP== 
7c^ 


^ y Bin 'lb cos lb 
. L — j — . - .-. T . _ <ijig 


(9). 


( 10 ), 


7I> ISt. 


1 -f- y cos® 'ip ^ a® -f- fc® 1 -j“ y QOB^ip 
Aus den Componenten der am Mittelpunkt der ICugel 


a® + 7c® M 

angreifcnden Kiilfte in der Richtung der Normalen zur Bahn ergibt sich 
mv^ ^ , w ™ . 

= B X sm ip -- mg Gos 'll} 


(11), 


imter q den Kriimmungsradius der Balm verstanden. Setzt man fur seinen 
Werth aus der Gleicbung (6) ein, der man die bequemere Gestalt 


v^i — §C0!i^ Ip) = 2 y)g ( 12 ) 

geben kann, worin 6 = _£! — ist so erliillt man zwei Gleicliungen zur 

^ ^ a® + ^c® M + m ’ 

Ermittlung der Reactionen F und R. 

Die Elimination von gibt 


C — 21 / + 9 cos ip 


1 — p cos® Ip ^ + y F 

1 y cos® ip (3 mg 


9P 


■ (13), 


wobei P eine ziemlich complicirte Function von 'ip ist, die man niclit immer nothig 
liat. Es ist 


(1 — P cos^ I’)* P + y 

1 + y cos® ip p (1 — p) 


Man beacbte, dass P nicht verschwinden kann, stets endlich und positiv ist, 
da § nothwendiger Weise kleiner als die Einbeit ist. 

Soli die Kugel den ganzen Weg um die Hoblung zurilcklegen, so muss der 
in (12) gegebene 'Wertb von v for alle y und cos 'ip reell bleiben. Der Wertli 
von C in (6) muss daber grosser als der grosste Wertb von 2y sein. Ebenso 
muss B stets positiv bleiben, so dass die Wertbe von cos 'ip, -wie sie aus Gl. (13) 
folgen, fiir den Fall sammtlich imaginar oder numeriscb grosser als die 

Einheit sind. Man beacbte, dass, wenn G> 2^/ und ^ stets positiv ist, B far 
keinen positiven Wertb von cos ip verscbwinden kann. 

Hat die Gleicbung (13) fur P = 0 zwei gleicbe Wurzeln, die kleiner als die 
Einheit sind, so versobwindet der Druck auf die Hoblung, wecbselt aber sein Yor- 
zeicben nicbt. In diesem Fall -verlasst die Kugel die Wand der HSblung an dem 
diesen Wertb von cos ip entsprechenden Punkt nicbt. Aus der Bedingung, dass 
die Wurzeln gleicb sein sollen, ergibt sicb 


d r 




- (3 cos® ipl 


2P 


P + y 


9 sin Ip (15) , 


1 -j-y C0S®1pJ 

worin q eine durcb die Gleicbung des Cylinders gegebene Function von ip ist. 
Setzt man der Ktirze balber | = cos ip, so reducirt sicb die Gleicbung auf 

dlQ, 


dip 


|(l^(3r)(l+y|®)(p + y) = sinip[3p+y--(3p® + y®)|®+Py(y--P)r] (16)* 


Wenn fur keinen andeyn reellen Wertb von cos ip als diesen B in (13) ver- 
scbwindet und sein Yorzeicben wecbselt, wenn ferner C'^^y bleibt, so macbt 
die Kugel gerade einen Umgang. Zu diesem Resultat kommt man aucb auf 
anderm Weg. Wenn die Kugel gerade einen Dmgang macben soli, so muss B 


a if) 

wobei man beachte, dass der DifFerentialquotient der rcchten Seite Null ist mifc 

Ausnahme einzelner Punkte, fur welche etwa g oder ~ unendlich sross wird, 

d'lf) 

Man beaclite aucli, dass die Constante 0, welche von den Anfangsbedingungen 
abliiingfc, verschwindet. Auf diese Art kommt man wieder zu der Gleicliung (15). 

Bemerkenswerth ist, dass der Punkt, an welcliem der Druck verschwindet 
und ein Minimum wird, nur dann der hcichste Punkt der Hohlung ist, wenn der 
Kriimmungsradius q daselbst ein Maximum oder Minimum ist. Dies folgt un- 
mittelbar aus Gl. (16). 

TJin den Stoss B zu finden, der nothig ist, damit die Kugel grade einen 
Umgang mache, muss man die Wurzeln der Glcichungen (13) und (16) untersuchen. 
Zu diesem Zweck zeichne man eine Curve, deren Abscissen | und Ordinaten 17 sind, 
unter 77 die linke Seite von Gl. (13) verstanden, von bis |= — 1 . Die Curve kann 
Wellenlinien machen; die Maxima und Minima der Ordinaten ergeben sich aus (16). 
Soil die Kugel rund herum laufen, so muss der Werth von C der art sein, dass 
jede Ordinate zwischen 5 = 0 und 5 == — 1 positiv bleibt. Wir untersuchen daher 
die Wurzeln der Gl. (16) und wahlGn die Wurzel, welche 7 } am kleinsten macht. 
Den Werth von G erhillt man dann, inclem man diesen Werth von rj gleich Null 
setzt. Hat man so G gefunden, so folgt der Werth von B aus ( 6 ). Das Resultat 
ist selbstverstlindlich den oben erwahnten Einschriinkungen unterworfen. 


§ 211. Sicli bewegeiide Axen. Zunachst woUen wir nun den Fall 
betracliten, in welchera die Bewegung auf zwei zu einander senkreclite 

Grerade Ot] bezogen werden 
y soil, die sicb um den fest- 

y\ liegenden Coordinatenanfang 0 

Y Y mit der Winkelgeschwindigkeit 

^ dreben. 

Ox^ Oy seien zu einander 
\ rechtwinklige festliegende Axen 

und der Winkel xO^ — 0, 

^1 g = OMy rj == PM seien die 

Coordinaten eines Punktes P; 
lij V die Componenten der Geschwindigkeit und X, Y die der Be- 
schleunigung des Punktes P in den Eicbtungen Orj. 

Offenbar erbalt man die Bewegung von P aus den Bewegungen 
der beiden Punkte N durch einfacbe Addition. Die Componenten 

der Geschwindigkeit von M langs und senkrecbt zu OM sind ^ 

bez. I CO, und ebenso sind ^ bez. tjg) die Componenten der Ge- 

scliwindigkeit von N langs und senkrecbt zu ON. Addirt man sie 
mit den ricbtigen Vorzeicben, so erbalt man 

di I ii 


Da die Bescbleunigung das Mass fiir die Gescbwindigkeitszu- 
nabme ist, gerade wie die Gescbwindigkeit das Mass fur die raumlicbe 
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EntferntingszuiialirQe^ so erhalten wir die entspreclienden Formeln fiir 
Xj Yj indem wir tij v statt x, y schreiben, also 




du 


dv 

dt 


UC3. 


Durcli Addition der Bescbleuniguugen Yon M imd N findet man 
auf dieselbe Art: 


X = 

r = 


d^ 
dt^ ' 
d^T] 


— 


1 d 


{vfco), 


I] dt 

d^x 


Durcli Benutzung dieser Formeln statt und kann man 


dt^ 


dt^ 


die Bewegung auf die bewegliclien Axen Ori beziehen. 


§ 212. Beisp. 1. Die Axen Or] seien scbiefwinklig und mogen den 
Winkel a miteinander macben; man beweise, dass, wenn die Gescliwindigkeit 
durcb die beiden Componenten v parallel den Axen dargestellt wird, 

'ii=^ — — 03 § cotg a — (0 7 ] cosec or, 

Cit 

“ -j- COT] cotg cc-\-co^ cosec cc. 

In diesem Fall ist PM parallel zu Orj, Die Gescbwindigkeiten von M und 
N sind dieselben wie zuvor. Ihre Resuitante ist der Anfgabe nach die namliclie 
wie die von it und v. Suclit man die Componenten in irgend zwei Bicbtungen 
und setzt sie gleich, so erbillt naan zwei Gleicliungen zur Ermittlung von u und 
V. Zu solchen Richtungen walilt man am besten die Lothe auf 0| und Or], weil 
dann it in der einen und v in der andem Gleicbung nicM auftritt. u und v kann 
man so jedes fiir sicli finden, wenn man das andre nicht nbtliig bat. 

Beisp. 2. Die Bescbleunigung werde durcb ibre Componenten X und Y dar- 
gestellt; man beweise, dass 

^ du , 

X = — — 03^ cotg a — 03^; cosec oc , 
d V 

■xr I j. . 

Y = -y- cov cotg a --I- (ou cosec a . 

cl t 

13 Man erbalt diese Gleicbungen auf dieselbe Art, wenn man die Gescbwindig- 
keiten und Bescbleunigungen senkrecbt zu 0^ und Or] zerlegt. 

Beisp. 3. u, V seien die Componenten der Gescbwindigkeit eines Punktes P 
auf recbtwinklige mit der Winkelgescbwindigkeit co rotirende Axen bezogen; man 
beweise, dass der Kriimmungsradius der Balm 'oon P im Baum durcb die Gleicbung 

1 . 

(1(2 ^ ^ ^ ^ (m2 ^ 

gegeben ist. 

Nimmt man die festen Axen so an, dass sie einen Moment mit den sicb be- 
wegenden Axen zusammenf alien, so ist die linke Seite der Gleicbung 

dx d^y d^x dy 
dt dt^ dt^ dt 


Eoutli, Dynamik, I. 
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Substituirt naan ^ 
dt 


■■ « und fur ~ = X , 


dhj 

dt^ 


Y ihre oben ge- 


dy 
It 

gebenen Wertbe, so ergibt sicb das Resultat soforfc. 

Der gewohnliche Ausdruck fiir 9 in Polarcoordinaten folgt daraus, wenn man 
dr dO de 


dV 


V == r ~jT 1 w^~jr setzt. 1st 0 die unabhangige Variable, so wird 

ufO dz 


d^ 

dt 


:1 . 


Beisp. 4. Im Fall Yon Anfangsbewegungen, die Yom Zustand der Bnlie aus- 
geben, wird der Ausdruck I'iir q in deiu letzten Beispiel unbrauchbar. Man zeige, 
indem man wie in § 200 verfalirt, dass q nur dann einen von Null verscbiedenen 

Werth hal^en kann, wenn _ _ _ _ _ + 2 J «, = 0 ist und 

dass in diesem Fall 




[(!?)■+©■] 


3 \dt dt^ dt dt^J ' \ 


dio d^u dv d^v 
dt dt^ ’ dt dt^ 


^ CO ~\- 


+ 




+ 


dcD 

\di) J 


du 


dH 


■worm — , etc., , etc. ibre Anfangswertbe darstellen, indem der 

dt dt dt dt 

Kiirze wegen eine Null an die Buchstaben %i etc. nicbt angebangt wurde. 


§ 213. Beisp. Ein materieller Funfct leioegt sieh unter der Wirlcung heliebiger 
Krdfte anf einer glatten Curve ^ loelche ge^ioimgen ist^ sicli mit der Winlceh 
gescliioindigJceit co mn eine feste Axe m drelien. Man fmde die relative Bewegimg 
in Bezug auf die Cw've. 

Wir wollen annebmen, die Bewegung lande in einem Raum von drei Dimen- 
sionen statt. Die Z~Axe sei die festliegende Axe und die | und 7]-Axen mogen 
bez, der Cuiwe festliegend sein. Die Masse sei die Einbeit der Masse. Die Be- 
wegungsgleicbungen sind dann 


1 r+ii« . 

d^z 


w. 


worin X, Y, Z die Componenten der gegebenen bescbleunigenden Kraffce in den 
Ricbtungen der Axen, B der Druck auf die Curve und (I, m, n) die Ricbtungs- 
cosinusse der Ricbtung von JK sind. Da B senkrecbt zur Curve wirkt, so ist 




' ds 


dz 

ds 


Die sicb bewegende Curve werde recbtwinklig auf die Ebene der 7 } pro- 

dc 

jicirt, 6 sei der Bogen der Projection und v ^ — die Componente der Ge- 

dt 

scb-windigkeit parallel zur Projectionsebene. Den Gleicbungen kann man dann 
die Poim geben: 


Eelative Bewegung Oder sioh bevegemle Axen (§ 212 — 213). 
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dt^ 


= x+(M=i+ ^n + ^a>v' 


dr) 

d6 


+ m. 


d^T ) 

"di^ 




dH 

dt^ 




Die beiden Glieder 2co'y' ~ und 
da 


• 2cov 


da 


sind die ComiDonenteix einer 


Kraft V,(ov\ deren Eichtungscosinusse 




dr) 

da^ 


m' 


da ’ 


qi r= 0 


sind. 


Sie genxigen der Gleichung Z' ^ -4" m' ^ 4- n' ^ — 0, 

da da da 




Die Kraft ist daher senJcreclit zur Taiigente an die Curve und senh'eclit zur 
Eotationsaxe gerichtet. B' m(5ge die Resultante der Reaction B und der Kraft 
2cov' sein. B' wirkt alsdann aucli rechtwinklig zur Tangente; Q", n') mogen 

ihre Eichtungscosinusse sein. 

Die Bewegungsgleichungen erhalten mithin die Gestalt 

V I 2 

^=T+a>^ri- 

„ 

dt^ ^ + -S « 

Dies sind die Bewegungsgleichungen eines sich auf einer festen Curve he- 
wegenden Massen'punhtes , an dem ausser den gegehenen Krdften nodi ztoei undone 
Krdfte angreifen, ndmlich (1) eine Kraft (o^r, die grade von der Axe weg geriehtet 
ist, unter r den Ahstand des Bunktes von der Axe verstanden, tmd (2) eine Kraft 
dco 


dt 

dm 

dt 


J 4- 


( 2 ). 


dt 


T, deren Bichtung senJcrecht zu der den Punht %md die Axe enthaltenden Kbene 


imd der Bichtmig der Botation der Curve entgegengesetzt ist. 

Bei jedem speciellen Problem harm man daJier die Gwrve so ansehen, als Idge 
sie fest. Die Curve mOge sich z. B. um die Axe mit gleichfdrruiger Winkel- 
geschwindigkeit drehen. Mmmt man dann die Componenten in der Eichtung der 
Tangente, so ist 

dv .^dx , ..^dy , rrdz . . dr 


ds’ 


•worin r den Ahstand des Massenpunktes von der Axe bedeutet. V sei der A 
fangswerth von v^ r^ der von r, Dann ist 

_ F* = 2 ^^ (Xdx + Tdy + Zdz) + a.* (r* — r,>). 

1st Vq die Geschwindigkeit, die der Massenpunkt unter der Wirkung der 
selben Krafte hatte, wenn die Curve festlage, so erhalt man 

r^ = iJlxdx + Xdy + Zdz) 

und daraus 

-yS (0^ (r^ — Vq ®). 

Der DrucJc auf die sich hewegende Curve ist dem DrucJc auf die festliegende 
Curve nicht gleich. Da V ^ drj/da^ m' = — d^jdc ist, so wirkt die Kraft 2o)V 
parallel zu dem Loth auf die projicirte Curve in einer Eichtung, welche der *' 
Folge der Rotation m entgegengesetzt ist. Dreht man diese Kraft daher um, 

13* 
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Kapitel IV. Ebene Eewegnng. 


ist der Druck R auf die beweglicbe Curye die Eesultante aus dem Druck K auf 
die feste Curve und eines Drucks 200 ^;', der senkrecM sowohl zur Curve als zur Axe 
•vvdrkt, -wobci der letztere in der Bewegungsrichtung der Curve positiv zu nehmen ist. 

Mmmt man z. B. an, die Curve sei eben, bewege sick gleicbmassig um eiiie 
zu ihrer Ebene senkreclite Axe und gegebene Krafto seien nicbt vorbanden, so 
ist, wenn man die Componenten in der Iticbtung der Normal en nimmt, 

— = — sin cp -|- Ii\ 

Q 

worin cp den Winkel bedeiitet, den r mit der Tangente macht. Daraus folgt, 
unter 2^ das von der Axe auf die Tangente gefallte Loth verstanden, 

L (O-p _|_ 2(jOV . 

Q 

Dieses Beispiel liatte man aucb durcli Gjlindercoordinaten in der Art leicht 
Ibsen kunnen, dass man die feate Axe znr pj-Axe genoinmen und die Projection auf 
die ai 2 / -Ebene auf Polarcoordinaten bezogen lilltte. Diese Metbode, das Problem 
zu bebandelu, wird dem Leser zur Uebung uberlasHcn. 

Beisp. Ist to variabel, so erlialt man 

11 —^^ — |- oo^p -|- 2co?J “I- ^ l/r" — 


Beispiele 

(den an der Universitat und den Colleges gegebenen „Examination Papers^ 

entnommen). 


1. Ein kreiafbrmiger Roil’, dessen Gewicbt nw ist, kann sicb frei auf einer 
glatten liorizontalen Ebene bewegen. Er tragt auf seinem Umfang einen kleinen 
Ring vom GcAvicht w und der Reibungscoefficient zwiscben beiden ist /a. Anfangs 
befinclet sicb der Rcif in Rube und hat der Ring eine Winkelgescbwindigkeit w 

■ » 1 ■ j ■ ■ 

um den Mittelpunkt des Reifen. Man zeige, dass der Ring nacb der Zeit — 
auf dem Reifen zur Rube Icoinmt, 


2. Die Ebene eines scbweren kreisfbrmigen Drahtes steht vertical und sein 
tiefster Punkt befindet sicb in der Hbbe 1% iiber einer liorizontalen Ebene. Ein 
kleiner Ring wird von dem libcbsten Punkt aus langs des Drabtes mit einer 

'Winkelgescbwindigkeit um sein Centrum gleicb geworfenund zu gleicber 

Zeit der Drabt losgelassen. Man zeige, dass der inaterielle Punkt grade n Dni' 
drehimgen gemacbt bat, wenn der Drabt die borizontale Ebene erreiclit. 

3. Ein Drabt von der Gestalt eines Kreises kann sicb in einer borizontalen 
Ebene um einen festen Punkt 0 seines Umfangs dreben und tragt eine kleine 
Kugel P, die anfilnglicb mit der gegebenen Gescbwindigkeit Y von dem ent- 
gegengesetzten Ende A des durcb 0 gebenden Durcbmessers aus gescbleudert 
wurde. Die Masse des Drabtes ist doppelt so gross wie die des ICugelchens; man 
zeige, dass 

+ — (^) = Vh-% 

worin 

OA = %a, (p = ^FOA. §147. 

4. Zwei gleicbe gleichformige St'abe ,von der Lange 2 a, die an ibrem einen 
Ende lose mit einander verbunden sind, werden symmetriscli auf eine feste glatte 

Kugel vom Radius gelegt, in die Hbbe geboben und derart in eine bori- 



Beispiele (§ 213). 
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zonfcale Lage gebrachfc, class das Golenk die Kiigel berdhrfc. Man lilssfc sie unter 
der Wirknng cler Sckwere fallen; man zeige, Avenn sie znm ersten Mai zur Ruhe 

kommen, dass sie den Winkel arc cos y mit dcm Hoiizont macken; dass die Be- 

riilirungspunkte mit der Kugel alsdann die Schwingungscentren cler Stabe beziig- 
licb des Gelenkes sin cl; dass der Druck auf die Kugel an jedem Beruhrungsi}unkt 
cin Yi(3rtel des Gewichts eines jeclen Stabes betriigfc und dass kein Zwangszustand 
am Gelenk vorhanden ist. § 143. 

5. Bin scbwerer glciicbfdrmiger Reif von der Gestalt eines Kreises, dcm 
Radius a und der Masse 27tam^ der an einem Punkt vollstandig gebroeben ist 
und dessen Ebene vertical stelit, rollt mit gleicbformiger Winkclgescliwindigkeit co 
aiif einer horizontalen Ebene. Man suche den Maximal- und Minimalwertli des 
Biegungsmoments an irgend einem Punkt Q des Reifens und beweise, dass, wenii 
CO so gross ist, dass das Biegungsmoment niemals verachwindet, der grosste dicaer 
Wertho 2 7aft^ sin^ 0 (ccco- + i?) ^nter 20 den Winkel verstanden, den Q und 
der Bruclii>unkt am Centrum des Reifens bestimmen. 

6. Die Enden zweier graden gleiclicn und gloicbformigen SPabe sind durck 
zwei Strickc von gleicker Lange a so verbunden, dass das Ganze cin Parallelo- 
gramin bildet. Ein Stab wire! an scinem Mittelpunlct durck cine festc Axe ge- 
stiitzt, um wclclie er sick frei bewegen kann und diesc Axe stekt senkreclit auf 
der Ebene der Bewegung, die vertical ist. Man zeige, dass der Mitfcelpunkt des 
imteren Stabes auf dieseibe Art, wie ein einfackes Pendel von der Lange a 
schwingt und dass die IFirdccZbewegung der Stake von dieser Sekwingung niclit 
abkiingt. 

7. Ein diinner Strick ist an zwei Punkte rt, jB in derselben horizontalen 
Ebene befestigb und trilgt an seinem Mittelpunkt das Gewickt W. Ein Stab von 
dor Lange AB und dcm Gewickt W kat an jedem Ende einen Ring, durck 
welchen der Strick hindurchgeht , und wircl aus der Lage AB fallen gelassen. 

Man zeige, dass der Strick wenigstens die Lilnge kakenmuss, wenn das 

Gewickt den Stab je crreicken soil. § 143. 

Wenn das System sick im Gleickgewickt befindetund das Gewickt ein wenig, 
vertical versekoben wird, so betrligt die Dauer seiner kleinen Sekwingungen 
1 



8. Ein feiner Zwirn ist in einer glatten Icreisformigen Rokre cingescklosscn 
welche frei um einen verticalen Durokmesser rotirt; man beweise, dass die 
Neigung (0) des Durckmessers durck den Sekwerpunkt des Eaclens gegen die Verti- 

cale in der Lage relativen Gleickgewickts durck die Gleickung cos 0 = — ^ — - 
® ® ° aco^ cos j3 

gegeben ist, worin co die Winkelgesckwindigkeit der Rokre, a ikr Radius und 
2a p die Lange des Padens bedeutet. Man erldllre den Fail, in welckem der 
Wertk von aco^cosp zwiseken g und — g liegt. 

9. Ein glatter Drakt ohne Trllgkeit ist wie eine Schraubenlinie gebogen und 
kann sick um eine verticale Axe dreken, die mit einer Erzeugenden des Cylinders, 
auf clem die Sckraubenlinie aufgetragen ist, zusammenfallt. Ein Meiner sekwerer 
Ring gleitet die Sckraubenlinie kinab, indem er von einem Punkt ausgekt, in 
dem diese verticale Axe die Schraubenlinie trifft; man beweise, dass die Winkel- 
gesckwindigkeit der Sckraubenlinie ein Maximum wird, wenn sie sick um den 
durck die Gleickung cos^0 -f- tg^or -|- 0 sin 2 0 — 0 gegebenen Winkel 0 gedreht 
hat, unter a die Neigung der Sckraubenlinie gegen den Horizont versfcanden. [Die 
Masse der Sckraubenlinie ist als Null anzuseken.] 
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Kapitol IV, Ebene Bewegung*. 


10. Einc kugelfbrmige Hohlimg vom Radius a wird in einen glasernen 
Wiirfel YOU der Masse Jf gemaclit und ein Punkt von der Masse m bineingelegfc. 
Der Wiirfel wird dann auf oiner glattcn hori?iontalen Ebene mit der Gesebwindig- 
keit V BO in Bewegung gesetzt, dass der materielle Punkt grade um die Kiigel 
herum lauffc imd dabei in Benilirung mit ibr bleibt. Man beweise, dass 

F* = 5a5t-|-4a(/-®. 

11. Ein vollkommen rauber Ball wird in cine hohle cylindrisebe Gartenwalze 
auf ihren ticfsfcen Punkt gelcgt und dio Walze dann einen horizontalen Weg ent- 
lang mit der gloicbformigcn Gescliwindigkeit V gezogen. Man zeige, dass der 

27 

Ball ganz um das Innere dor Walze berumrollt, wenn grosser als — a) 

ist, unter a den Radius des Balls und unter h den der Walze verstanden. 

12. AB^ BC sind zwei glcicho gloicbformigc Stilbe, die bei B lose durcb 
ein Gelcnk, vcrbnnden sind und sicb niit dcrselben Gescbwindigkeit in eincr zu 
ihrer Lange scnkrecditen Riebtung bewogon; das Endc A wird plotzlich festgebalten ; 
man zeige, dass die Anfangswinkol gescliwindigkeit von AB dreimal so gross 
als die von BC ist. Man zeige aucli, dass b(3i der nacbfolgenden Bewegung der 

Stilbe der grdsste Winkel, den si(3 niiteinander macben, arc cos ~ ist, und dass, 

wenn sic das niichste Mai cine grade Linic bilden, die Winkelgeschwindigkeifc 
von BC neimmal so gross als die von AB ist. §§ 160, 147. 


13, Drei gleiche sclnvere gleicliformigc Balken, die durcb Gelenke miteinander 
verbunden sind, werden so auf einen glatten Tiscb gelegt, dass sie eine grade 
Linie bilden, und dem inittleren Balken wird in seinem Mittelpunkt ein bestimmter 
borizontaler Stoss senkreebt zu seiner Lilnge gegeben; man zeige, dass der 
momentane Stoss auf jeden der andern Balken ein Secbstel des gegebenen 
Stosses iat. 


14. Drei Balken von gleicbem Material sind so verbunden, dass sie einen 
einzigen Balken bilden, und werden auf einen glatten borizontalen Tiscb gelegt. 
Die beiden ausseren Balken sind gleicb lang und einer von ibnen erhalt auf sein 
freies Ende einen Sclilag, der senkreebt zu seiner Lilnge geriebtet ist. Man be- 
stimme die Lange des mittleren Balkens^ wenn der andre llussere Balken die 
grdsstmoglicbe Winkelgescbwindigkeit erbalten soil. 


Re suit at. Ist m die Masse eines jeden Endbalkens, jSm die des inneren, 
P die Bewegungsgrosse des Scblags, co die dem dritten Balken mitgetbeilte 

Winkelgescbwindigkeit, so ist ??Ktco woraus sicb ergibt, dass 

(3 = y 1/3, wenn co ein Maximum ist. 


15- Zwei raube Stabe Jl, B werden parallel zu einander auf dieselbe bori- 
zontale Ebene gelegt. Ein dritter rauber Stab C wird recbtwinklig so iiber sie ge- 
legt, dass sein Scbwerpunkt in die Mitte zwiseben sie fallt. C wird um den 
Winkel a in die Hobe geboben und fallen gelassen; man bestimme die Be- 
dingimgen, unter welchen er Sebwingungen macht und zeige, dass, wenn seine 
Lange dem doppelten Abstand zwiseben A und B gleicbkommt, der Winkel 0, 
um den er sicb bei der Sebwingung erbebt, durcb die Gleicbung 

• £1 / 1 \ 2 % . 
sin d ~ f yl • sin a 

gegeben ist. 

16. Die Ecken A, B einer schweren reebteokigen Lamelle ABGD kdnnen 
sicb auf zwei glatten festen Drabten OA, OB bewegen, die reebte Winkel mit- 


Beispiele (§ 213). 
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einander maclien, in einer verfcicalen Ebene liegen unci die gleiclic Neigung gegen 
die Verticale haben. Die Lamelle belindet sicb im Gleicbgewicht, wobei AS 
horizontal iet; man finclc die Geschwindigkeit ihres Sclnverpunkts unci die Winkel- 
gesch-windigkeit, die durcli einen in der Eichtung der unteren Eante CD er- 
folgenden Btoss liervorgerufcn -werden. Gegeben ist AD = 2 a, man be- 

weise, class AD grade so hocli steigt, class es mit clem einen Draht zusammen- 
filllt, wenn der Stoss derart ist, class or einer der Lamelle glcicben Masse eine 

Geschwindigkeit mittheilen wiirde, deren Quadrat ~ (ja{2 — 1/2) ist. Man fincle 
auch die Stosskriifte bei A und B. 


17. Ein Ball, der sich mn eine verticalc Axe drebt, bewegt sich auf oinem 
glatten Tisch imd tritft direct gegen cine vollkommcn rauhe verticale Bancle 
man zeige, dass die lebendige Kraft des Balles sich in clem Verhilltniss 

10 + 14 tg® ^ ^ 

vormindert, wo e die Elasticitiit des Balles und 0 der Abprallwinkel ist. * 

18. Ein Eliombus bestclit aus vier starren gleichfdrmigen Stiiben, von denen 
jeder die Lilnge 2 a hat und die sich um Gelenke an ihren Enden frei bewegen 
konnen. Wemn der Eliombus auf einen glatten horizontalen Tisch gelcgt wird 
und einer d(;r Stabe einen Stoss rechtwinklig zu seiner Eiclitung erhiilt, so be- 
ginnt der Eliombus sich wie ein starrer Kdrper zu bewegen, wenn der Stoss einen 
Pimkt trifft, der um a (1 — cos a) von dem Schcitelpimkt eines spitzen Winkcls 
entfernt ist, wobci cc der spitze Winkcl ist 


19, Ein Eechteck wird aus vier gleichformigen Stiiben von der Lilnge 2 a 
bez. 2h liergestellt , die an ihren Enden durch Gelenke verb unden sind. Das 
Eechteck rotirt auf einer glatten horizontalen Ebcne um sein Centrum mit der 
Winkelgeschwindigkeit plotzlich wird ein Punkt in einer der Seiten von der 
Lange 2a festgehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Seiten 

von der Lilnge 2 h sofort - n wird. Man suclie auch die Aenderung in der 

6 a + 4 0 

Winkelgeschwindigkeit der andern Seiten und die Sfcossaction an dem Punkt, der 
festgelegt wird. 

20. Drei gleiche gleichformige unelastische Stabe, die durch Gelenke lose 
miteinander verbunden sind, werden in einer Geraden auf einen glatten horizontalen 
Tisch gelegt und die heiden ausseren mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten um 
die Enden des mittleren (1) in derselben Eichtung, (2) in entgegengesetzten 
Eichtungen in Eotation gesetzt. Man beweise, dass in dem ersten Pall, wenn die 
ausseren Stabe den grossten Winkel mit dem nach beiden Seiten verlangert ge- 

dachten mittleren machen, die gemeinsame Winkelgeschwindigkeit aller drei yoi 
ist, und dass im zweiten Pall nach dem Zusammenstoss der beiden ausseren 
Stabe das von ihnen gebildete Dreieck sich mit der gleichfdrmigen Geschwindig- 
keit |-otoo bewegt, wenn 2 a die Lange eines jeden Stabes ist. 


21. Ein gleichseitiges , aus drei gleichen schweren gleichfdrmigen , an ihren 
Enden durch Gelenke verbundenen Staben von der Lange a gebildetes Dreieck 
wird in einer verticalen Ebene so gehalten, dass eine Seite horizontal liegt, und 
die gegentiberliegende Ecke nach unten gerichtet ist. Nachdem es irgend eine 
Hdhe durchfallen hat, wire! der Mittelpunkt des oberen Stabs plotzlich angehalten; 
man zeige, dass die Stosswirkungen an den oberen und dem nnteren Gelenk in dem 
Yerhaltniss ]/f3 : 1 stehen. Wurde das untere Gelenk ehen brechen, wenn das 

System die Hdhe — durchfallen hat, so betruge die Schwingungsamplitude der 



heraibgefallen ist. 

1/3 

22. Ein vollkozamen rauher unci starrer Eeif rollt eine schiefe Ebene 
liinab unci stossfc auf ein Hinclerniss in cler Gestalt eines ISTagels. Man zeige, dass, 

wenn cler Radius des Reifens r, die Hohe cles Nagels iiber cler Ebene — r unci 
die Geschwindiglceit grade Yor clem Stoss V ist, cler Reif iiber den Nagel springt, 
falls Y gr j^l — sin -f- — ^)] unter a die Neigung cler Ebene gegen den 

Horizont Yerstanclen. Man zeige, dass cler Reif niebt in Beriihrung mit dem Nagel 
hleibt, wenn win und gescliiebt es clocb, dass cler Reif den 

Nagel veiiLisst, wenn cler Durcbmesser durcb den Beriibrungspunkt mit dem Hori- 
zont einen Winkel maebt, dessen Sinus ~ + v “f’ 

2^. Eine flacbe kreisformige Scheibe vom Radius a wird auf einem raiiben 
borizontalen Tiscb fortgestossen , welcber clerart ist, class die Reibung an einem 
Element cV^mcc betriigt, wenn man unter a das Element, unter V die Ge- 
scbwindigkeit des Elements und unter m die Masse cler Elacbeneinbeit yerstebt; 
man suebe die Babn des Mittelpunkts cler Sebeibe. 

"Wenn die Anfangsgescbwindigkeit clcvS Scbweipunktes und die Winkel- 
gescbwindigkeit der Sebeibe co„ sind, so lasst sicb beweisen, dass die Gc- 
scbwindigkeit und die Winkelgescbwindigkeit co zu irgend einer folgenden Zeit 

dcr Be.iehung genugen 

2d. Eine sebwere kreisformige Lamelle von dem Radius a und der Masse M 
rollt auf der Innenseitc eines rauben Kreisbogens vom doppeltcn Radius, cler in 
einer verticalen Ebene festliegt. Man finde die Bewegung. Wenn die Lamelle 
auf den tiefsten Punkt des Bogens so gesetzt wird, dass sie sicb in Rube befindet, 
so ist der Stoss, weloben sie in borizontaler Riebtung erbalten muss, clamit sie so 
bocb als moglicb steige, obne vollstanclig berumzulaufen und obne abzufallen, 
MySag . 


25. Eine Sebnur obne Gewiebt wird um einen rauben borizontalen Cylinder 
gewunclen, dessen Masse M und Radius a ist und der sicb um seine Axe drehen 
kann. An das freie Ende der Sebnur wird eine Kette von der Masse m und der 


Lange I befestigt. Alsdann rollt man die Kette diobt zusammen und lasst sie los; 
man beweise, dass cler Winkel 0, um welchen sicb der Cylinder nacb der Zeit t 


gedrebt bat, ebe die Kette vollstanclig ausgestreckt ist, durcb Mad—^ adj 


gegeben ist. 


26. Zwei gleicbe Stabe AC, BC sind bei C frei verbunden und bei A und 
B, zweien Funkten, die in derselben borizontalen Linie liegen, an Haken gebangt, 
wobei jeder Stab den Winkel a mit dem Horizont maebt. Der Haken B gibt 
plotzlicb nacb ; man beweise, dass die Riebtung des Druckes bei C sofort sicb. um 

TTr* 1 1 j ij. 1 m X i + 6 sin^ a 2 — 3 cos^ a . , 
einen Wmkel drebt, dessen Tangente —-4-- ^ • t:— • ist. 

14-6 cos^ a 3 sin a cos cc 


27. Zwei Massenpunkte A, B werden durcb einen diinnen Faclen verbunden ; 
A rubt auf einem rauben borizontalen Tiscb, wabrend B vertical im Abstand I 
von der Kante des Tisebes berabbangt. A ist nun gerade im Begriff, sicb zu be- 
wegen und B wird horizontal mit der Gescbwindigkeit to fortgescbleudert ; man 


zeige, dass A sicli mit der Beschleunigung — ^ • ~~ zu bewegen beginnt und 

dass der Anfangskrunnaungsradius der Babn des Punktes (ju- + 1)1 isfc, wo ^ den 
Eeibungscoeflcieiitcn bedeutet. 

28. Zwei Massenpunkte (m, m) werden durch einen Faden A^erbunden, der 
durch einen Ideinen festliegenden Ring gelit, und so gelialten, dass der Faden 
horizontal ist; ilire Abstande von deni Ring sind a und a. 9 , <?' seien die An- 
langskrummungsradien ihrer Bahnen, wenn sie losgelassen werden; man beweise, 

T m m' ^1.1 1,1.. 

class — = und — U --• = — U 1 st. 

Q Q Q Q a a 

29. Fine Kugel, dcren Schwerpunkt niclit in ilirem Centrum liegt, wird auf 
einen rauhen Tiscli gelegt; der Reibungscoefficient ist fi; man bestimme, ob sie 
zu glciten oder zu rollen beginnt. 


30. Ein krcisformiger Ring wird in verticaler Lage auf einer glatten bori- 
zontalen Ebeno befestigt und ein klciner Ring auf den Kreis gcsetzt, der an dem 
hochsten Punkt mittelst eines Fadens befestigt ist, zu dem der Centriwinkel cc ge- 
lidrt. Der Faden wird durcligeschnitten und der Kreis freigclassen; man beweise, 
dass die Druckkrafte auf den Ring vor und nach clem Durclischneiden des Fadens 
in dem Vcrhilltniss Jf + nt sin^ a; iff cos cc stehen, worin m und 31. die Massen 
des Ringes und des Kreiscs sind. 


31. Das eine Ende C eines Stakes lilvsst man mit gleichformiger Winkel- 
gc.schwincligkeit n auf clem Dmfang eines Kreises vom Radius a rotiren, wahrend 
der Stab selbst sicli in der entgegengesetzten Richtnng mit derselben Winkel- 
geschwindigkeit um dieses Ende drebt, Der Stab fallt Anfangs mit einem Durcb- 
messer zusammen und ein glatter Ring, der frei Pangs des Stabes gleiten kann, 
wird in das Centrum des Kreises gebraebt, r ist der Ab stand des Ringes von G 

zur Zeit man beweise, dass r= ^ + cos 2 n^ ist. 

u o 


32. Zwei gleiche gleicbformige Stake von der Lange 2 c 6 sind durch ein 
Gelenk an dem einen Ende aneinander gebangt, wahrend die andern Enden 
ein unausdebnbarer Faden von der Lange 2 Z verbindet. Das System ruht auf 
zwei glatten Zapfen, die in derselben borizontalen Linie liegen und den Abstand 
2 c voneinander baben. Der Faden wird durcbgescbnitten; man beweise, dass die 
Anfangs winkelbesclileunigung eines jeden Stabes 


ist. 


(f 


8a^c — 
, 32a^c^ 

-3 


^a^cl 


33. Eine glatte borizontale Sebeibe rotirt mit der Winkelgescbwindigkeity/a 
um eine verticale Axe; auf den Durebsebnittspunkt wird ein materieller Punkt ge- 
legt, der nacb einem gewissen Punkt der Sebeibe von einer Kraft gezogen wird, 
deren Bescbleunigung /aX der Abstand ist; man beweise, dass seine Babn auf der 
Sebeibe eine Cycloide besebreibt. 


34:. In einem bohlen Cylinder vom Radius a, der auf einem rauben Tiscb 
ruht, sitzt ein Insect auf der tiefsten Erzeugenden; wenn das Insect sicb auf- 
maebt und mit gleichformiger relativer Gescbwindigkeit F zum Cylinder in einer 
verticalen Ebene, welcbe die Axe des Cylinders recbtwinklig sebneidet, fort- 
wandert, so ist der Winkel d, den die Ebene, welcbe die Axe und das Insect ent- 
balt, mit der Verticalen maebt, durch die Grleicbung gegeben; 
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(^) ( “1“ ^ Y ^) “ — 2mag sin^ ~ 6 , 

voraiisgesetzt, class die Cylinderwand selir diinn isfc. 

Wenn dcr innero Radius h ist, so lilsst sich beweisen, dass 

[M (/c^ + «“) -f- (^" — 2 ce b cos 0 -f- ^”)] == O' — 2 mg b (1 — cos 6) 

ist_, worin 

OIr [M [h^ + -)- m {a — ?^)^] -= \M{k^ + a^) + ma (a — ?;)]" 

iind iif, m die Massen dos Cyliiiilors boK. des Inscctes sind. 

85. An einem krcisf()rniigGn Reifen vom Radius h und oline Masse ist ein 
Hcliwerer Massenpunkt in einem Punkt befestigt, der den Abstand c vom Centrum 
hat; die innere Elache des Rcifens wird gezwungen, auf der ausacren Flllcbe eines 
foaten Kreises vom Radius a, wobei 7; > a ist, nnter der Wirkung einer ab- 
stoHsenden Kraft zu rollon, dcrcu Sitz das Centrum des festen Kreises ist und die dcm 
fi'fachcn Abstand glcichkomint. Man z<‘ige, class die Poriode Icleiner Scbwingtingen 

1 

des Rcifens 2 ™ ist. Man zeige, dass alle Schwingungen, kleine 

wie grosse, wenn c = b ist, dicselbo Pcniodo habcn; ferner, dass man im All- 
gemeinen den Reifen so in Bewegung sctzen kann, dass er mit der gleichformigen 

i 

AVinkelgcschwindigkcit ^ ^ ' zai rollen foi*tfahrt. 


Kapitel V. 

Die Bewegimg starrer ICiirper im Raum Yon drei 

Dimensionen. 

Translation nnd Kotation. 

§ 214. Wenn die materiellen Punkte eines Korpers starr mit~ 
einander verbiinden sind, dann milssen gewisse allgemeine Beziehun gen 
zwiscten den Bewegungen dieser Punkte existiren^ die Beschaffenheit 
der von (Jen Kraften erzeugten Beweguiig mag seiu; welche sie will. 
Diese Bezieliimgen xniissen derart sein, dass aus der Bewegung dreier 
nicht in derselben Graden liegenden Punkte die eines jeden andern 
Pimktes gefunden werden kann. An erster Stelle wird es daker unsre 
Aufgabe sein^ den allgemeinen Charakter der Bewegung starrer Korper^ 
abgesondert von den Kraften ^ welcbe sie hervorrufen, zu betracbten und 
die Bestimmung der Bewegung eines jeden materiellen Punktes auf so 
wenige unabhangige Grossen zu reduciren, als moglicb ist, und an 
zweiter Stelle werden wir untersuchen, wie diese unabhangigen Grossen^ 
wenn die Krafte gegeben sind^ ermittelt werden konnen. 

§ 215. Ein PimM eines in Bewegung befmdlichm starren Korpers 
liegt fest; man soil die allgemeinen Be^iehmgen mischen den Bewegungen 
der iibrigen BunMe des Korpers alleiten. 

0 sei der festliegende Punkt; er werde zum Centrum einer be- 
weglicben Kugel genommen, die in dem Korper befestigt sein moge. 
Der Radiusvector nach irgend einem Punkt Q des Korpers sckneide 
die Kugel in P; die Bewegung eines jeden Punktes Q des Korpers 
wird dann durcb die von P dargestellt. 

Wenn die Verschiebungen AA\ BB' zweier Punkte A, B auf der 
Kugel in einer gewissen Zeit gegeben sind, so kann man die Ver- 
schiebung eines jeden andern Punktes P auf der Kugel offenbar finden, 
indem man auf A!B' als Basis das Dreieck A'B'B' congruent ABB 
construirt. PP" stellt alsdann die Verschiebung von P dar. Man kann 
als selbstverstandlicli anseken oder auch, wie in den Elementen der 
Geometric; beweiseU; dass auf derselben Basis und auf der namkcken 
Seite derselben keine zwei Dreiecke auf derselben Kugel existiren 
konneU; welcke sowokl die Seiten gleick kaben, die in dem einen Ende, 
als die; welcke in dem andern Ende der Basis zusammenlaufen. 
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D und E seien die Mittelpunkte der Bogen AA\ BJB' und DO, 
EC Bogen grosster Kreise^ welche auf AA' bez. JBB' senkreclit stelien. 

Dann ist ofPenbar GA== GA' und 
GB — GB' und daker, weil die Grund- 
limQR ABj A'B' gleicli sind, die beiden 
Dreiecke A GB^ AGB' congruent. Die 
Verschiebung von G ist daher Null. 
Weil ferner die Verscbiebung von 0 
Null ist, so muss offenbar die Ver- 
scbiebung eines jeden Punktes der Ge- 
raden OC Null sein. 

Ein Korper hann daher von irgend 
einer Lage, die loir AB nennen Iconnen^ in 
cine andre A'B' dadtirch gebracht we^rlcnj 
dass man ihn nm OG als Axe rotiren 
iind dabei einen Winlcel PGP' der art 
beschreiben Idsst, dass jeder Ptmld P 
mm Znsammenfallen niit seiner neuen Lage P' gebracht %\)ird. Jeder 
Piinkt des Korpers wird dann aus seiner ersten in seine Endlage ge- 
braclit. 

Diesen Satz verdankt man Eiiler^ Memoircs de V Academic do Berlin 1750 
und Commcntaires de St Pctershotirg 1775, 

§ 216. Wird der Radius der Kugel unendlicb gross, so werden 
aus den verscliiedeneii Kreisen der Pigur Gerade. Daraus folgt, dass 
ein Korper, der sich in einer Ebene bewegt, aus einer Lage, die man 
AB nennen kann, in eine andere A'B' durch Rotation um einen ge- 
wissen Punkt C gebracht werden kann. 

§ 217. Beisp. 1. Ein Korper wird auf rechtwinklige Axen x, z bezogen 
und die Axen werden unter Beibehaltung des Coordinatenanfangs nach dem 
nebenstehenden Schema mit den Axen x\ y\ z' vertauschfc. Man 
1^1 2/ 1 ^ zeige, dass dies dasselbe ist, als ob man den Korper um eine 

Axe drehte, deren Gleichungen irgend zwei der folgenden drei 

(^1 — ^ ^2 y H"* ^3 ^ ^ j 

+ ~-1)2/ + &S ^=^7 

+<^22/+ (^8 — 1)^=^^ 

und dabei einen Winkel 0 beschreiben liesse, der durch 

3 — 4 sin^ Y ^ + ^2 + ^0 

gegeben ist. Wenn die positive Richtung der x\ y willkurlich ist, zu zeigen, 
dass man der Bedingung der gleichzeitigen Giiltigkeit der drei Grleichungen durch 
geeignete Wahl der positiven Richtung der ^--Axe genugen kann. Siehe auch eine 
Aufgabe in Smith’s Brize Examination, 1868. 

Man nehme auf der z- und z' -Axe je einen Punkt im Abstand h vom Coordinaten- 
anfang an. Ihre Coordinaten sind (0, 0, 7t), {a^h %h)\ Ibr Abstand ist daher 

li 1/2 (1 — C3) ; er ist aber auch 2 li sin y sin L 0 , daher 2 sin^ Y 0 sin^ y = 1 — , 


X , »g 

y &i, &3 

Z q , Cg , Cg 



worin y den Winkel zOz bedeutet. Ebenso erhalt man 2 sin^ “0 sin^ a = 1 — 

nnd 2 ain^ y 0 sin ^ (3 — 1 — , worans die Gleichnng fiir 6 sich sofort ergibt. 

Beisp. 2. Man zeige, dass man den Gleicbungen fiir die Axe aucb die Form 
geben kann 


^ y ^ ? 

Cj + ^^8 ^2 + ^8 ^2 H” ^ 


§ 218. Wenn sicli ein Kdrper in Bewegung befindet, so sind 
nicbt mir seine erste und letzte Lage^ sondem aucb die zwiscben- 
liegenden Lageu in Betraclit zu zieheii. Wir -wollen also annebmen^ 
AB' wiiren zwei Lagen am Anfang und Ende eines unbegrenzt 
kleineii Zeitintervalls dt Wie man sieht, gibt es fur einen Korj)er^ 
der sich um einen festen Punkt 0 bewegt^ in jedem Moment der Be- 
wegung eine Gerade 0(7, deren sammtliche Punkte wlxhrend einer un- 
begrenzt kurzen Zeit dt keine Verschiebung erleiden. Diese Gerade 
heisst die Momentanaxe. 

1st dd der Winkel, den der Kdrper um die Momentanaxe be- 
schreiben muss, um einen Punkt P aus seiner Lage zur Zeit t in die 
zur Zeit t dt zu bringen, so heisst das schliessliche VerhOtniss von 
dd zu dt die Winkelgeschwindigkeit des Kbrpers um die Momentanaxe. 
Die Winkelgeschwindigkeit kann aucb als der Winkel definirt werden, 
welchen der Korper in der Zeiteinbeit beschreiben wiirde, wenn er 
fortfiihre mit derselben Geschwindigkeit, die er in dem gegebenen 
Moment hatte, sich um die namliche Axe wahrend der Zeiteinbeit 
gleichfdrmig zu drehen. 

§ 219. Wir wollen xiun die EinscbrMrung, dass der Kdrper sich 
um einen festliegenden Punkt bewegen soil, fallen lassen. Man kann 
den folgenden Satz aufstellen: 

Jede Verriiclmng eines starren Korpers hann man als die Gomhinaiion 
der beiden folgende^i Bewegungen ansehen: (1) einer Translationsbewegimg, 
ivodurch jeder materielle Punkt sich parallel mr Bewegungsrichtung irgend 
eines angenomme7%en mit dem Korper starr verbundenen Funktes P die- 
selhe Strecke entlang bewegt, (2) einer Botationsbewegung des ganzen 
Korpers um eine durch den angenommenen Punkt P gehende Axe. 

Dieses Tbeorem und das uber die Centralaxe riihren von Chasles her. 
Bulletin des Sciences Mathematiqiies par Ferussac^ vol. XIV. 1830. Siebe aucb 
Poinsot, Tlieorie Nouvelle de la B^otation des Corps. 1834. 

> Es leucbtet ein, dass die Aenderung der Lage dadurcb bewirkt 
werden kann, dass man P durcb eine Translationsbewegung von seiner 
alten in seine neue Lage P' bringt, alsdann P' als festen Punkt bei- 
belialt und zwei beliebige Punkte des Korpers, die mit P nicbt in 
derselben Geraden liegen, in ihre Endlagen bewegt. Diese letzte Be- 
wegung ist, wie wir bewiesen baben, mit einer Rotation um eine 
durcb P' gehende Axe gleicbwertbig. 
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Da diese Bewegimgen durcliaus unabhangig voneinander sind^ so 
kann man ilire Eeilienfolge offenbar nmkebren, d. h. man kann den 
Korper ziierst rotiren lassen und ibm daiin die Translation geben; man 
kann aucb annelimen; sie fanden gleichzeitig statt. 

Wie man sieht^ kann man jeden Punkt F des Korpers als Reductions- 
punkt fur die doppelte 0^3 oration wahlen. Die gegebene Verrilckung 
kann daker auf unendlicli viele Arten ausgefilhrt werden. 

§ 220. Vertaiisclumg (Icr Rediictionspunkte. Die Bemhungen 
mischen den Jiotationsaxen tmd - Winheln m finden, wenn verscliiedene 
Fimlde P, Q m BeducUonspunJcten geivahlt werden. 

Die Verrilckung des Kdrj.)ers moge durcb eine Rotation (Drehuug) 
6 um die Axe PB und eine Translation (Verschiebung) PP' dargestellt 
werden. Dieselbe Yerriickung moge aucli die Rotation 0' um die Axe 
Q8 und die Translation QQ' ergeben. Es ist klar^ dass jeder Punkt 
zwei Yerscbiebungen kat, (1) eine Translation gleick und parallel mit 
PP'und (2) eine Rotation dixrck einen Bogen in einer auf der Rotations- 
axe PB senkreckten Ebene. Die zweite Verschiebung ist nur dann 
Null, wenn der Punkt auf der Axe PB liegt. Die cimigen PunJde, 
deren Verscliiebimgen dieselhen sind loic die des Beductions;gunMes, liegen 
dahei] anf der diesem Pimht entsp'cchenden Botationsaxe. Durck den 
zweiten Reductionspunkt Q zieke man eine Parallele zu PB. Alsdann 
sind ftir alle in der Parallelen liegenden Punkte die in Polge der 
Translation PP' imd der Rotation 0 um PB stattfindenden Ver- 
sckiebungen dieselben, wie die entspreckenden fiir den Punkt Q. Diese 
Parallele muss daker die dem Reductionspunkt Q entsprechende Rota- 
tionsaxe sein. Es folgt daraus, dass die Botationsaxen fur alle Beductions- 
jgunUe parallel sind. 


§ 221. Der Abstand der Botationsaxen fiir P und Q, die also 
parallel sind, sei a. Sckneidet die Ebene des Papiers diese Axen reckt- 

winklig in P und Qj so jst PQ — a. 



Radius a; die Sekne Qq dieses 


PP , QQ' mogen die linear en Ver- 
sckiebungen Ton P bez. Q dar- 
stellen, die nickt notkwendiger 
Weise in der Ebene des Papiers 
zu liegen braucken. 

In Folge der Rotation 9 um 
PB besckreibt Q den zum Winkd 0 
gekorigen Bogen des Kreises Tom 

;ens ist 2 a sin 4* 0 und ist die durck 

a 


die Rotation kerYorgerufene Verschiebung. Die ganze Verschiebung 
QQ' Yon Q ist die Resultante Yon Qq und der Verschiebung PP' Ton 
P. Auf dieselbe Weise besckreibt P in Folge der Rotation 6' una QS 


einen Bogen, dessen Sehne JPp gleicli 2 a sin ^ O' ist. Die ganze Ver- 

riickung PP' von P ist die Resnltante von Fp nnd der Verscliiebung 
QQ' von Q. Wenn aber die Verschiebung von Q der von P zusammen 
mit Qq und die von P der von Q zusammen mit Pq) gleichkomint, 
so muss Pp gleich Qq sein und die entgegengesetzte Richtung baben. 
Dazu ist erforderlicb, dass die beiden Rotationen 0, 0' um PB und QS 
gleicli sind und dieselbe Richtung liaben. Bs folgt daraus, dass die 
alien BediictionspunMen entsprechenden Botationswinhel gleich sind, 

§ 222. Da die Translation QQ' die Resultante von PP' und Qq 
ist, so kann ma]i mit Hiilfe dieses Satzes nun sowolil die Translation 
als die Rotation, die irgend einem gegebenen Reductionspunkt Q ent- 
sprechen, finden, wenn die fur P bekannt sind. 

Da die in Folge der Rotation um PR stattfindende Verschiebung 

senkrecht auf PB steht, so ist die Projection von QQ' auf die 
Rotationsaxe dieselbe wie die von PP'. Baher sind die Projectimen 
der Verschiebungen aller PunUe des Korpers auf die Rotationsaxe gleich. 

§ 223. Wichtig. ist der Fall, in welchem die Verriickung eine 
einfache Rotation 6 um eine Axe PR ohne Translation ist. Wird 
irgend ein Punkt Q im Abstand a von PR als Reductionspunkt ge- 
wahlt, so wird dieselbe Verriickung durch eine Translation von Q 

langs der Sehne Qq = 2ami ^9 in einer Richtung, die den Wiukel 

^ (tv — 6) mit der Ebene QPR macht, und eine Rotation dargestellt, 

die gleich 0 sein und um eine Axe stattfinden muss, welche PR 
parallel ist. Baher Icann eine Rotation um irgend eine Axe durch eine 
gleiche Rotation um eine parallele Axe msammen mit einer Translations- 
hewegung erseUt werden. 

§ 224. Wenn die Rotation unbegrenzt klein ist, lasst sich der 
Satz so aussprechen: Eine Rotationsbewegung (odt um eine Axe PR 
ist einer gleichen Rotationsbewegung um irgend eine parallele Axe 
QS im Abstand a von PR aquivalent zusammen mit einer Translations- 
bewegung amdt senkrecht zu der die Axen enthaltenden Ebene und 
in der Richtung, in der QS sich bewegt. 

§ 225. Die Centealaxe. Es ist oft wichtig^ den Reductionspunkt 
so m wahlen, dass die Translationsrichtung mit der Rotationsaxe zu- 
sammenfdlU. Wir wollen sehen, wie dies geschehen kann. 

Die gegebene Verriickung des Korpers moge durch eine Rotation 9 
um PR und eine Translation PP' dargestellt sein. Man ziehe P' N 
senkrecht zu PR. Wenn moglich, moge eine Rotation um eine Axe 
QS und eine Translation QQ' Idngs QS dieselbe Verriickung darstellen. 
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Nacli §§ 220 mid 221 muss QS parallel PB und die Rotation um QS 
gleicli 0 sein. Die Translation bewegt P lilugs PB um eine Strecke 

gleicli QQ' und die Rotation um Q8 
bewegt P kings eines Bogens, dessen 
Ebene senkreclit auf PB stekt. Q Q 
muss daher gleicli PIP und iVP' muss 
die Sehne des Bogens sein. Daraus 
folgt, dass QS in der Ebene liegen 
muss^ die NP' lialbirt und senkreclit 
zu iVP' ist und in einem solchen Ab- 

stand a von PB^ dass JVP' = 2 a sin 6 

odei’; was bequemer ist^ in einem 
solchen Abstand y von der Ebene 

NFF, dass NP' = 2y tg i 0 ist. 

Die Rotation 0 um QS hat N nach 
P' zu bringen und findet in derselben 
Richtung statt, wie die Rotation 0 um PR. Der Abstand y muss 
daher vom Mittelpunkt von NP' aus in der Richtung genommen 
werden, in welcher dieser Mittelpunkt durch seine Rotation um PR 
bewegt wird. 

Nachdem so die allein mogliche Lage von QS ermittelt ist, bleibt 
noch zu beweisen, dass die Verschiebung von Q in der That langs QS 
stattfindet. In Folge der Rotation 0 um PB besclireibt Q einen Bogeii, 

dessen Sehne Qq parallel P'N und gleich 2 a sin ist. Die Sehne 

Qq ist daher gleich NP' und die Translation NP' bringt q zuriick 
in seine Lage Q. Daher wird Q nur durch die Translation PN be- 
wegt, d. h. Q bewegt sich kings QS. 

§ 226. Daraus folgt, dass jede VerrucJcung eines Korpers durch 
eine Rotation um eine gewisse Gerade und erne Translation parallel 
dieser Geraden dargesteUt warden Jcann. Diese Art der Bewegung heisst 
Schrauhenbewegung und die Gerade Centralaxe oder auch Schrauhenaxe^ 
das Verhaltniss der Translation zu der RotationsampLitude aber der 
Pfeil Oder der Windungsparameter der Schraube. 

§ 227. Dieselhe VerriieJamg eines Korper s Icann nicht durch 0 wei 
verschiedene Schraubenbewegungen erseM warden. Wir wollen annehmen 
es sei moglich und ABj CD seien die beiden Centralaxen. AB und 
CD sind dann nach § 220 parallel. Die Verrlickung eines Punktes Q 
auf CD findet man durch Drehung des Korpers um AB imd durch 
eine Translation parallel zu AB) Q hat daher eine Verschiebung 
senkrecht zu der Ebene ABQ und kann sich daher nicht ausschhesslich 
langs CD bewegen. 
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§ 228. Wenn die Rotationen unbegrenzt klein sind^ so vereinfaclit 
sick die Ermittlung der Centralaxe. Die VerrilcJoung moge durch eine 
Botation cjdt um eine Axe PB und eine Translation Vdt in der Bichiimg 
PP' gegeben sein. Man trage von P aus senlcrecM mr Phene P'PB 
%md nach der Beite der Phene hin, nach tvelcher sicli P' hewegt. die 

yoin 7^' P 7? 

Strecke y — — ^ — aitf. Pine Par allele m PB durch den Pnd- 

punkt von y ist die Centralaxe. 

Boisp. 1. Die VerscbiBbungen AA\ BB\ CC' dreier Punkte eines Kdrpers 
aiud nach Eiclitung und Grosse^ aber nicbt nothwendiger Wcise der Lage nach 
gegeben; man finde die Ricbtung der Eotationsaxe, die irgend einem Reductions- 
punkt P entspricht. 

Durch einen beliebig angenommenen Punkt 0 ziehe Oa, 0§, Oy parallel 
und gleich AA\ BB\ GG\ 1st Oq die Ricbtung der Rotationsaxe , so sind die 
Projectionen von G(3, Oy auf Oq sammtlicb gleich. Oq ist daher das Loth 
von 0 auf die Ebene a^y. Auch daraus sieht man wieder, dass die Ricbtung 
der Rotationsaxe fiir alle Reductionspunkte die gleiche ist. 

Beisp. 2. In dem vorigen Beispiel werde die Bewegung auf die Centralaxe 
bezogen; man zeige, days die Translation kings derselben gleich Oq ist. 

Beisp. Gegeben sind die Verschiebungen AA\ BB* zweier Punkte A, B 
des Edrpers und die Ricbtung der Centralaxe; man finde die Lage der Centz’alaxe. 
Man lege durch AA, BB' Ebenen parallel zur Centralaxe; halbire AA\ BB' 
durch Ebenen bez. senkrecht zu diesen Ebenen uud parallel ziir Ricbtung der 
Centralaxe. Die beiden letzten Ebenen schneiden sicb in der Centralaxe. 

Zusammensetzung YonEotationeE End ScEraEteEbewegungeE. 

§ 229. Man hat oft nothig Rotationen um Axen OA^ OP, die sicli 
im Punkt 0 treffen, zusammenzusetzen. Da dieser Pall in der Djnamik 
der Systeme starrer Kdrper aber nur dann vorkommt, wenn die Rotationen 
unbegrenzt klein sind, so wollen wir zuerst diesen Fall eingebender be- 
sprechen und spiiter am Ende des Kapitels im Allgemeinen angeben, wie 
man zu verfahren bat, wenn die Rotationen von endlicber Grosse sind. 

§ 230. Welchen Sinn hat es, wenn man sagtj ein Korper hahe 
Winkelgeschwindigkeiten um mehr als eine Axe mr selhen Zeit? 

Von einem sicb bewegendeii Korper sagt man, er babe eine 
Winkelgescbwindigkeit co um eine Gerade, wenn der Korper sicb um 
diese Gerade drehend einen Winkel odt bescbreibt und dabei jeder 
Punkt des Korper s von seiner Lage zur Zeit t in seine Lage zur Zeit 
t -j- dt gebracbt wird. 

Man nebme an, der Korper drebe sicb wabrend dreier aufeinander 
folgender Intervalle, von denen jedes dt ist, nacbeinander um drei ver- 
schiedene Gerade OA, OR, OC, die sicb im Punkt 0 scbneiden und 
bescbreibe dabei die Winkel co^dt^ co^dt, co^dt. Wir woollen merst 
heiveisen, dass die Pndlage dieselhe hleiht, in welcher Beilienfolge die 
Botationen auch staUjinden, P sei ein beliebiger Punkt im Korper 
und seine Abstande von OA, OB, OC seien bez. r^. 

Bouth, Dynamik. I. 14 
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Durch die erste Dreliuiag -uin OA erhalt P die Verschiebung 
In Folge dieser Bewegtiiig raoge fg anf rg -|- cZrg anwaclisen; die Ver- 
schiebung durch die Rotation um OJ3 betriigt dann ihrer Grosse nacli 
6J» (r^ -j- dr^) dt, Wie aus der Differeuzialrechnung bekaniit ist^ kanu 
man aber in der Grenze die Grbssen zweiter Ordnung vernacblassigenj 
damit wird die Verschiebung G)»9\dt Ebenso ist die Verscbiebung in 
Folge der letzten Rotation G}»r,^dt Die drei Resultate sind aber die- 
selben, in -vvelclier Reihenfolge man aucli die Rotationen stattfinden 
llisst. Auf illinliche Weise liisst >sich zeigen, dass auch die liicUungcn 
dieser Verscliiebnngen von der Reilienfolge niclit abliangen. Die End- 
verscbiebung ist die Diagonale des Parallelexoipeds, das sich ixber diesen 
drei Linien als Seiten besclireiben lasst und liilngt daher von der Folge 
der Rotationexi nicbt ab. Weil also die drei Rotationen durchaus unab- 
biliigig von einander sind^ so Icaiin man sageii, sie fanden gleichzeitig statt. 

Wenn man dalier von eiiiem Kdi’pcr behauptet^ er babe Winkel- 
gescliwindigkeiten um drei verschiedene Axen, so meint man damit 
nur, dass die Bewegung sicb auf Mgende Art bestimmen lasse: Man 
theilt die ganze Zeit in eine Anzabl kleiner Intervalle, von denen jedes 
dt ist; wahrend eines jeden der Intervalle drelit man den Korper 
nacheinander um die drei Axen und blsst ibn dabei die Winkel 

besclireiben. Weim dann dt sicb obne Grenze vermindert, so 
wird die Beivegung wlibrend der ganzen Zeit damit genau wiedergegebeii. 

§ 231. Offenbar llisst sicb eine Rotation um eine Axe OA ihrer 
Grosse nacli durcb eine auf der Axe abgetragene Lange darstellen. 
Aucb ibre Richtung stellt diese L'ange dar, wenn man so verfahrt; 
wie in der Statik; d. h. wenn einer Person; die liings der Axe so stebt; 
dass OA von 0 zu iliren Fiissen aus nacli ilirem Kopf bin gemessen 
wird; die Rotation in einer Normalricbtung zu erfolgen sclieint. Diese 
Riclitung von OA heisst die positive Richtung der Axe. 

§ 232. Das Parallelograimn der Winkelgescliwiiidigkeiten. Wenn 
zwei WinlcelgescJmindiglieiten um (swei Axen OAj OB der Grosse und 
Bichtung nach durch die mei Ldngen OA^ OB dargestellt werden^ so 

ist die Diagonale 00 des mit OA, 
C OB als Seiten construirtcnParallelo- 
gramms die residiirende notations- 
axe und Hire Lange stellt die Grosse 
der residtirenden Winlcelgeschvindig- 
keit dar. 

P sei irgend ein Punkt in 00 
und PM, PN Lothe von P auf 
OA, OB. Da OA die Winkelgescbwindigkeit um OA darstellt und 
PM der senkrecbte Abstand des Punktes P von OA ist; so stellt das 
Product OA-PM die Gescbvrindigkeit von P in Folge der Winkel- 
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geschwindigkeit um OA dar. Ebenso stellt OJB • PN die Gescliwindig- 
keit von P in Folge der Winkelgeschwindigkeit nm OB dar. Da sicli 
P auf der linken Seite von OA und auf der recliten von OB befindet^ 
wenn man Tangs dieser Ricbtungen liinblickt, so liaben diese Ge- 
scliwindigkeiten offenbar entgegengesetzte ITicbtungen. 

Die Geschwindigkeit des Punktes P wird dalier dargestellt durcli 

OA-PM— OB PN= OP{OA-smCOA— OP • sin COP) = 0 . 

Der Punkt P ist mitliin in Ruhe und 0 C die resultirende Rotationsaxe. 

Bedeutet co die Winkelgeschwindigkeit um 00, so ist die Ge- 
schwindigkeit irgend eines Punktes A in OA senkrecht zur Ebene 
AOB und wird durch das Product aus ca und dem senkrechten Ab- 
stand des Punktes A von 0 0, also durch co • OA sin C OA, dargestellt. 
Da die Bewegung aber auch durch die beiden gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten um OA^ OB bestinimt wird, so stellt auch das 
Product aus OP und dem senkrechten Abstand des Punktes A von OP, 
also OB • OA sinPOyl, die Geschwindigkeit von A dar. Daraus folgt: 


CO = 


OP 


sin B OA 
sin C OA 


oc. 


Die Winkelgeschwindigkeit um 00 wird daher ihrer Grdsse nach 
durch 00 dargestellt. 

Aus diesem Sat 0 Icann man als Zusatz „das Parallelogramm der 
WinJcelhesehleunigimgen^^ dbleiten, Denn wenn OA, OB die in irgend 
einem Augenblick hinzukommenden dem Ebrper gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten darstellen, so bestimmt 00 die resultirende hinzu- 
kommende Winkelgeschwindigkeit der Richtung und der Grosse nach. 


§ 233, Dieser Satz zeigt, dass Winkelgeschwindigkeiten und 
Winkelbeschleunigungen nach denselben Regeln und auf dieselbe Art, 
als ob sie Krafte waren, zusammengesetzt und zerlegt werden konnen. 
So lasst sich die Winkelgeschwindigkeit w um eine gegebene Axe in 
zwei Componenten a?cos« und cosine:^ um Axen zerlegen, die auf 
einander senkrecht stehen und mit der gegebenen Axe die Winkel a 

und — a bilden. 

Hat ein Korper die Winkelgeschwindigkeiten co^, co^, 0^3 um drei 
zu einander senkrechte Axen Ox, Oy, O 0 , so sind sie einer einzelnen 
Winkelgeschwindigkeit o aquivalent, wenn co = ist, 

um eine Axe, welche mit den gegebenen Axen Winkel macht^ deren 

Cosinusse bez. ^ ^ sind. Dies lasst sich wie in dem ent- 

CO ’ CO ' CO 

sprechenden Satz der Statik beweisen, indem man die drei Winkel- 
geschwindigkeiten zu je zweien zusammensetzt. 

Es wird nicht nothig sein, die verschiedenen in der Statik fiir die 
Krafte bewiesenen Satze hier fiir Winkelgeschwindigkeiten zu wieder- 
holen. Wir konnen das „Dreieck der Winkelgeschwindigkeiten^^ und 

14 =^ 


gesQhwiiidigkeiten otne weiteren Beweis beniitzen. 

§ 234. Das Winkelgescliwindigkeitspaar. Ein Kdrper liat die 
WinlcclgescJnoindifflceiten co, g) um mei parallele Axen OAj O'B, die 

den AJb stand a voneinander lidben; man 
p finde die resnltirende JBewegimg, 

Qi j Da parallel© Gerade als die Grenz- 

1 p lage zweier Geraden^ die sicli in sehr 

.Vj !/ grosser Eiitferimng schneiden , an- 

Q [ — I geselieii werden konneu, so folgt aus 

clem Parallelogramm der Wiukel- 
gescliwiudigkeiten^ class die beiden gegebenen Winkelgeschwindigkeiteu 
einer einzeluen iim irgend eine parallele Axe 0" C, die in der O Aj O' B 
enthaltenden Ebene liegt, aquivalent siiid. 

X sei der Abstand dieser Axe von OA unci es werde angenommen, 
dass es auf derselben Seite von OA liege^ wie O'B. sei die Winkel- 
geschwindigkeit nm x. 

Man nelime irgend einen Punkt P im Abstand y von OAy der 
in der Ebene der clrei Axen liegt. Die Geschwindigkeit von P, die 
er der Rotation um OA verdankt, ist c^y, die Gescliwindigkeit in 
Folge der Rotation um O'B ist (D'(y — a). Die beiden zusammen 
miissen aber der Gescbwindigkeit in Folge der resultirenden Winkel- 
gescliwindigkeit um 0"Cj d. li. Sl{y — x) aquivalent sein; daber ist 

+ ^'(y = ^(y — ^)- 

Diese Gleichung gilt fiir alle Wertlxe von y] man erkalt also 

^ I / 

Sit = 0 0 j X — • 

Wir waren zu demselben Resultat gekommen^ wenn -wir die Result ante 
zweier Krdfte 0, 0 gesucbt batten^ die in den Ricbtungen OA^ O'B wirken. 

1st 03 = — so verscbwindet die resnltirende Winkelgeschwindigkeit; 
X ist dagegen unendlicb gross. Die Gescbwindigkeit eines Punktes P ist in 
diesem Pall wy -j- gj'(^ — a) = ao), also unabbangig von der Lage von P. 

Daraus folgt, dass zwei Winkelgeschwindigkeiteu , von denen jede 
gleich 0 ist, die aber den Korper in entgegengesetzten Ricbtungen 
zu dreben sucben und die um zwei parallele, um a voneinander ab- 
stebende Axen stattfinden, einer durcb aco dargestellten Translations- 
gescbwindigkeit gleicbkommen. Dies entspricbt dem Satz der Statik, 
dass „ein Paar" durcb sein Moment gemessen wird. 

Als Ziisat 0 Icisst sicli daraus ableitenj dass die Botationshewegung 0 
U7n eine Axe OA der gleichen Botationshewegung um eine parallele Axe 
O'B aquivalent ist msammen mit einer Translation a 0 , die senhrecht m 
der OAy O'B enthaltenden Ebene in der Bichtimg stattfindet, in welcher 
sich O'B hewegt, Siebe aucb § 223. 
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§ 235. Die Analogic mit der Statik. Alle Siitze der Statik, die 
sich auf die Zusammensetzimg und Zerlegung der Kraft e nnd Paare 
beziehen^ beruhen auf deu Theoremen: 

1. Dem Parallelogramm der Krafte und dem Parallelogramm der 
Paare. 

2. Die Kraft F ist einer gleiclien und parallelen Kraft zusammen 
mit einem Paar Fp Equivalents wenn p der Abstand der Krafte ist. 

Dem entsprechend liat man in der Dynamik die folgenden Theoreme 
liber die augenblicklicbe Bewegung der starren Korper: 

1. Das Parallelogramm der Winkelgescliwindigkeiten und das 
Parallelogramm der Translationsgeschwindigkeiten. 

2. Die Winkelgeschwindigkeit co ist einer gleicken Winkel- 
geschwindigkeit um eine parallele Axe zusammen mit einer Trans^ 
lationsgeschwindigkeit cop Equivalent j wenn p der Abstand der paraP 
lelen Axen ist. 

Daraus folgt; dass jedem Satz der Statik, der sick auf die Krafte 
beziebt, ein Satz der Dynamik entspricht, der sich auf die Bewegung 
der ’starren Korper beziebt und dass sich beide auf dieselbe Art be- 
weisen lassen. 

Um die Analogic zu vervollstandigen, wollen wir hinzuftigen, 
1) dass eine Winkelgeschwindigkeit wie eine Kraft der Statik zu ibrer 
vollstEndigen Bestimmung fiinf Constante notbig bat und 2) dass eine 
Translationsgescliwindigkeit wie ein Paar der Statik nur drei braucbt. 
Vier Constante sind erforderlicb, um die Wirkungslinie der Kraft oder 
die Botationsaxe und eine um die Grosse einer jeden zu bestimmen. 
Ferner ist in beiden PEUen eine Uebereinkunft tiber die positive 
Ricbtung der Linie notbig. Zwei Constante und eine Uebereinkunft 
braucbt man zur Bestimmung der positiven Ricbtung der Axe des 
Paares oder der Translationsgeschwindigkeit und eine fur die Grosse 
des Paares bez. der Gescbwindigkeit. 

Die Entdeckung dieser Analogic verdankt man Poinsot. 

§ 236. Um zu zeigen, wie niitzlicb diese Analogic ist und wie 
leicht man die bekannten Satze der Statik in die entsprecbenden der 
Dynamik umformen kaim, wollen wir die bekannteren Satze, die so- 
wobl in der Statik als der Dynamik fortwEbrend gebraucbt werden, 
nebeneinander stellen. 

In der Statik wird bewiesen, dass ein gegebenes System von 
KrEfben und Paaren sicb auf drei Krafte X, Y, Z, welcbe lEngs 
recbtwinkUger Axen wirken, die man sicb nacb Gefallen auswahlen 
kann und die sicb in einem beliebigen Reductionspunkt 0 treffen, 
zusammen mit drei Paaren reduciren lassen, die man L, Mj N 
•nennen kann und die um diese Axen wirken. Eine einfacbere Dar- 
stellung ergibt sicb dann, denn es wird bewiesen, dass sicb diese 
Krafte und Paare auf eine einzelne Kraft, die man B nennen kann^ 
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uiid ein Paar G reclucireii lassen, welches urn die Wirkungslinie von 
R wirkt. Diese Wirkungslinie von R heisst die Oentralaxe. Es gibfc 
nur eine einem gegebenen Kraftesystem eiitspreclieiide Axe. Eine solche 
Darstellung eiues gegebenen KrLlftesy stems hat man Dynamo genannt. 
Zieht man eine Grerade AB parallel zur Oentralaxe und im Abstand c 
von ihr, so kann man R^ statt kings der Oentralaxe, an A langs AB an- 
greifen lassen, wenn man nur ein neues Paar einfiihrt, dessen Moment 
Rc ist. Oombinirt man es mit dem Paar so erhalt man filr den 
neuen Reductionspunkt A ein neues Paar G' = -j- wahrend 

die Kraft dieselbe bleibt wie vorher. Das Paar G' ist ein Minimum, 
wenn c = 0 ist, d. li. wenn AB mit der Ocntrahixe zusammenfallt. 
Nimmt man die Momente urn AB^ so sieht man, dass das Moment 
der Krilfte um jede zur Oentralaxe j^arallclc Gerade dasselbe und dem 
Minimalpaar gleich ist. 

Auf dieselbe Art, auf welclie diese Resultate erhalten wurden, 
kommt man zu den folgenden Satzen. Die augenblickliche Bewegung 
lasst sich auf die Translationsgeschwindigkeit eines beliebig wahlbaren 
Reductionspuiiktes und eine YViukelgeschwindigkeit um eine Axe durch 
diesen Punkt zuruckfilhren. Diese werdeii dann auf eine Winkel- 
geschwindigkeit, die man SI nennen kann, um eine Axe, Oentralaxe 
genannt, und eine Translationsgeschwindigkeit langs dieser Axe, die 
man V nennen kann, reducirt. Dieser Darstellung der Bewegung hat 
man den Namen Schraubenhctueyimy gegeben. Zieht man eine Gerade 
AB parallel zur Oentralaxe, so kann man statt um die Oentralaxe 
um AB wirken lassen, wenn man nur eine neue Translationsgeschwin- 
digkeit einfilhrt, welclie durch Sic clargestellt wird. Oombinirt man 
sie mit F, so erhalt man fur den neuen Reductionspunkt M, welcher 
jeder Punkt auf AB sein kann, eine neue Translationsgeschwindigkeit 
F' = yF^ + wahrend die Winkelgeschwindigkeit dieselbe bleibt, 

wie vorher. Die Translationsgeschwindigkeit V' wird ziim Minimum 
fur c = 0, d. L, weun AB mit der Oentralaxe zusammenfallt. Man 
sieht, dass die Oomponente der Translationsgeschwindigkeit irgend 
eines Punktes A in der Richtung von ABj d. h. parallel der Central- 
axe immer dieselbe bleibt und der Minimaltranslationsgeschwindigkeit 
gleich ist. 

Die meisten von diesen Satzen gelten auch fiir endliche Rotationen, 
wie sclion in den §§219 bis 228 naehgewiesen wurde. 

§ 237. Eine andre Darstellung, die von Nutzen ist, erhalt man 
aus dem folgenden Satz. Ein Kraftesystem kann durch eine Kraft JP, 
die langs einer beliebig wahlbaren Geraden wirkt und eine andre Kraft 
F' ersetzt werden, die langs einer andern Geraden wirkt und die erste 
Kraft im Allgemeinen nicht schneidet. Sie heissen conjiigirte Krdfte. 
Der kiirzeste Abstand zwischen ihnen schneidet, wie die Statik zeigt, 
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die Ceiitralaxe rechtwinklig. Die Riclitiingen imd Grossen der Krafte 
Fj F' sind derart, dass 7? ihre Resultante sein wiirde; wenn man sie 
parallel zu sicli selbst so verpflanzen wurde^ dass sie die Centralase 
schneiden. Wenn 0 den Winkel zwisclien den Richtungen der Krafte 
Ff F' nnd a ihren kilrzesten Abstand bezeichnet^ so ist^, wie bekannt^ 
FF'asmO= GB. Wenn die willkurlicli wablbare Wirkungslinie 
von F derart ist^ dass das Moment der Krafte nm sie Null ist, so 
wirken sowolil F als F' kings dieser Linie in entgegengesetzten 
Richtungen und beide sind nnendlicli gross. 

Mit Hfilfe der Analogie erbillt man die entsprechejiden Satze filr 
die Bewegung der Kdrper. Jede Bewegimg lasst sicli durcli zwei 
Winkelgesclnvindigkeiten darstellen^ die eine tn um eine Axe^ die wir 
nacli Belieben wllhlen konnen^ die andre cd' um eine Axe, die im Alb 
gemeinen die erste Axe nicht sclineidet. Sie beissen conjugirte Axen. 
Ihr kilrzester Abstand sclineidet die Centralaxe rechtwinldig. Diese 
Winkelgescliwindigkeiten sind derart, dass SI ilire Resultante sein 
wilrde, wenn ilire Axon parallel zii ihren wirklichen Lagen so verlegt 
wlirden, dass sie die Centralaxe schneiden. 1st 0 der Winkel zwischen 
den Axen von tn, w' und a ihr kilrzester Abstand, so ist coci'asinS = VSl, 
1st die willkiilirlich wahlbare Axe von cj derart, dass die Gomponente 
der Gescliwindigkeit eines jeden Punktes der Axe in ilirer Riclitung 
Null ist (§ 137), so haben die Winkelgescbwindigkeiten gi, cj' eine 
gemeinscbaftliclie Axe, entgegengesetzte Vorzeiclien und sind un- 
endlich gross. 

§ 238. Die Geschwiiidigkeit der Puiikte. Die Bewegung eines 
Kdrpers wabrend der Zeit dt kaiin, wie in § 219 erklilrt wurde, durcb 
die Translationsgescbwindigkeit eines Reductionspunktes 0 und eine 
Winkelgescbwindigkeit um eine durcli 0 gebende Axe dargestellt 
werden. Wir wollen drei recbtwinklige Axen Ox^ Oy, Os wahlen, 
die dem speciellen Zweck, den wir im Auge baben, am besten dienen. 
Diese Axen schneiden sicb in 0 und bewegen sicli mit 0, wobei sie 
ihre Riclitung im Raum imverandert beibebalten. w, w seien die 
Componenten der Translationsgescbwindigkeit von 0 langs dieser Axen 
und cQxj coyy CJ. die Componenten der Winkelgescbwindigkeit. Die 
Winkelgescbwindigkeiten sollen positiv angenommen werden, wenn sie 
denselben Weg um die Axen nebmen, wie die positiven Paare in der 
Statik. So geben die positiven Ricbtungen von cjxy Gjyj oj. bez. von y 
nacb Sj von s nacb Xj von x nacb y. 

Die ganze Bewegung des Korpers wabrend der Zeit dt ist be- 
kannt, wenn diese secbs Grossen v, w, (X)yy (Os gegeben sind. 
Man kann diese secbs Grossen die Componenten der Bewegimg nennen. 
Wir wollen nun zuseben, wie man die Bewegung eines Punktes P findet, 
dessen Coordinaten x^ y, s sind. 

Sucben wir die Gescbwindigkeit von P parallel zur ^-Axe. PA sei 
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die ^-Coordinate und FM ein Loth auf Ox. Die Rotation urn Ox er- 
theilt P offenbar die Geschwindigkeit coxPM. Ihre (7omponente langs 



NP ist coxPM sin NPM = (D^y . 
Ebenso ist die Componente in Folge 
der Rotation um Oy gleich — a>yX 
und die in Folge der Rotation um 0^ 
Null. Addirt man die Translations- 
gescliwindigkeit w des Coordinaten- 
anfangS; so erhalt man fur die ganze 
Geschwindigkeit vonP parallel zu Oz 

%{) = -(- Qo^y — 

und ahnlich die Geschwindigkeiten 
parallel den andern Axen 

%i = -|- tOyZ — 00 *?/, 

^ CJ^X 


§ 239. Es ist manchmal nothig, die Darstellung einer gegebenen 
Bewegung you einem Reductionspunkt auf einen andern zu tibertragen. 
Die obigen Formeln setzen uns dazu in den Stand. Nehmen wir z. B. 
an, miser neuer Reductionspunkt liege im Punkt O' und die Axen fiir 
O' seien denen fiir 0 parallel. (^, rj, 0 seien die Coordinaten Ton O' 
und GJx'; coyj oo/ die Translations- und Winkelcomponenten 

der Bewegung fiir den Reductionspunkt O'. Wir haben nun zwei 
Darstellungen derselben BeAYegung, sie miissen fiir die Translations- 
geschwindigkeiten des Punktes P dasselbe Resultat geben, Daher gilt 

u + — co:,y = %i + (Oy{p — 0 — cx)J{y — ?;), 

V + COzX — COx^ = — I) — — 5); 

^ + ^xy — OJyOO + ^x{y — v) — 03 y(^ — I) 

fiir alle Werthe Yon x, ?/, 

Diese Gleichungen liefern a)x = cjx, = coy, oo/ = co^, so dass 
also fiir jeden Reductionspunkt, den man wahlen moge, die Winkel- 
gescliwindigkeit nach Richtung und Grdsse dieselbe bleibt. Siehe § 221. 
Man sielit auch, dass die Ausdrlicke fiir zi, v, to denen in § 238 analog 
sind, wie zu erwarten war. 

Man Yergleiche damit die entsprechenden Formeln der Statik. 
Sind alle Krafte eines Systems drei Kraften X, Y; Z, die an einem 
Reductionspunkt langs dreier rechtwinkliger Axen wirken, zusammen 
mit drei Paaren um diese Axen aquiYalent, so sind, wie wir wissen, 
die entsprechenden Krafte und Paare fiir einen andern Reductions- 
punkt I, y, 

z' = X, p' = p H- re - 

r=r, — 

Z' =Z, Z' = N-f Xri— Yl. 


ouurajuutjnutiwegungen z6o — z^i). 
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§ 240. Die aquivalente Schraulbeiibeweguiig zu finden. Wenn die 
Bewegimg dii/rch die Trandationsgeschwindigheiten Vj w) eines deductions- 
punUes 0 imd die Winhelgeschwindiglceiten <»y; g?^) gegehen ist, die 
Gentralaxe, die Tmnslationsgeschivindiglmt Idngs derselien und die Winlcel- 
geschivindigheit um sie, d, h, die dquivalente Schraubeiiheivegimg m finden. 

Wahlt man irgend einen Punkt P auf der Centralaxe zum Re- 
ductionspunkt^ so sind die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
dieselben wie fiir den Reductionspunkt 0. 1st SI die Resultante der 
Winkelgeschwindigkeiten co^ (§ 233), so sind 

1) Die Riclitungscosinusse der Centralaxe 

ro w 00 

= cos/J = ^^, cosr = ™- 

2) Die Winkelgesckwindigkeit um die Centralaxe = SI. 

3) Die Componente der Gesckwindigkeit eines jeden Punktes in 
einer zur Centralaxe parallelen Richtung ist dieselbe und derjenigeii 
langs der Centralaxe gleich. Sieke § 222 oder § 236. Ist dalier 
F die Translationsgescliwindigkeit langs der Centralaxe^ so bat man 

V =u cos a V cos ^ w cos 

also 

VSl = UG)x + 'VCOy + WG)z^ 

4) {Xj yj z) seien die Ooordinaten von P, d. h. eines Punktes 
der Centralaxe. Die Translationsgescbwindigkeit von P findet dann 
langs der Centralaxe statt; daher ist 

w + GiyZ — co^y V + W + ay^y — WyX 


Dies sind mitbin die Gleicbungen der Centralaxe. 

Multiplicirt man den Zabler und Nenner eines jeden dieser Briicbe 
bez. mit coy, und addirt sie, so ergibt sicb jeder Brucb 

__ _ V 

~ Si' 

Dieses Verbaltniss beisst der Ffeil der Schraube. 

§ 241. Die Inva/rianten. Aus (3) folgt, dass fur jeden Reductions- 
punkt, den man wablen mag und fur jede Ricbtung der Axen die 
Grosse I = ucjx vcjy ivcos invariabel und gleicb VSl ist. Diese 
Grosse kann man daber die Invarimfe der Componenten nennen. Die 
resultirende Winkelgescbwindigkeit ist ebenfalls invariabel und mag 
die Invariante der Rotation beissen. 

Ist die Bewegung derart, dass die erste der Invarianten Null wird, so 
muss entweder F=0 oder = 0 sein. Es ist dies daher die Bedingung, 
unter welcher die Bewegimg entweder eine einfache Translation oder eine 
einfache Rotation ist. Soil die Bewegung einer einfacben Rotation aqui- 
valent sein, so diirfen ausserdem cOz nicbt sammtlicb Null sein. 
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Die entsprecliendelnvariante xnderStatikist LX--\-MY-\-NZ==^ GB, 
Verscliwindet sie, so sind die Krafte entweder einer einzelnen resul- 
tirenden Kraft oder einem einzelnen Paar aquivalent. 

Beisp. 1. Man suche die Invarianten/ und SI von(l) zweiWinkelgescliwiiidig- 
keiten w, co', (2) zwei Translationsgeschwindigkeiten v, v\ (v3) einer Winkel- 
geschwindigkeifc a und einer Triinslationsgcscliwindigkeit v. Die Eeisultate sind 

(1) 1= 03 03 r sin 0 , (2) J = 0 , (3) J = co cos 0 , 

== 0)2 _|_ _j_ 2 (xjo)' cos 0 , ^ = 0, SI = 03 ^ 

wobei 0 der Winkel zwisclien den Axon dor Grescliwindigkeifcen und r der kurzeste 
Abstand ist. Um den Beweis zu fuiiren, wahlc man passende Axen und drdeke 
die Werfclic der seeks Comxionenten 03 ^ fiir den Coordinaten- 

anfang als Rediictionspunkb nack den §§ 238, 239 aus. Dor Werth von I folgfc 
aus seiner DeJinition. Man nekmo liier r zur x-Axe und die Axe von ca zn der> 
jenigen der z. Das Eesulbafc (2) ergibfc sick durch Zusaminensetzung der Ge- 
s cli wind igkei ten . 

Beisp. 2, Die Invariante I einer Ijelicbigen Anzahl von Winkelgescbwindig- 
keiten oo^, (o„, etc. und von Translationsgcschwindigkeiten die 

Summe der einzelnen Invarianten der zu jc zwei zusammengenommenen Ge- 
schwindigkeiten oder in algebraischer Form 

1 = 2 J(ov cos cp -(- 2 (o(o*r sin 0 , 

worin qp den Winkel zwischen der Ricktung von v und der Axe von co, 0 den 
Winkel zwiseken den Axen von 00 , co' und r den kiirzesten Abstand bedeiitet. 

Bei dem Beweis beackte man, dass jede der seeks Bewegungseomponenten 
eine lineare Function von , gj^ , etc. ; , etc. ist. Die Invariante I ist daker 

eine qiiadratiscke Function von der Form 

1= j Oj 2 + Aj 2 co„ -f etc. + -El 1 coj -j- Ej 2 ^2 + 1 ^ 2 '^2 + ? 

worin die Coefficienten von der Grdsse von coj , Wg , etc. , , x? 2 , etc. niokt abbangig 

sind. Setzt man alle Gesekwindigkeiten jedcsmal mit Ausnakme einer emzigen 
gleick Null, so ergibt sich = 0 , ^ ^11 ” ^ , etc. Setzt man dann 

alle Gesekwindigkeiten jedesmal mit Ausnakme von zweien gleick Null und ver- 
gleiekt die Eesultate mit den in Beisp, 1 gegebenen, so findet man, dass die 
iibrigen Coefficienten die oben angegebenen Wertke kaben. 

Beisp. 3. Die Invariante I zweier Sekraubenbewegungen (co, v)^ {co\ v) ist 
I = 03 V -\- CO V (wv' 03 v) cos 0 + 05 oj' r sin 0 . 

Um es zu beweisen, addire man die seeks Invarianten der vier Grcjssen 07 , v, 
co', y, je zwei zusammengenomnien. 

§ 242. Es hann die Aiifgabe gestelU iverden^ die Botationsaxe m 
finden, wenn die JBeivegimg einer ■ einfacJien Botation aquivalent ist Sie 
ist aber offenbar die Oentralaxe unter anderem Namen und sebon oben 
gefunden 'worden. 

§ 243. Eine ScJiraubeniewegung Imnn so auf zwei verschiedene Arten 
gegeben sein. Es kdnnen die seeks Componenten der Bewegung, die 
wir (ity V, Wj coa;, coyj G5~) geiiaunt kaben und die auch von dem 
zur Eeduction gewablten Punkt abhangen^ oder die Grleichungen der 
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Centralaxe; die Gesclawindigkeit Tlangs ilir und die Winkelgescliwindig- 
keit Si um sie gegeben sein. 

In dem letztereu Fall ist ein Uebereinkommen notbig, uin Ver- 
wecbselungen in Bezug anf die Richtiing der Gescliwindigkeiten V 
und Si zu verineiden. Die eine Richtung der Axe beisst die positive, 
die eiitgegengesefczte die negative Ricbtimg. V ist danii positiv, wenn 
es eine Geschwindigkeit in der positiven Richtung mittheilt und ebenso 
Si positiv, wenn einer Person, die mit ihrem Riicken so auf der Axe 
liegt, dass die positive Richtung von ihren Piissen nach dem Kopf 
geht, die Rotation in der Richtung der Zeiger einer Uhr erscheint. 
Dies ist selbstverstandlich nur die gewohnliche Definition eines posi- 
tiven Paares, wie sie in der Statik gegeben wird. Siehe § 231. 

Die Methode, die positive Richtung der Axe zu bestimmen, ist 
leicht verstandlich, wenn auch etwas umstandlich zu erklaren. Um 
den Coordinatenanfang als Centrum beschreibe man mit dem Radius 
gleich der Einheit eine Kugel und lasse sie von den positiven Richtungen 
der Axen in a;, ^ getroffen werden. Eine zur Centralaxe Parallele, 

die durch den Coordinatenanfang geht, schneide die Kugel in L und L'. 
Die Richtungscosinusse der Axe seien gegeben, sagen wir, ?, m, n. 
Dann sind (I, m, n) die Cosinusse gewisser auf der Kugel gezogener 
Bogen, die bei Xj y, ^ beginnen und z. B. bei L endigen, wahrend 
( — Z, — m, — die Cosinusse der Supplementbogen sind, die an 
denselben Punkten y, 0 beginnen und bei L' endigen. OL ist 
dann die positive und OL' die negative Richtung der Axe, 

§ 244. Lie Lage der Centralaxe^ die Translationsgescliwindiglzeit 
Idngs derselben tmd die Winlcelgeschivindiglceit im sie sind gegeben; ma7i 
soil die Compone7ite7z der JBewegung finden, wenn der Coordinatenanfang 
0tm JReducUonspunld genommen wird. 

Dies ist oflTenbar die umgekehrte Aufgabe, wie die eben be- 
sprochene. Die Gleichung der Centralaxe sei 

^ •— f ^ y — 9 ^ z — h 

I m n ^ 

worin (Imn) die Richtungscosinusse der Axe sind. F sei die Trans- 
lations-, Si die Winkelgeschwindigkeit. 

Wurde (fgh) zum Reductionspunkt genommen, so waren die 
Componenten der Translationsgeschwindigkeit IV, mV, nV und die 
Componenten der Winkelgeschwindigkeit I Si, mSi, nSi, Daher sind 
nach § 238, wenn man — f, — g, — h statt x, y, z setzt, die Compo- 
nenten der Bewegung fiir den Coordinatenanfang als Reductionspunkt 

u = IV — Si(mh — ng), cox — ISi, 

V =mV— Si{nf — IK), (Dy=mSi, 

w= n V— Si(lg — mf), = nSi. 
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§ 245. Zusainineiisetzuiig imd Zerleguiig von Schraiilbciilbewegttngeii. 

Gegeben sind mei Scliraiibenbewegungen; man soli sie in eine ein^elne 
Schrau'ben'bewegung msammmseUen und umgekelirtj ivenn eine ScJirauben- 
hetvegmg gegeben istj sie in mei zerlegen. 

In clem ersten Fall wiilile man einen passenden Reductionspimkfc 
und geeignete Axen. Nacli § 244 findet man die sects Bewegungs- 
componenten jeder Sctraubenbewegung fur diesen Reductionspunkt. 
Addirfc man sie zu je zweien, so ergeben sich die sects Componenten 
der resultirenden Sctraubenbewegung und schliesslich aus § 240 die 
CentralaxO; die Translations- und Winkelgeschwindigkeit der Schrauben- 
bewegung. 

TJmgeketrt lasst sict eine gegebene Scliraubenbewegung auf un- 
endlict Tiele Arteii in zwei Sctraubenbewegungen zerlegen. Da eine 
Sctraubenbewegung durct sects Componenten fiir irgend einen Re- 
ductionspunkt dargestellt wird, so taben wir bei den beiden Schrauben 
zwolf Grossen zur Verfugung, von denen sects erforderlict sind, um 
die beiden Sctraubenbewegungen der gegebenen aquivalent zu macben. 
Es steht daher in unserm Belieben, wie wir die sects iibrigen Grossen 
wahlen wollen. 

So kann man als eine Schraubenaxe eine beliebige gegebene Linie 
wahlen mit irgend einer Translationsgeschwindigkeit langs derselben 
und einer willkuhrlicten Winkelgeschwindigkeit um sie. Die andre 
Sctraubenbewegung findet man dann durct XJmdretuag dieser an- 
genommenen und die Verbindung der so geanderten mit der ge- 
gebenen Bewegung. Dieser zusammengesetzten Bewegung ist die zweite 
Sctraubenbewegung alsdann aquivalent. 

Oder man kann die Bewegung durct zwei Sctraubenbewegungen 
darstellen, deren Pfeile Null sind, wobei dann noct die Axe der einen 
willkiihrlich watlbar bleibt. Dies sind die conjugirten Axen, von 
denen in § 237 die Rede war. 

Die folgende Arty zieei Scliraiibenhewegimgen zusammenmseUen, empflelilt sich, 
wenn der Mrzeste Abstand zioischen ihren Axen der Lage mid Grbsse nach Se- 
hannt ist 

(co, v), (co\ v') mogen die Winkel- uud Translationsgesckwindigkeiten der 
beiden gegebenen, V) der resultirenden Scbranbenbewegung sein. Durct Gleict- 
setzung der Invarianten (§ 241) ergibt sict 

Siy === (ov (o' V* ((ori (0 v) cos 0 coco' r sin 6 
^^2 _ cqS _j_ ^ 2 03 co' cos 6 , 

worin 6 die Neigung der Axen und r itr kiirzester Abstand ist. Aus diesen 
Gleictungen iolgb SI imd V. 

Wir wollen zunactst zeigen, dass die Axe der resultirenden Schrauben- 
bewegmig den Icurzesten Abstand A A' der Axen der gegebenen Sch'auben reclit- 
winTdig schneidet Da die Centralaxe der auf irgend einen Reductionspunkt uber- 
tragenen Resultanten von oo, co' parallel ist, so muss diese Axe auf A A' senkrecbt 
steten. Da ferner A A' die Axen der beiden gegebenen Sctrauben recttwinklig 


Zusammensetzung Ton Schranbenbewegungen (§ 245 — 246). 
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schneidet, so ist die Componente der Gescbwindiglceit eines jedenPunktes von J.J.'laiigs 
AA' Null und weil AA' senkrecht auf der Centralaxe der resultirenden Scbraube steht, 

so muss es aucb diese Axe schneiden. 

Scbliesslicb wollen wir zeigen, dass 
der Abstand | der Centralaxe der heiden 
Scliraubenbewegimgen von dem Mittel- 
punM C des Icurzesten Ahstandes dw'ch 

gijQ Q 

gegehen ist, toohei die ^positive HieJitimg 
von I nach der Axe von co hingelit 
'Cy[ sei ein Lotb auf die A A und die gesuckte Centralaxe Oz enthaltende Ebene, 
Setzt man die Componente der G-escbwindigkeit von C langs Gri in Polge der 
beiden Schraubenbewegungen derjenigen^ welcbe die Eolge der resultirenden 
Schraubenbewegung ist, gleicb, so erbalt man 

— = -y sin y — sin / — i r co cos y + — O'cd cos y', 



worm y, y die Winkel sind, welclie die Axen AF, A F' der gegebenen Schrauben 
mit der Centralaxe Oz macben, Durcb Zerlegung ergibt sicb 

SI sin y = o)' sin 0 , SI cos y = co -|- o®" <iOS 0 , 

SI sin y'^ co sin 6 , ^ cos y at cos 6 

und endlicb durcb Substitution der Wertbe von y, y das obige Resultat. 


§ 246. Beispiele. Beisp. 1. Ber Ort der Punkte eines sicb um einen festen 
Punkt bewegenden Korpers, welcbe in irgend einem Moment dieselbe resultirende 
Gescbwindigkeit baben, ist ein Kreiscylinder. 

Beisp. 2. Von einem festen Punkt 0 werden Badienvectoren gezogen, die 
der Ricbtung und Grosse nacb die Gescbwindigkeiten aller Punkte eines in Be- 
wegung befindlicben starren Kdrpers darstellen; man beweise, dass die Endpunkte 
dieser Badienvectoren in irgend einem Augenblick in einer Ebene liegen. 

[Coll. Exam.] 

Diese Ebene stebt offenbar senkrecbt auf der Centralaxe und ihr Abstand 
von 0 misst die Gescbwindigkeit langs dieser Axe. § 228, Beisp. 1. 

Beisp, 3. Der Ort der Tangenten an die Babnen der verscbiedenen Punkte 
derselben Geraden bei der Momentanbewegung eines Korpers ist ein byperboliscbes 
Paraboloid, 

AB sei die gegebene Gerade, CD die zu ihr conjugirte. Die Punkte von 
AB dreben sicb um CD und daber geben die Tangenten aammtlicb durcb zwei 
Gerade, namlicb durcb AB und seine folgende Lage A B' und sind aucb sammt- 
licb einer Ebene parallel, die senkrecbt auf CD stebt. 

Beisp. 4. Ein Korper unterliege einem Zwang, der zwei Bewegungen A und 
B zulasst, von denen jede durcb eine Schraubenbewegung dargestellt werden 
kann und m' seien die Pfeile dec Schrauben. Der Korper muss dann eine 
Scbi’aubenbewegung zulassen, die aus unbegrenzt kleinen Botationen codt^ co dt 
um die Axen dieser Schrauben zusammengesetzt ist, die selbstverstandlicb von 
den Translationen moodt, m' a/ dt begleitet sind. Man beweise, (1) dass der Ort 
der Axen aller dieser Schrauben die Placbe 2? (a?® + 2/*) == ist. (2) Wenn 

dem Korper eine Schraubenbewegung langs einer Erzeugenden dieser Flacbe 
mitgetbeilt wird, so ist ibr Pfeil C a cos 2d, worin c eine Constanta ist, 
die fur alle Erzeugungenden dieselbe bleibt und 6 den Winkel zwiscben der 
Erzeugenden und der a? -Axe bedeutet. (3) Die GrOsse und Lage der Flacbe 
werde so gewablt, dass die beiden gegebenen Schrauben A und B mit ibrem 


Schrauben der Flacbe und verriickt einen Korper derart, dass man ilm langs jeder 
einen Ideinen Winkel bescbreiben lilsst, der clem Sinus desWinkels zwiscben den 
beiden andern proxiortional ist, so nimmt der Koi-per nach der letzten Verriicknng 
wieder clieselbe Lage cin, die er vor der ersten batte. 

Diese Flacbe bat Sir R. Ball, dem man die obigen vier Satze yerdankt, 
Cylindroid genannt. 

Beisp. 5. Eine Momentanbewegung ist durcb die Translationsgescbwindig- 
keiten (it, to) lllngs der Coordinatenaxen und die Winkelgescb-windigkeiten 
, (Dy , um sie gegeben. Man soli sie durcli zwei conjugirte Winkek 
geseb-windigkeiten darstellen, von denen eine um die willkurlicbe G-erade 
X — f y — g ^ — h , 

I m n 

Ist SI die Winkelgescbwindigkeit um die gegebene Axe, so bat man 

• I f f g I 

t)CD -\-%oco^ 

= (0^,(0^, co^ , 

2 , , 01 

worin (?, w, oi) die augenblickliclien Richtungseosinusse sind. 

Die Gleichungen fur die conjugirte Axe sind 

X, y, z X, y, z 

, co^, 0)^, co^ ^[f—x)U’^{g—y)v-\-{]i—z)%o. 

I, on, 01 f, (J, li 

Diese allgemeinen Gleicbungcn vereinfacben sich, wenn die speciellen Um- 
stande des Problems es erlauben, die Coordinatenaxen so zu wablen, dass einige 
Constanten Null werden. So ist z. B., wenn man die Centralaxe der Momentan- 
bewegung zur ^^-Axe und den kiirzesten Abstand zwiseben ibr und der gegebenen 
Geraden zur rr-Axe nimmt ^ u=^0 , eo^ = 0, co=0; g^O, 7i = 0 und 

7=0. 

Die erste Gleicbung erbillt man auf die in § 24=5 angegebene Art. Man drebe 
SI um und verbinde es mit der gegebenen Bewegung; die Invariante dieser zu- 
sammengesetzten Bewegung verscliwindet alsdann. Batman die Winkelgescbwindig- 
keit SI auf diese Weise gefunden, so ist die conjugirte Axe die Centralaxe der 
zusammengesetzten Bewegung und wird wie in § 246 ermittelt. Soil aber die con- 
jugirte Axe unabbangig von gefunden werden, so kann man die zweite und 
cbitte Gleicbung benutzen. 

Die zweite Gleicbung ergibt sicb daraus, dass die Bewegungsriebtung eines 
Punktes der conjugirten senkreebt zur gegebenen Axe ist. 

Die dritte lasst sicb daraus ableiten, dass die Bewegungsriebtung aucb senk- 
reebt auf der Geraden stebt, die den Punkt mit (/*, g, h) verbindet. 

Diese Resultate gelten sebeinbar niebt, wenn die gegebene Bewegung und 
die gegebene Axe derart sind, dass das aus der ersten Gleicbung gefundene SI 
nnendlicb gross wird. 

Es ist dies jedocb nur ein Grenzfall. Man siebt leiebt, dass sowobl der 
zweiten als der dritten Gleicbung geniigt wird, wenn man x = f~}-lt, 2/ = ^-)- 07 it, 
z = + substituirt, d. b. die conjugirte Axe fallt mit der gegebenen zusanomen. 
Wenn Si! die Winkelgescbwindigkeit um die conjugate Axe bezeiebnet, so sind SI 
nnd Sii' zusammen der resultirenden Winkelgescbwindigkeit der gegebenen Be- 
wegung aquivalent,* daraus folgt, dass SI' ebenfalls unendlich gross ist. In diesem 


zjuacimm«u!st;uz<uu^ vuu ouuriiuueuutjwegungeii u-it) — z-k;. 




Gi’cnzfall wircl also die Bewegung durcli zwei unendlicli grosse entgegengesetzte 
Winkclgesdiwindigkeiten um zwei zusammenfallende Axen dargestellt. 

Ein anderer Grenzfall ist der, in dem die gegebene Axe dcr Central axe der 
gegebenen Bewogung parallel and die Invariante der Bewegung niclit Null ist. 
Alsdamx sind Z, 7n^ n ixroportional c?^ , , oo^ imd die zweite Gleichung stellt 

cine Ebcne im Uncndliclien Yor. Die conjugirte Axe liegt daher im Unendlicben 
und die Winkelgescliwindigkeit um sie ist Null. 

Nocli ein dritter Grenzfall existirt, wenn namlicli die Inyariante der ge- 
gebenen Bewegung Null ist. Ist die gegebene Bewegung eine einfaclie Rotation 
um cine Axe, sagen wir Oz, und ist die gegebene Axe niclit parallel Oz und 
sclmeidct es auch niclit, so ist 51 = 0 und die conjugirte Axe fallt mit Oz zu- 
sammcn. Ist die gegebene Axe parallel Oz oder sobneidet es, so kann SI jeden 
AVertb haben und die conjugirte Axe ist die resultii’ende Axe der gegebenen Ro- 
tation und des umgedrebton 

Ist die gegebene Bewegung eine einfaclie Translation parallel einer Axe Oz 
mid stebt die gegebene Axe niebt senkrecht auf Oz, so ist 52 = 0 und liegt die 
conjugirte Axe im Unendlicben. Stebt dagegen die gegebene Axe senkreebt auf 
Oz, so kann 52 jeden Worth haben und die conjugirte Axe findet man wie zuvor; 
siehe § 284. 

Bei der analytiseben Bcbandlung dieser Grenzfillle wird es gut sein, die Axen 
so zu walilen, dass die oben angegebenen Yereinfaebungen eintreten konnen. 

Beisp. 6. Stebt die eine conjugii-te Axe einer Momentanbewegung senkreebt 
auf der Centralaxe, so sobneidet die andere sie nnd umgckebrt. Lauft die eine 
conjugirte Axe der Centralaxe parallel, so liegt die andere in unendlicb grosser 
Entfiernung und umgekcbrt. 

Beisp. 7. Ibn Korper wird von irgend einer Lage im Raum in irgend eine 
andere bewegt und jeder Punkt des Eorpers in der ersten Lage mit demselben 
Pimkfc in der zweiten Lage verbunden. Alle so gefundenen Geraden, welclie durcb 
einen gegebenen Punkt geben, bilden einen Kegel zweiten Grades. Ferner bilden 
die Mittelpnnkte alter dieser Linien einen KOrper, der im Stande ist, eine nnend- 
lich kleine Bewegung zu machen und zwar jeder Punkt langs der Linie, auf 
welcber er liegt. Cayley’s Meport to the British Assoc. , 1862. 

§ 247. Charakteristik iiiul Focus. Wenn die Momentanbewegung eines 
Korper s durcb zwei conjugirte Rotationen um zwei zu einander o'cclitwinlclige Axen 
dargestellt wird, so kann man durcb jecle Axe eine Ebene legen, die auf der 
andern senkreebt stebt. Die in der Ebene liegende Axe nennt man die Ckaralcte- 
ristik dieser Ebene und die zu der Ebene senkrechte Axe sobneidet sie in ibrem 
Focus. Die beiden Namen rubren von Cbasles her, Gomptes Bendus, 1848. 
Aucb von den folgenden Beispielen sind einige von ibm, jedocb obne Beweise. 

Beisp. 1. Man zeige, dass jede Ebene eine Charakteristik und einen Focus bat. 

Die Centralaxe sebneide die Ebene in 0. Man nebme die Componenten der 
Translations- und Winkelgescbwindigkeit in den beiden Riebtungen Osc, Oz, von 
denen die erste in der Ebene liegt und die zweite senkreebt auf ibr stebt. Die 
Translationen langs Ox, Oz kann man entfernen, wenn man die Rotationsaxen 
parallel zu sicb selbst nacb § 284 versebiebt. Auf diese Art wird die Bewegung 
durcb eine Rotation um eine in der Ebene liegende Axe und eine zweite um eine 
Axe, die senkreebt zu ibr ist, dargestellt. Es folgt daraus aucb, dass die Cba- 
rakteristik einer Ebene der Projection der Centralaxe auf sie parallel ist. 

Beisp. 2. Wenn eine Ebene in dem Korper festliegt und sicb mit dem 
Korper bewegt, so sobneidet sie ibre folgende Lage in ibrer Charakteristik. Die 
Componente der Gescbwindigkeit eines Punktes P der Ebene senkreebt zur Ebene 
ist seinem Abstand von der Charakteristik proportional und die in der Ebene 


liegencle ComponeiiLte ist dem A'bstand Yom !Focus proportional und steht senk- 
reclit auf diesem Ab stand. 


Beisp. 3. Wenn zwei conjugirte Axen eine Ebene in F und G schneiden, 
so geht FG durcb den Focus. Wenn ferner zwei conjugirte Axen auf eine Ebene 
projicirt werden, so treifen sie sicb in der Charakteristik der Ebene. 

Beisp. 4. Wenn sicli zwei Axen CAT, CN im Punkt C scbneiden, so liegen 
ikre conjugirten Axen in einer Ebene, deren Focus C ist und treffen sick in dem 
Focus der Ebene GMN. 

Es folgt dies daraus, dass die Bewegungsricktung eines jeden Punktes einer 
Geraden, die eine Axe schneidet, nur dann senkrecht zur Geraden ist, wenn sie 
auck die conjugirte Axe tritft. 

Beisp. 5. Sind zwei beliebige Axen und ikre conjugirten Axen gegeben, so 
liegen die vier Geraden auf demselben Hyperboloid. 

Beisp. G. Die Momentanbewegung eines Korpers ist durck die Translations- 
und Winkelgesckwindigkeiten v, w), (oo^, oo^, cog) gegeben; man beweise, daas 
die Charakteristik der Ebene 

Ax + JBi/ + Cz + F ^ 0 
die Durckscknittslinie derselben mit der Ebene 


A{%i 4“ G)^z — Qj},2/) + “h + “i2/ — == d 

ist und dass sick ikr Focus aus 

U (xi^Z — OOg 2/ ■W + COg iC — (O^Z 


A 


B 


•m; 4* ®i2/ — 


ergibt. 

Denn die Charakteristik ist der Ort der Punkte, deren Bewegungsricktungen 
senkrecht zur ISTormalen auf die Ebene sind und der Focus ist der Punkt, dessen 
Bewegungsricktung senkrecht auf der Ebene steht. 

Was wird aus diesen Gleichungen, wenn die Centralaxe die s-Axe ist? 


Beisp. 7. Der Ort der Ckarakteristiken der Ebenen, die durck eine gegebene 
Gerade geken, ist ein einsckaliges Hyperboloid; dabei ist der kurzeste Abstand 
zwiscken der gegebenen Geraden und der Centralaxe die Eicktung eines Haupt- 
durckmessers und die beiden andern Hauptdurckmesser kalbiren den Winkel 
zwiscken der gegebenen Geraden und der Centralaxe und seinen Hebenwinkel. 
Man beweise auck, dass der Ort alier Foci der Ebenen die zur gegebenen Geraden 
conjugirte Axe ist. 

Beisp. 8. Irgend eine Flacke A liege in einem Korper fest und bewege 
sick mit ikm; die Normalebenen auf die Baknen aller ikrer Punkte bilden die 
Enveloppe einer zweiten Flacke E. Man beweise, dass, wenn die Flacke B in 
dem Korper festgelegt wird und sick mit ikm bewegt, die Hormalebenen auf die 
Baknen ikrer Punkte die Enveloppe der Flacke A bilden, so dass also die 
Flacken A und B conjugirte Eigensckaften besitzen, indem jede Flacke der Ort 
der Foci der Beriikrungsekenen an die andre ist. Man beweise, dass wenn die 
eine Flacke eine Flacke zweiten Grades ist, es dann auck die andre ist. 


Sicli bewegende Axen und die Euler’sclien Gleicliiingen. 

§ 248. In § 230 ist gezeigt worden^ dass sick die in der Zeit dt er- 
folgende Vermctung eines Korpers, der sick um einen festen Punkt 0 ke*- 
wegt, durck Drekung des Korpers umdrei Gerade OA, OByOC construiren 
lasst, wokei der Korper gewisse Winkel co^dt^ co^dt besckreibt. Ebenso 
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lasst sicli die Verriickung walirend des naclisten Zeitintervalls dt da- 
durch darstellen, dass man den Korper um drei andre Gerade OA, 0B\ 
OG' rotiren nnd dabei gewisse andre Winkel C3^dt, w^dtj co^dt be- 
scbreiben lasst. Wenn die beiden Axensysteme unendlicb nabe bei- 
einander liegen nnd die Bewegung des Korpers stetig ist, so nnter- 
sclieiden sich die Winkelgeschwindigkeiten etc, von co' etc. nur 
durch nnendlicb kleine Grdssen. Die Bezugsaxen beissen in diesem 
Fall sicb bewegende Axen. Man beacbte, dass G)^dt den Eotations- 
winkel nm 0^ nicht in Bezug anf die sicb bewegende Ebene^, die OA 
nnd OC entbalt^ misst^ sondern in Bezng anf eine im Eanm fest- 
liegende Ebene, die dnrcb die momentane Lage von OC gebt. 


§ 249. Oa -7 Oy^ 0;, seien die recbtwinkligen im Ranm festliegenden 
Axen nnd cj^j C3y, w. die Componenten der Winkelgescbwindigkeit 
eines Korpers zur Zeit t. OA, OJB, OC seien drei recbtwinklige Axen, 
die sicb nm den festen Pnnkt 0 bewegen nnd Wj, co^, cog die Componenten 
der Winkelgescbwindigkeit desselben Korpers zur selben Zeit. Fallen 
die beiden Axensysteme der Lage nacb znr Zeit t znsammen, so ist 
Q)^ = cog = coy, = 03-; zur Zeit t dt baben sicb aber die 
beiden Systeme getrennt nnd man kann nicbt langer bebanpten, dass 

033 + ^?a3g == 

Wir wollen nun zeigen, dass bis anf kleine Grossen boberer Ordnung 
dG)^ = d(Dz ist, wenn die sich lewegenden Ajjoen im Korper festliegen, 
OR, OK seien die resultirenden Rotationsaxen des Korpers zn den 
Zeiten t imd t -f- dt, d. b. eine Rotation Sldt um OB bringe den 
Korper in die Lage, in welcber OC mit O 0 znr Zeit t zusammenfallt 
nnd eine weitere Rotation ^'dt nm OR' bringe den Korper in die 
benacbbarte Lage znr Zeit t + dt^ wabrend in demselben Zeitintervall 
dt sicb OG in die Lage OG' bewegt. Nacb der Definition des 
Differentialqnotienten ist dann 


'dT. 


= Lim. 


Si! cos B' C' — SI cos B C 
dt 


dt 


■ Lim. 


SS cos B' z — SI cos Bz 
dt 


Die Winkel RC nnd R^ sind nacb der Voranssetznng gleicb. Da 
OC in dem Korper festliegt, so macht es wabrend der Drebung des 
Korpers um OR' einen constanten Winkel mit 0R'\ daber sind ancb 
die Winkel R'C' nnd R'z gleicb. Mitbin sind die Differentialqnotienten 
ebenfalls gleicb. 


§ 250. Der vorstebende Satz ist der specielle Fall eines Fnnda- 
mentaltbeorems der Tbeorie sicb bewegender Axen. Ras letztere all- 
gemeine Theorem gilt nicht nur fur Winhelgeschwindigheiten, sondern fiir 
jeden Vector oder jede Richtungsgrosse, die dem Farallelogrammgesetz 
unterworfen ist. 

Routh, Dynamik. I. 
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Nacli § 215 dreht sich das bewegliclie Axensystem um eine Mo- 
mentanaxe mit einer Winkelgeschwindigkeit, die 6 lieissen mag. $ 1 ^ 62 , 63 
seien die Componenten von 6 um die Axen OA^ 
OBj OC. In der Figur stellt dann 9^ die Ge- 
scli-windigkeit dar, mit welclier sick ein jeder 
Punkt des Kreisbogens BC langs dieses Bogens 
bewegt, O 2 diejenige^ mit welcher sich ein Puukt 
von CA langs CA bewegt u. s. f. 

V^, Fg? Fy mid Va:, Yyy Yz seien die Compo- 
nenten eines Vectors in Bezug auf die beweglichen 
Axen OA^ OBj OG bez. auf die festen Axen Oxj 
Oy, Oz. ct, y seien die Riclitungswinkel von 
Oz gegen OA^ OB^ 0 (7; es ist dann F^= Y^ cos « -|- Fg cos -f' Fg cos y und 

da -rr • ^ dp 



dt 


1 dFg . , dV^ 
dt + + 


^sina-j^ — Y^ sin p 

-F^sin^ll 


Fallt die Axe Oz zur Zeit t mit OG zusammen, so ist a 
p = y = 0 und dalier 


1 


dV^ 

di 


dt 


^ da y d^ 
dt ^ dt 


^ ist aber die Winkelgescliwindigkeit, mit welcher sich die Axe OA 
von der momentan mit OG zusammenfallenden festliegenden Geraden 

da ^ ____ T ^ 


O 0 entfernt; es ist daher 
erhalt mithin 


dt 


6^ und ebenso 


dt 


^ 1 - Man 




dt 


und ahnlich 
dt 


IEl 

dt 




dt 


dV^ 

dt 




Ist der Vector V die resultirende Winkelgescliwmdigkeit SI eines 


Korpers um die Momentanaxe (§233), so ist Fi = (aj, V^- 
und Ft == cj*, Vy = Oy, Fj = CO,. Es wird somit 
dco^ 


= COc> 


= Oo 


dt 


dco^ 

~dt 


( X)^$2 *F ^ 2 ^ 1 ' 


Liegen die beweglichen Axen im Korper fest, so haben sie dieselbe 
Momentanaxe wie der Korper; es ist also 9 ~ und daher auch 

d ^ ^ d CO 

= ^17 ^2 = ^^ 2 * Daraus folgt dann sofort 


§ 261. Wir wollen nocli ein zweites Beispiel gehen. 0 

seien die Coordinaten irgend eines Punktes z. B. des Schwerpunktes 


juxG Buiiyu meiunungen zov — zozj> 


Zxii 


eines sich bewegenden Korpers und mogen sich auf die beweglichen 
Axen OAj OBj OC beziehen. u, v, w seien die Componenten der 
Gescliwindigkeit von G parallel zn diesen Axen und Xy Yj Z die 
Componenten der Beschleunigung. Da sowohl die resultirende Ge- 
scbwindigteit als die resultirende Bescbleunigung Vectoren sind^ so ist 

“ ^ ~ X = ^ — ®03 + «^®2; 

^ r=|| — 

= ^ — 'ud^-\-v6^. 

Diese Resultate werden spater von Nutzen sein. 

Ber liier gegebene Beweis des Fundamentaltbeorems fiir beweglicbe Axen 
beruht auf der Methode, die Prof. Slesser in dem Quarterly Journal^ 1858 angewendet 

^ Qj d/ (0^ 

hat, nm zu beweisen, dass = — ist. Einen zweiten sebr einfachen Beweis 

dv ctu 

findet man in dem Kapitel iiber beweglicbe Axen im Anfang des 2. Tbeiles dieses 
Buches. 


§ 262. Euler’s dynainische Gleicliungen. Man soil die allgemeinen 
Bewegimgsgleidmngen eines Korpers hestimmen, welcher sich um einen 
festen PmM 0 heivegi, 

Xj z seien die Coordinaten eines materiellen Punktes m auf 
im Raum festliegende Axen Ox^ Oy^ Oz bezogen. Nimmt man die 
Momente um die z-Axe, so erhalt man nacb D’Alembert’s Princip 


Xm{x 


dt^ 


d^x\ 


N, 


Sind cjy; coz die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um 
die Axen, so ist 

dx dy dz 


Daher 


dt 

d^x 

dt^ 

dt^ ■ 


dy 


dt ' 


<0*2/ 


dt 


d(o^ 


y-jr + 


dt 


dt 

— ^ -Jf + «>z{pye 


• COyX^ (JOificOzX • 

GizV) — (Ox{€0xy - 


“ (j!)yX. 

■ 

COyX'), 


Diese Werthe sind nun in die Momentengleichung einzusetzen. 

Es seien g 3 ^, tOg, % die Winkelgescbwindigkeiten des Korpers um 
drei recbtwinklige im Korper festliegende Axen OA, OJB, 00 und 
diese Axen mogen zur Zeit t mit den im Raum festliegenden zusammen- 

fallen. Alsdann ist’ (Oa> 


dco^ 


da. 


coi, etc. und nach § 249, , 


etc. 


Bei der Benutzung von Axen, die im Korper festliegen, hat man 
den Vortheil, dass die Tragheits- und Deviationsmomente Constante 

15*** 



228 Kapitel Y. Die Bewegtmg starrer Kdrper im Raum Ton drei Dixaensionen. 

sind. Walilt man dann ferner zn diesen Coordinatenaxen die Haupt- 
axen fiir den festen Punkt, so kommt nocli die Vereinfacliung hinzn^ 
dass alle Deyiationsmomente Null werden. Substituirt man nun die 

Werthe yon in die Momentengleicliung, so kann man also 

ic • • f 

alle Glieder in der Grleickung fiir die nickt y und in der fiir 

^ die niclit x enthalten, weglassen. Man erkalt anf diese Weise 

-f* y^) + Um(x^ — i/) (Ug = N. 

Sind Aj Bj C die Haupttraglieitsmomente fiir den festen Puukt Oj 
so wird 

G^-(A-B)c3,c,=^ N 

und alinlicli 

B^-{0-A),^,<o,=M. 

Diese Gleichungen lieissen die Euler'schen dynamischen Gleicimngen. 

§ 253. Wir wissen, dass nach dem D’AlemberPschen Princip das 
Moment der Effectivkrafte um eine Gerade dem der gegebenen Krafte 
gleich ist. Aus den Euler’schen Gleichungen ergiebt sick daher, 
dass die Momente der Effectivhrdfte mn die Hauptaxen fur den festen 
PunM durch die linhen Seiten dieser Gleichungen ausgedruckt werden, 
Liegt kein Punkt des Korpers im Raum fest, so ist die Bewegung 
des Korpers nm seinen Schwerpunkt dieselbe^ als lage dieser Punkt 
fest, Wenn dann JB, G die Hauptmomente fur den Schwerpunkt 
bedeuten^ so liefern die linken Seiten der Euler’schen Gleichungen die 
Momente der Effectivkrafte um die Hauptaxen des Schwerpunktes. Das 
Moment um eine andre durch den festen Punkt gehende Gerade lasst 
sich dann einfach dadurch ermitteln; dass man diese Momente nach 
den Gesetzen der Statik zerlegt, 

Beisp. 1, Ist A Bco A G das Moment der gegebenen 

Krafte nm die Momentanaxe nnd SI die resultirende Winkelgeschwindigkeit, zu 
dT 

beweisen, dass = G SI ist. 
dt 

Beisp. 2. An einem Korper, z. B. der Erde, der sich nm einen festen Punkt 
dreht, greifen Krafte an, wie die Anziebiing der Sonne nnd des Mondes, die eine 
Rotation nm eine znr Momentanaxe senkreckte Axe hervorzutringen suclien. Man 
zeige, dass die ‘Winkelgescliwindigkeit nur dann gleickformig sein kann, wenn 
zwei der Hauptfragbeitsmomente fur den festen Punkt gleich. sind. Die Axe, um 
welche die Krafte eine Drehnng hervorzubringen suclien, ist diejenige, um welche 
der Korper, wenn er sick in Ruhe befande, zu rotiren anfangen wiirde. 



§ 254. Man bestimme den Drucl(^ auf den festen Funlct. 

aeien die Coordinaten des Schwerpunktes; sie mogen auf recht- 
winklige im Raum festliegende Axen bezogen werdeu, die sick in dem 
festen Punkt scbiieiden imd Q, li seien die Componenten der Druck- 
krafte im festen Punkt auf den Korper in der Richtung der Axen. 
Versteht man outer ft die Masse des Korpers, so erhalt man 

und zwei ahnlicbe Gleicbungen. 

Driickt ]nan durcb coxf cj?/; (u- aus und substituirt^ so erhalt 
man weiter 


ft 


doa 

S-JJ, y + ray(«.r2/ — COyX) — C}.{(u 33X — (O^z) 


= P + ZmX 


mit den entsprechenden beiden andern Gleichungen. 

Lassen wir nun die im Raum festliegenden Axen in dem be- 
trachteten Moment mit den Hauptaxen fiir den festen Punkt zusammen- 

dfs> dco„ 

fallen^ so konnen wir fiir und die Werthe aus den Euler'sclien 
Gleicliungen substituiren. Es wird dann 

ft [rai(P + C — A) 


= P + 2mX-ii(§0-^y) 


mit alinlichen Ausdriicken fiir Q und JR, 


§ 265, Beisp. G sei der Scbwerpunkt des Korpers; man zeige, dass die 
Ansdriicke auf den linken Seiten der Grleichungen, -welche die Druckkrafte auf 
den festen Punkt angeben, die Componenten zweier Ei'afte sind; die eine, GII, 
ist parallel zu einem Lotb auf der Momentanaxe 0 J, unter SI die resultirende 
Winkelgeschwindigkeit yerstanden; die andre, Sl'^^GK^ ist senkreclit zur Ebene 
OGK, wenn GK normal auf der Geraden OJ stebt, deren Ricbtungscosinusse 


JB—G 


C — A 
B 


B 


C 


■ 


proportional sind und Sl'^ die Summe 


der Quadrate dieser Grossen bedeutei 


§ 266. Euler’s geometrisclie Gleichiingen. Man bestimme die 
geometrischen Gleichtmgen, welche die JBeivegimg des Korpers im Baum 
mit den WinJcelgeschtvindiglceiten des Korpers nm drei bewegliche Axen 
OA, OB, OC verbinden. 

Man nehme den festen Punkt 0 zum Centrum einer Kiigel^ deren 
Radius die Einheit ist; T, Z und A^B, C seien die Punkte, in welchen 
die Kugel yon den festen bez. den beweglichen Axen geschnitten wird. 
ZG und BA oder ihre Verlangerungen mogen sich in E treffen. Es 
sei der Winkel XZC = 'tlj^ ZG — B, EGA — (p'^ man soil die geo- 
metrisehen Beziehungen zwischen Oj (p, und cog, co^ bestimmen. 


UUZ mit der im Itaum tesmegenden Ji^oene JLUA midet, so ist die 

Geschwindigkeit yon C senkreclit 

zur Ebene ZOO gleicb C JV ^ , 

was dasselbe ist wie sin 0 ^ , 

at ' 

weil der Radius 00 der Kugel 
der Einheit gleichkommt. Die 
Gescbwindigkeit von C langs 

ZC ist ferner Die Be- 

de 

wegung von C wird daher durcb 
^ und sm 0 ^ langs ZG bez. 

senkrecht dazu dargestellt. Die 
Bewegung von C wird aber aucb 
durck die Winkelgeschwindig- 
keiten und cOg langs BG bez. 
Diese beiden Darstellungen derselben Bewegung 
Die Componenten langs ZC und senk- 



CA aiisgedriickt. 
mussen daher aquivalent sein. 
recht dazu ergeben daher 

dt 
d'lf) 


sin 9 


dt 


sin g? -|- cog cos 9 

— cos 9 -j- cjg 9^ j 

und ahnlich die Componenten liings OB und CA 

dO . dip > ^ 

(x)^ = sin 9 — “ sin 6 cos 9 

dO ^ , dtp • ^ . 

~ ’di ^ ^ ^ 


Diese beiden Gruppen von Gleichungen sind identisch; die eine 
lasst sich aus der andern durch algebraische Umformung ableiten. 

Auf dieselbe Art; indem man ein Loth von E auf OZ ffflt, lasst 
sich zeigenj dass die Gescbwindigkeit von E senkrecht zu ZE gleich 

^ ^in ZE ist; was dasselbe ist wie ^cos 0 . Die Gescbwindigkeit von 
A in Bezug auf E langs EA ist ebenso ^ sin CA und dieses ist 
dasselbe wie Die ganze Gescbwindigkeit von A im Raum langs 

AB wird daher durch ~ cos ^ ^ dargestellt. Diese Bewegung 

wird aber auch durch CO 3 ausgedruckt. Wie zuvor mussen die beiden 
Darstellungen derselben Bewegung aquivalent sein. Man erhalt daher 


GJo 


^ COS ^ 4- ^ . 




Hatten wir in almliclier Weise die Bewegung eines audem Punktes 
des KorperS; z. B. sowohl durch. als durck q)^ ijj aus- 

gedriickt, so hatten wir andre Gleichungen erhalten; da wir aber niclit 
mehr als drei voneinander unabhangige Belationen erhalten konnen, 
so waren wir nur zn Gleichungen gekomnien; die algebraische Um- 
formungen der frtiheren sind. 


§ 267. Manckmal ist es nothig, die Winkelgescliwiiidigkeiteii des Korpers 

um die festen Axen OX^OY^OZ durcb 0, auszudrucken. Das karm anf folgende 

Art gesclieheu. co^, od 03 ^ seien die WinkelgescliwindigkeiterL um die festen 

Axen, SI die resultirende Winkelgeschwindigkeit. Geben wir dem Raum und aiicli 

dem Korper ausser seiner thatsacblichen Bewegung nocb. eine Winkelgesckwindig- 

keit — um die resultirende Botationsaxe, so werden die Axen OA, OJB, OG 

zu festliegenden Axen und die Axen OX^ OY^ OZ bewegen sicb mit den Winkel- 

geschwindigkeiten — co^, — 03 Wcnn wir daher in den obigen Formeln 

cp mit — ifj^ B mit — 0, i/j mit — qp yertauschen, so wird Wg, cog zu — co.^,, 

— co„, — £ 0 , und wir erhalten 
!/ * ^ 


do . , dcp . ^ 

= 

dO , dw . ^ . 


dcp 

dt 


cos 0 


dip 

'^'dJ' 


§ 258. Beisp. 1. T>^ r seien die Bichtungscosinusse yon OZ m Bezug 
auf die Axen OA, 0J5, 00; man zeige, dass man zweien der Euler’sehen 
geometrischen Gleichungen die symmetrische Form 

— aw, + J-<»2 = 0, ^ — ra>i + P“s = 0, ^ — jpcoj + 2“! = 0 

geben kann. Die letzte Gleichung kann man durch Differentiation der letzten 
der drei Beziehungen 

jp = — sin 0 cos qp , g = sin 0 sin qp , r == cos 0 
d 0 

und Substitution des Werthes yon -v- ^us § 266 erhalten. Die andem lassen 

dt 

sich nach den Begeln der Sjmmetrie ableiten. 

Beisp. 2. Man beweise, dass die Bichtungscosinusse einer der beiden Gruppen 
der Euler’sehen Axen in Bezug auf die andre durch die Formeln 

cos XA = — sin sin qp -)- cos ip cos qp cos 0 

cos TA == cos Ip sin qp -j- sin cos qp cos 0 

cos ZA = — sin 6 cos qp 

cos XB ~ — sin-^ cos g? — cos t/j sin qp cos 0 

cos YB cosip cos qp — sin ip sin qp cos 0 

cos ZB = sin 0 sin qp 


gegeben sind. 


cos X 0 ~ sin 0 COB ip 
cos YO == sin 0 sin ip 
cos ZC = cos 0 


Of 

IUHlilWIr 

ilERAi! 


Kapitel Y. Die Bewegung starrer Korper im Raum von drei Dimensionen. 

Um die drei ersten zu ‘beweisen, verlilngere man XY bis A B in M 
scbneidet; es isfc dann der Winkel XMA = d, i)f Y= 7 /;, MX= 90® 

MA = 90® — cp. Das zweite System lilsst sich aus dem ersten ableiten, indem 

man 9 yTr statt 9 setzt. 

Diese ilesultate sind bier znm Nacbscblagen zusammengestellt, da sie bei 
den Problemen der boberen Dynamik von Nutzen sind. 


§ 269. Olfenbar kann man, statt die Bewegung des Korpers auf die Haupt- 
axen fur den festen Punkt zu bezieben, -wle es Euler gctban bat, beliebige in 
dem Korper festliegende Axen benutzen. Sie macben aber im Allgemeinen das 
Yerfabren so complicirt, dass sie fast niitzlos sind. Wenn jcdocb ein Korper 
Ideine Scbwingungen am cinen fesfcen Punkt macht, so dass drei recbtwinklige 
in dem Korper festliegende Axen sicli nicmals weit von drei im Raum festen Axen 
entfernen, so ist es oft von Yorblieil, die Bewegung auf sie zu bezieben, aucb 
wenn sie keine Hauptaxen sind. In diesem Pall sind coj , cog , Wj, kleine Grossen 
und ibre Producte und Quadrate konnen vernacblassigfc werden. Die allgemeine 
Gleicbung des § 252 reducirb sicb alsdann auf 

— T) — V ^ — AT 
dt dt dt ~ ' 


worin die Coefficienten die gewobnlicbe, ibnen in Kap. I gegebene Bedeiitung 
baben. Wir erbalten so drei Gleicbungen ersten Grades, die man auf die folgende 
Art scbreiben kann 


. d CO. ^ d CO,, ^ dco„ - 

A ± — 7? t ± — T. 

dt dt dt 


dt 


+ -B 


dt 


-JD^=M, 

dt 


dt 


■D 


dco, 

dt 


^- + 


C^==N. 

dt 


§ 260. Centrifiigalo Kriifte. Aus den Euler’scben Gleicbungen gebt bervor, 
dass die ganzen Aenderungen der coj, Wg, oog nicbt lediglicb der directen Wirkung 
der Krafte, sondern zum Tbeil aucb den centrifugalen Kraften der materiellen 
Punkte zu verdanken sind , die sicb von der Axe , um welcbe sie rotiren , zu ent- 
femen sucben. Denn man nebme z. B. die Gleicbung 

dcoo N . A — B 

JSf 

Yon dem Zuwacbs doo^ in der Zeit dt riibrt der Tbeil -^dt von der directen 

^ jg 

Wirkung der Krafte ber, deren Moment N ist, und der Tbeil — — co^co^dt von 

den Centrifugalkraften. Es lasst sich dies auf folgende Art beweisen. 

Das Moment der centrifugalen Krafte eines Korpers, der um eine Axe 01 
mit der Winkelgeschwindiglzeit co rotirt, um die Axe Os ist {A — B) co^ cOg. 

P sei die Lage eines materiellen Punktes m und x,y , s seine Coordinaten. 
Dann ist x = OB, y ==> BQ, z ~ QP. PS sei ein Lotb auf 01, OS — u und 
PS == r. Die Centrifngalkraft des materiellen Punktes m ist dann co^rm, die von 
01 wegstrebt. 

Die Kraft ca^rm ist offenbar den vier Kraften co'^xm, co^ym, co^sm und 
— cQ^um llquivalent, die an P iDarallel zu x, y, z bez. u angreifen. Das Moment 
von (o^xm um Oz ist — co^xym, wllbrend co^ym dasselbe Moment mit dem ent- 
gegengesetzten Yorzeicben bat und das Moment von co^zm um Oz Null ist. Sie 
bringen daber keine Wirkung bervor. 





Die Kraft — co^tbin parallel OJist den drei Kraften — coco^um^ — com^um, 
— aquivalent, die an P parallel zu den Axen angreifen und ihr Moment 

um Oz ist offenbar (oum{(:o^y — cogic). Da nnn die Rioiitungscosmnsse von 01 


^ ^ ^ sind, so erbalt man dnrck Proiection 

€0 CO CO 

der gebrochenen Linie x^y^z auf 01 




CO., , COg , oo„ 

tt ^ x~] ^ y 4- i 

CO (0 ' CO 


und durcli Substitution dieses Wertbes von das 
Moment der Centrifugalkrafte um Oz 

= (®i y — “>3 (®i ^ + “a 2/ + 

~{cO^^Xy-\- Ct?g?/®-|- £Oj CO^yZ Ot?! CO^X^ <^2^^y 

— cog (o^xz) ni^ 



Sclneibt man 2 vor jedes Glied und nimmt an, die Axen der x, z seien Haupt- 
axen, so wird das Moment der Centrifugalkrafte um die Hauptaxe Oz 


= coj^ cog 2m{y^ — x"^) == co^ co^ (A — B). 

Die Momente der Centrifugalkrafte um die Hauptaxen des Korpers mogen 
mit L\ M\ N' bezeicbnet werden, so dass 


U {B — G) (o» Wjj , M' = (G — A) £»g co^ , ISf' — {A — B) co^ cog 


ist und Cr sei ihr resultirendes Paar. JDas Paar G lieisst clann in der Begel das 
Centrifugalpaar. 

Daraus, dass L' co^ + M' co^ K' co^ — 0 ist, folgt, dass die Axe des Gentri- 
fugalpaares auf der Momentanaxe senkrecJit steht 

Man beschreibc das Tr^heitsellipsoid fiir den festen Punkt 0 und die 
Momentanaxe moge seine Oberflilche in I schneiden. OH sei ein Loth von 0 
auf die Beriihrungsebene in I. Die Richtungscosinusse von OH sind Aoo^^ -Soog, 
Gcog proportional. Daraus, dass Aoo^L' Bco^M' Coo^N' — 0 ist, folgt, dass 
die Axe des Centrifugalpaares rechtwinklig auf dem Loth OH steht. Hie JSbene 
10 H ist ddher die Ebene des Gentrifugalpaares. 

Ist das Tragheitsmoment des Korpers fiir die Momentanaxe, so erhalt 

£4 

man 7c“ = und T == als doppelte lebendige Kraft des Korpers. Es 

lasst sich dann leicht zeigen, dass die Grbsse des Gentrifugalpaares G = T tan qp 
istj wenn cp den Winkel 10 H hedeutet. 

Das Paar erzeugt eine Winkelgesch'windigkeit von bekannter Grosse um den 
Diameter seiner Ebene. Setzt man sie mit der thatsachliohen Winkelgesch’windig- 
keit zusammen, so erhalt man die Aenderung in der Lage der Momentanaxe. 


Ausdriicke fur die WinkeHiewegungsgrosse. 

§ 261. Wir wollen nun geeignete Formeln fur die Winkelbewegungs- 
grosse eines Korpers um irgend eine Axe zu ermitteln suchen. Auf 
ihre Wicbtigkeit ist schon in § 74 hingewiesen worden. In der That 
kdnnen die allgemeinen Bewegungsgleichungen eines starren Korpers, 
wie sie § 77 giht, nicht eher voUstandig ausgedriickt werden, als man 
nicht diese Formeln gefunden hat. Es gibt zwei allgemeine Methoden. 

JErstens kann man die Bewegung auf drei im Kaum festliegende 
Axen OXy Oy^ 0^ beziehen. Zu diesem Zweck muss man die Winkel- 
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iDerLutzeii dazu den allgemeinen in § 77 bewiesenen Satz 

d /Winkelbewegungsgrosse\ / Moment der \ 

um eine feste Gerade / \gegebenen Krafte/ 

Zweitens kann man die Bewegung auf ein geeignetes System recbt- 
winkliger beweglicher Axen beziehen. \ seien die Winkel- 

bewegungsgrossen um drei reclitwinklige Axen OAy OB, 00, L, M, N 
die Momente der gegebenen Krafte um diese Axen. Da die Winkel- 
bewegungsgrossen sieh nacb dem Parallelogrammgesetz zusammen- 
sotzen und zerlegen lassen^ so hat man nach § 250 

“f" = ^7 

^^3 ” 1 “ ^3 

\6^ + = N. 

§ 262. Die Winkelbeweguugsgrosse um die -s^-Axe. Die Momentan- 
iewegung dues Korpers um einen festen BunM ist durch die Winli^el- 
gescJmindigJceiten (Ox, coy, um drei Axen, die sicli in diesem PunJct 
treffen, gegelcn; man soli die Winlcelbewegimgsgrosse um die ^-Axe finden. 

X, y, z seien die Coordinaten eines materiellen Punktes m des 
Korpers imd u, v, w die Componenten der Gescliwindigkeit des Punktes 
parallel zu den Axen. Nach § 76 ist dann das Moment der Winkel- 
bewegungsgrosse um die z-Axe 

= Z7n{xv — yu'). 

Substituirt man u' = cOyZ — w^y, v = — (o^z nach § 238, 

so erhalt man 

\ = 2m (x^ + 7 /) — {2mxz) cj^ — {Zmyz) my 

und auf ahnliche Weise die Winkelbewegungsgrossen um die x- 
und y-Axe 

\ = 2m{y^ + 0 ^) cox — (2mxy) my — (Zmxz) 

= 2m(z^ — (2myz) m^ — {2myx)mx> 

Die Coefficienten von (Ox, my, sind hierin die Tragheits- und Deviations- 
momente fur die sich in dem festen Punkt schneidenden Axen. 

§ 263. Gilt es in de^n Korper Iceinen festen PunU, so muss man 
die sammtlichen seeks Componenten der Bewegung benutzen. Die 
Form des Resultates hangt von dem Punkt ab, den man zum Reductions- 
punkt macht, und wird sehr einfach, wenn man den Schwerpunkt dazu 


d 
di 
d 7i^ 
dt 
c]\ 
dt 


nimmt. iius aen m aen §§ ^o, angeiunrcen urunaen ist er im 
Allgemeinen der geeignetste Punkt. 

0^ sei die Axe^ fiir welche die Winkelbewegungsgrosse gesucht 
wird, Ox, Oy die beiden andern Axen, die mit 0^ ein System recbt- 
winldiger Axeii bilden. x, y, 0 seien die Coordinaten des Scbwerpunktes. 
Die Momentanbewegung des Korpers sei, wie in § 238, durch die 
Translationsgescbwindigkeiten u, v, w des Scbwerpunktes parallel zu 
den Bezugsaxen und die Winkelgescbwindigkeiten ra. um drei 

parallele sicb im Schwerpunkt treffende Axen dargestellt. 

Nacb § 74 ist die Winkelbewegungsgrosse um Oz der um eine 
parallele Axe, welche durcb den als festen Punkt betracbteten Schwer- 
punkt gebt, gleicb, zusammen mit der Winkelbewegungsgrosse der 
ganzen im Scbwerpunkt vereiuigten Masse. Die erste ist im vorigen 
Paragrapben gefunden worden und die letzte ist offenbar M(xv — yu). 
Die gesucbte Grrosse ist daber 

M(xv — yu) + Um(x^ + y^) — (Umxz) — {Emyz) coy. 

M ist bierin die ganze Masse des Korpers und die Coefficienten 
von (Ox, (Oy, sind die Tragbeits- und Deviationsmomente fiir die 
Axen, welcbe sicb im Scbwerpunkt scbneiden. 

§ 264. Bewegliclie Axen. Wenn die Bezugsaxen sicb im Raum 
bewegen, so wird die Bewegung des Korpers wabrend der Zeit dt 
mittelst der Componenten der Bewegung so construirt, c&fe 6b die Axen 
fiir den Moment im Batm festldgen. Siebe § 248. In den soeben ge- 
fimdenen Ausdriicken fiir die Winkelbewegungsgrosse sind die Axen 
zwar als im Raum festliegend angenommen, aber sonst durcbaus be- 
liebig, Wahlt man sie derart, dass das System der beweglicben Axen 
zur Zeit t mit ibnen zusammenfallt, so geben die Pormeln die Winkel- 
bewegungsgrossen um die beweglicben Axen fiir diesen specieUen 
Moment, mogen sie nun dieselben Lagen im Raum nocb langer ein- 
nebmen oder nicbt. Die Formeln sind daher durdhaus allgemein giiltig 
und liefern die augenUicMichen Winlcelhewegungsgrossen^ 'mogen die 
Axen festliegen oder nicbt 

Liegen die gewablten Axen im Raumfest, so sind die Coefficienten 
von (Ox, Giy, (Os in dem Ausdruck fur 7% im Allgemeinen veranderlich 
und ibre Aenderungen konnen complicirten Gesetzen unterliegen. Als- 
dann ist es vortbeilbafter, in dem Korper festliegende Axen zu wablen, 
wie es Euler in seinen Bewegungsgleicbungen, § 252, getban bat. 

Bewegt sicb ein Korper um einen festen Punkt 0 und ist seine 
augenblicklicbe Bewegung durcb die Winkelgescbwindigkeiten (0^,(0^, % 
um die im Korper festen Axen Ox\ Oy, Oz' gegeben, so ist die 
Winkelbewegungsgrosse um die /-Axe 

= Cg)^ — E(o^ — J)(o,^, 


worin C; D absolute Constante sind^ namlich 

G = Em(o(f^ + y^)y E = D = Emyz . 

Sind die im Korper festen Axen Hauptaxen, so verschwinden die 
Deviationsmomente und man erlialt die Winkelbewegungsgrossen in 
den einfachen Formen 

\l = = Bco^j = Cg).^j 

worin C die Haupttragheitsmomente des Korpers fur den 

Coordinatenanfang sind, von dem angenommen ist, dass er im Raum 
festliege. 

Auf diese Art Iwmmt man m einem ncuen Beiveis der Eider'schen 
Gleiclmnge^i. Substituirt man diese Wertlie von \ in die 

Gleicliungen filr die bewegliclien Axen (§ 261), so wird die erste 

- ( 5 «,) 0, + ( 0 «,) 0,^L 

imd, da die beweglichen Axen im Korper festliegen, also ^2 = ^27 
=r= cug ist (§ 250), so nimmt die Gleicbung die Euler’sche Gestalt an 

Der Beweis scheint Idirzer zu sein als der in § 252 gegebene; in der Tbaii 
sind beide dieselben. Beide biingen von einem speciellen Fall des Fundamental- 
satzes liber beweglicbe Axen ab (§§ 249, 250) ; der eine erfordert die Substitution 

fiir mit Weglassung gewisser Glieder, der andre die gleicbwerthige 

Substitution fiir v (§ 262). 

§ 265. Eine fur die Praxis hequeme Anleitung, die WinJcelhe- 
ivegimgsgrbssen ernes Korpers um ein System fester oder beiveglicher Axen 
m fnden. 

Sucben wir unter der Voraussetzung, der Korper drehe sicb um 
einen festen Punkt 0, nach einem Axensystem Ox', 0y\ 0/, fiir 
welches sich die Winkelbewegungsgrossen leicht ermitteln lassen, so 
wird dies im Allgemeinen ein im Korper festliegendes Axensystem sein 
und die Grossen h.f sind alsdann im letzten Paragraphen ge- 

geben worden. 

Sind die Richtungscosinusse eines jeden der beiden Axensysteme 
in Bezug auf das andre durch das Diagramm wie in § 217 



X, 

y, 

Z 

or! 

a^j 

^ 2 , 

% 

y 

h, 

^ 2 ; 

h 

z' 

Ol, 

^ 2 ; 

C3 


gegeben, so ist die Winkelbewegungsgrosse um die ;^-Axe, da Momente 
dem Parallelogrammgesetz unterworfen sind. 


Die Einfachheit des Verfahrens hangt yon der geeigneten Wahl des 
Hiilfsaxensjstems Ox, Oy, 0/ ab. Im AUgemeineu sind die Haupt- 
axen des Korpers fur 0 am yortheilhaftesten. Alsdann wird 

/?-'3 = -A CO^ CO2 ^3 “f" 0 G)q C3 . 

Es sind noch C3^, co^, cug; a^, durch die Coordiuaten des Korpers 

auszudriicken (§ 72). Sind diese Coordiuaten die Euler’schen Winkel 
9, (p, so findet man die gesuchten Ausdrucke ausfulirlich in den 
§§ 256 und 258. 

§ 266. 1st der Korper einaxig, so dass also mei JSaupUrdgheits- 
mojnente A imd B einander gleich sind, so lassen sick 0 wei einfacJie 
Ausdruclce fur die Winhelbewegungsgrossen urn die Axen Ox, Oy, O 0 
finden. 

Erstens, Zwei Coordiuaten des Korpers seien die Euler’schen 
Winkel 6, ijj der Symmetrieaxe. Die Axen Ox\ O 0 mogen mit OE, OC 
(Fig. S. 230) zusammenfallen. Alsdann ist 9?=0 nnd aus der Figur ergibt 

sich^ dass 00^ = — ^sin 0^ (»2 = -^ ist. Da die Winkelbewegungs- 

grossen um Ox', Oy', 0/ gleich Aco^, Acd^, Gco^ sind, so findet man 
durch einfache Zerlegung 

= — sin^ — — sin0 cos 0 cost/; -|- CtUg smdo^osf, 

\==a\^ cosip^ — sin 0 cos 0 sin^^J -j- Cco^ sinO smip, 

/^3 == A sin^ ^ ^ ^^3 COS0. 

Man konnte fiir ©3 seinen Werth aus der dritten Euler’schen 
geometrischen Grleichung einsetzen; damit wurde man aber ^ in die 

Gleichungen einfuhren und im AUgemeineu ist es yortheilhafter, statt 
dessen co^ beizubehalten. 

Auf diese Weise werden die WinJcelbewegungsgrossen eines ein- 
axigen Korpers um beliebige Gerade durch die JRichtungswinkel der Axe 
des Korpers und die Winhelgeschwindiglceit um sie ausgedrilclct 

Zweitens. Statt der unsymmetrischen Coordinaten djijj kann man die Richtungs- 
cosinusse 77 , f der Axe des Korpers benutzen. Nacb dem in § 76 angegebenen 
Verfabren wollen wir den E 6 rper durch ein System von Massenpunkten gleichen 
Tragheitsmoments ersetzen. 

Die Winkelbewegungsgrossen des KSipers um die Hauj)taxen fur den festen 
Punkt 0 sind Aco^, Aco^, Cco^. An die Axe OC mogen nun ein oder mehrere 
imaginare materielle Punkte derart befestigt -werden, dass ibr vereinigtes Tragbeits- 
moment fur ein von 0 aus auf OC erricbtetes Lotb gleich A ist. Diese Massen- 
punkte mogen sich mit der Axe berumdreben. Die Bewegung der Axe ist durch 
die Winkelgescbwindigkeiten co^, (o^ gegeben und die Winkelbewegungsgrossen 
dieser Punkte um die Axen OA, OB sind daber offenbar Acoj, Acog. Sie sind 
dieselben, wie die des Korpers. Die Winkelbewegungsgrosse der Punkte um 


r-itijsilf:; 


' i'- . H'i''! 


!■ f':! I 
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OC iat olfenbar Null. Die ‘Winkelbewegungsgrbssen des Korpers um OA^ OB^ 
0 C siud mitbin dieselben, wie die der Massenpunkte zusammen mit einem Moment 
Cog um OG. Aus dem Parallelogrammgesetz folgt, dass dieselbe Gleicbbeit fiir 
alle Axen besteht. 

Folglich ist die Winlcelhewegimgsgrosse eines einaxigen Korpers mm eine 
heliehige dw'cli 0 gehende Axe dieselbe ^ wie die eines oder mehrerer derart an seiner 
Axe angebracliten dass ihr 'vereinigtes TrdgJieitsmoment fiir 0 gleich A 

istj misammen mit der Winkelbeioegimgsgrdsse G'cog %(>m die Axe. 

Ein einzelner materieller Punkt -werde in einem Abstand vom Coordinaten- 
anfang, welclier der Eiulieit gleich iat, auf die Axe des Korpers gesetzt. Seine 
Masse wird daher durch A dargestellt. ri 5) seien die Coordinaten des materiellen 
Punktes, auf die Axen £C, 2 ^, bezogen, also auch die Kichtungscosinusse der Axen. 
Die AVinkelbewegungsgrossen um die Coordinatenaxen sind also 



Wollen wir lieber 0 , 9 , t/; statt der llichtungscoainusse t], J benutzen, so 
aetzen wir fiir tj, S ihre Werthe g — sin 0 cos'?^, rj = sin 0 sini/;, ^ = cos 0 . 
Die Substitution in die letzte Gleichung ist leicht auszufuhren, wenn man sich 
an den Satz der Differenzialreclmung erinnert: ^dr] — 71 d^ == r^dip. (Vergl. § 76.) 
Wir kommen so wieder zu denselben Atisdrucken fur die Momente 7^^, /tg, Ji^ 
wie zuvor. 

Wenn der einaxige Korper Tdeine Sclmingwngen maclit imd die Axe OC der 
Axe 0^ immer so nahe bleibt, dass man die Quadrate von 0 vernachlassigen 
kann, so ist 

1 = 0 cos ip, 7 ; = 0 sin 'i/j , S == 1 , 
ft, = - 4 ^ ' 

\ = A-^ Cm^Tj 

\ CCOg 

Diese Pormeln fiir die WinkelbewegungsgrQssen um die festen Axen sind sehr 
einfach. 

Bewegt sich der Korper frei im Kaum, so benutze man den Schwerpunkt 
statt des festen Punktes. Es ist dann am besten, an die Axe 2 wei gleiche materielle 
PunUe auf beiden Seiten und in gleichem Abstand vom Schwerpunkt so zu be- 
festigen, dass der Schwerpunkt des gedachten Systems mit dem des Korpers zu- 
sammenfallt. Die Winkelbewegungsgrdsse des freien Korpers um irgend eine 
Gerade ist alsdann dieselbe, wie die des Punktesystems zusammen mit dem Paar 
Cco^ um die Axe. 

Beisp, 1 . Ein Korper, der nicht nothwendigerweise einaxig zu sein braucht, 
dreht sich um einen festen Punkt 0. Drei materielle Punkte werden in solchen 
Abstanden &, c von 0 an die Hauptaxen befestigt, dass 

Ma^ = j(B -i- G ~A), Mb^^\(C+A — B), Me^^j{A + B — C) 

ist. Man beweise, dass die Winkelbewegungsgrosse des Korpers um eine be- 
liebige durch 0 gehende Gerade derjenigen der Punkte gleich ist. Es folgt dies 
unmittelbar aus § 75. 


Ausdrucke fur die Winkelbewegungsgrosse (§ 266 — 267). 
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Beisp. 2. Ein der Sckwerla'affc unterworfener Stab wird gezwiingen auf dem 
Mantel eines glatten Umdrehungskegels zu bleiben, dessen Spitze zugleicb der Auf- 
hangungspunkt des Stabes ist. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit des Stabes 
urn die Axe des Kegels dieselbe ist, wie die eines einfachen Pendels von der Lange 
2 sin cc 

j • a 7 a die Lange des Stabes, k den balben Winkel an der Spitze des 

Kegels und j3 den Winkel bedeutet, den die Axe des Kegels mit der Verticalen 
macht. ^ [St. John’s Coll.] 

Um die Momente der Effectivkrafte zu finden, vereinige man die Masse in 
einem Punkt gleichen Tragheitsmomentes und zur Ermittlung der Momente der 
gegebenen Krafte im SchweriDunkt. Setzt man die Momente um die Axe des 
Kegels gleicb, so ergibt sich das Besultat sofort. 


Beisp. 3. Die Haupttragheitsmomente eines Kdrpers fiir den festen Punkt 0, 
um den er sich dreht, sind sammtlich gleich. 0, gj, 'tp sind die Euler’schen Coordi- 
naten der in dem Korper festliegenden Axen OA, 0J5, 00; man zeige, dass die 
Winkelbewegungsgrbssen um die im Eauin festliegenden Axen bez. 


sind. 


h, = A 

h = ^ 

h, = A 


)■ 


' Sim/) — sin 0 cos T/) 

civ Cuti 


do . . ^ . dq}\ 




§ 267. Beisp. 1. Die Bewegimg eines Kdrpers ist durch die Translations^ 
geschwindigJceiten (u, v, w) des SchwerpunJctes tmd die WinkelgeschwindigJceiten 
(“a;’ heweise, dass die Winlcelbeioegmigsgrdsse um die Gerade 

00— f y-~~9 z—'h 


I 


dem Ausdruck 


l\ “f + ^^8 H" ^ 


Z, m, n 
w 

A S', ft 


gleich ist, worin M die Masse des Kdrpers bedeutet, die in § 262 an- 

gegebenen Werthe haben und Q., m, n) die augenblicklichen Bichtungscosinusse der 
gegebenen Geraden sind. 

Dies kann mit Hulfe des in § 74 bewiesenen Satzes geschehen. Die Winkel- 
bewegungsgrosse um eine Parallele zu der gegebenen Axe ist offenbar lh^-\-mli^-\-n\ ; 
alsdann hat man die WinkelbewegungsgrOsse der ganzen im Schwerpunkt ver- 
einigten Masse um die gegebene Grerade zu ermitteln und beide Eesultate zu 
addiren. 

F (siehe die Pigur S. 216) sei der Punkt {f gh). Wir wollen zuerst die Winkel- 
bewegungsgrosse um ein System von Axen suchen, die den gegebenen Coordinaten- 
axen parallel sind und F zum Anfang haben. Offenbar ist die Verlangerung von 
NF die neue 0 -Axe. Das Moment der G-eschwindigkeit des Coordinatenanfangs 
0 um KF ist, wie man sieht, u • MJT — v- OM, was das Namliche ist, wie 
ug — vf^ und dreht in positiver Eichtung um NF. Ebenso sind die Momente 
der Geschwindigkeiten von 0 um die zu x und y Parallelen vh — wg und 
wf — uh. Multiplicirt man diese drei Momente bez. mit (n, Z, so erhalt man 

das Moment der Geschwindigkeit des Schwerpunktes um die Gerade. Multiplicirt 
man dieses mit so findet man die Winkelbewegunsgrosse der im Schwerpunkt 
vereinigten Masse. Das gesuchte Eesultat ergibt sich daraus unmittelbar. 
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§ 267. Beisp. 2. Die Winlcelbeioegungsgrosse eines Korper s um die Momentan- 
axe ^md ebenso um eine Axe zu finden, welche die Momentanaxe rechtwinlclig 
schneidet. 

Nimmt man die Momentanaxe zur so Irann man die in § 262 ge> 

gebenen Ansdrucke fur \ \ \ benutzen. 

Im vorHegenden Fall ist oo^ = 0, = 0 und co^ — SI ^ unter SI die resul- 

tirende Winkelgescbwindigkeit des KOrpers verstanden. Die Winkelbewegungs^ 
grossen um die ic-, 2 :-Axen sind daher bez. 

7i^ = — {2m xz) 7^2 ~ — {2myz) Sl^ \ — 2m{x- y'^) SI. 

Daraus folgt, dass die Winkelbewegungsgrosse um irgend eine auf der 
Momentanaxe Oz senkreclite Gerade Ox nur dann Null ist, wenn das Deviations- 
moment fiir die beiden Axen Null ist. 

Um sick dies vollstilndig Idar zu macben, bedenke man, dass die Winkel- 
gescbwindigkeiten co^, co^, nur dazu benutzt warden, die Bewegung des 
Korpers wabrend der Zeit dt zu construiren. Ist Oz die Momentanaxe (vergleicBe 
die Figur S. 216), so bewegt sick der in P liegende materielle Punktdes Korpers 
senkrecht zur Bbene PLO^ die Ricktung seiner Geschwindigkeit ist also nicbt 
parallel zu Ox und schneidet auck Ox uickt. Die Gesckwindigkeit des Punktes 
kat daher ein Moment um Ox^ obwokl Ox senkrecht auf der Momentanaxe stekt. 
Yerstekt man unter 0 den Winkel PMN und unter r die Gerade PM, so ist 

^ do dz dy „ 

do 

so dass also die Winkelgesckwindigkeit des materiellen Punktes P um Ox, 

vorausgesetzt dass — 0, ~ 0 ist, nur dann verschwindet, wenn der Punkt 

entweder in der xy- oder der Bbene liegt. 

Beisp. 3. Eine Gerade OL drekt sick um den festen Punkt 0 so, dass 

— — AT’ ist, unter h die Winkelbewegungsgrosse eines Korpers um OL und unter 
dt 

N das Moment der gegebenen Krafte verstanden. Man beweise, dass jeder Punkt 
von OL sick senkrecht zu der Bbene bewegt, die ikn und die resultirende Axe 
der Winkelbewegungsgrosse fiir 0 entkalt. 

Beisp. 4. Eine dreieckige Lamelle A GR, deren Masse M ist, drekt sick mit 
der Winkelgesckwindigkeit oo um die Seite CA. Man zeige, dass die Winkel- 
bewegungsgrosse um die Seite GB gleick ^ AfaT; sin^Gco ist, wenn a und h 
die Seiten sind, die den Winkel C einsckliessen. 

Beisp. 5. Zwei Stabe OA, A B sind bei A durck ein Gelenk verb unden 
nnd an dem festen Punkt 0 aufgekangt. Das System drekt sick mit der Winkel- 
gesckwindigkeit 03 um eine durck 0 gekende verticale Gerade so, dass die beiden 
• Stake in einer verticalen Ebene liegen. 0, (p sind die Neigungen der Stake gegen 
die Yerticale, a, b ikre Langen, M, M' ikre Massen; man zeige, dass die Winkel- 
bewegungsgrosse um die verticale Axe 

03 M Af'J sin^d -j- M' ah sind sing? — M'h'^ sin^qpj 
ist. 

Beisp. 6. Einem graden Kegel, dessen Spitze 0 festliegt, wird die Winkel- 
gesckwindigkeit 03 um seine Axe OC mitgetkeilt, wakrend seine Axe zugleick im 
Raum in Bewegung gesetzt wird. Der kalbe Winkel an der Sx)itze des Kegels 

ist und seine Hoke h, 0 die Neigung der Axe gegen eine feste Gerade Oz 
und y} der Winkel, den die Ebene zOO mit einer durck Oz gekenden festen 
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Ebene naacbi Man beweise, dass die Winkelbewegungsgrbsse um Oz gleicb 
cos 0 ^ ist, unter Jf die Masse des Kegels verstanden. 

Beisp. 7. Ein Stab AB ist mittelst eines Fadens an dem festen Punkt 0 
aufgebangt und bewegt sicb auf irgend eine Art. (Z, w, n)^ (p, g', r) sind die 
EicMungscosinnsse des Fadens nnd des Stabes in Bezug auf rechtwinldige Axen 
OXj Oy^ Oz\ man zeige, dass die Winkelbewegungsgrbsse um die z^Axe 



ist, wenn M die Masse des Stabes und a, h die Langen des Stabes und des Fadens 
bedeuten. 

§ 268. Als Beispiel, wie diese Aiisdriicke fiir die Winkelbewegungs- 
grbsse eines Kbrpers anzuwenden sind, wollen wir sie zur Lbsung 
zweier Probleme Tiber die Bewegnng eines Kbrpers im Raum von 
drei Dimensionen benutzen. Die Bezugsaxen liegen bei ihnen iin 
Raum fest, die Benutzung beweglicber Axen bebalten wir uns fiir 
spater vor. Weiteres findet man in dem. zweiten Band, in welcbem 
ein ganzes Kapitel von Beispielen und Erlauterungen den verschiedenen 
Methoden zur Bestimmung der Bewegnng der Kbrper im Raum von 
drei Dimensionen gewidmet ist. 


Bewegung eines Kreisels. 


Problem 1, JEin einaxiger Kreisel drelit sich auf einem vollkommen ra 
Tisdh derart, dass seine Axe nahezu vertical hleiU; man finde die Meinen ScJmingungen 
des Kreisels^). 

0 sei die Spitze, OG die Axe des Kreisels. C nnd A 
seien die Tragheitsmomente fur die Axe OC und ein durcb 
0 gebendes Loth auf OC. Da der Schwerpunkt G des 
Kreisels in seiner Axe iiegt, so haben die gegebenen Krafte 
kein Moment nm 0 G. Es ist femer A — B und daher nach 
Euler’s dritter dynamischer Grleiohung 

0 ^ = 0. 
dt 



Die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels um seine Axe bleibt daher immer die- 
selhe. oog = sei diese constante Winkelgeschwindigkeit. 

I, 73 , S seien die Richtungscosinusse von OC m Bezug auf Axen, die im 
Raum festliegen, namlich Ox., Oy., Oz, von denen Oz vertical ist. Da die Axe 
des Kegels stets nahezn vertical bleibt, so hat man f = 1 , wahrend rj kleine 
Grbssen sind, deren Quadrate man vernachlassigen kann. Es sei I = OG und 
die Masse werde durch die Einheit dargestellt. 


1 ) Die allgemeine Bewegung eines Kreisels unter der Wirkung der Schwere 
wil’d im zweiten Band besprochen werden. Die kleinen Schwingungen unsym- 
metrischer nnd geneigter Kreisel ebenso wie eine kurze historische Uebersicht 
findet man an derselben Stelle. 

Eouth, Uynamik. I. 
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Die Momeute dex* an G angreifenden Scliwerkraft um die Axen findet man 
nach den gewohnlichen Bormeln 

L == yZ — zY — glri, 
zX-^xZ == gU, 

wokei X= 0, 3r= 0, Z — — g die Compoiienten der Schwere sind. Die Winkel- 
bewegungsgrossen des ifdrpers um dieselben Axen sind nach § 2G5 

Darans folgt nacli § 2Gi 


Die Gleichung, die man aus der Winkelbewegungsgrosse um die ;^-Axe 
erhillt, zeigt nur wieder, dass cog constant ist, was wir sclion aus den Euler’scheu 
Gleichungen abgeleitet haben. 

Um die Gleichungen aufzulosen, setze man 

I = Pcos(ni4-f), 1 ] = (> sin((i« -f /); 
man findet durch Substitution dieser Wertke 

gl)Q— Cnii,P = 01 
OngQ— {Afi^ + gl)P= 0} 

und daraus 

“ dl Gn^. 

Es ist nicht nbtliig, beide Vorzeichen auf der rechten Seite zu nehmen. 
Wiililen wir das eine, so besteht die Wirkung des anderii nur darin, dass es das 
Vorzeichen von fx> und damit nur die bis jetzt imbestimmten Constanten Q und f 
iindert. Ohne Einbusse an Allgemeinheit konnen wir daher das obere Zeiclien 
wahlen. Dadurch werden die beiden resultirenden Werthe von ^ positiv und 
P = Die Wertbe von ^ sind 

A 

Cn (G^n^ — igAl)'^ 

^~2A^ 2 A 


Bezeichnet man sie mit und ^g, so erhillt man 

I = Pj COS(fl,J + Q + Pj cos(ftji( + fg), 

n = Pi 4- 4) + Pj sin(;i 2 i + Q, 

worin P^, Pg, 4? A Constante sind, die durch die Anfangswerthe voxi 

^ bestimmt werden. Die Anfangswerthe der Coordinaten wollen wir 
clt dt 

durch den Index Null darstellen. Es wird dann 


lo = -Pj cos/i + P^ cos 4, 

TJo == Pi sinfj 4- Pj sin , 

— ^ = Pih sinf, + Pjfts 

= Pift. cos/i + Pjjtg cos/; . 



Bewegung eines Kreisels (§ 268). 
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Daraus folgt 

i’.’fe - ft)’ - @ + (j‘ + ftil,) I 

p.’(ft - ft)’ - @ - ft i.)’ + (f + ft ,,)‘l 


Sind 6, np die Winkelcoordinaten der Axe, so erkalt man 
0^ = = P. ^ » 4- 2 P, P, cos [(ft - f.,) < + , 

~ = -Pj Vi + -Pj Vs + -Pi -Pa Vi +f*s) cos [(ft — ft)i + U —fil 


Nimmt man an, und Pg waren einander nicht gleich, so kann, wie man sieht, 
0 niemals verscliwinden , d. h. die Axe des Kreisels kann niemals genau vertical 

werden. Ebenso kann ^ nur dann verscbvrinden , wenn fh) gi'osser 

als Pi^i^i -|- ist, d. h. die Ebene ZOC drebt sicb um OZ entweder mit 

zeitweisen Umkelirungen der Ricbtung oder immer in derselben Eicbtung, je nacli- 
P u, 

dein zwiscben — und der Einbeit liegt oder nicbt. 
i 2 

Soli Pj ~ Pg sein, so muss Anfangs 


2(1 


dr] 

dt 

dip 


dt 


nj = (ft + ft) (I* + 0'") 


sein. Dies erfordert, dass Anfangs von y(i“i + /^a) kleine Gross en von der 


dip 


Ordnung P difPerirt. Alsdann bebalt wabrend der Bewegung sein Vorzeicben 


und die Axe wire! in constanten Intervallen vertical, 

Pi ~ P2 

Wir baben angenommen, die Wertbe von (i seien sowobl reell als ungleicb. 
Ist der Wertb von n so klein, dass die Wertbe von (ju imaginar werden, so ent- 
balten die Wertbe von | und rj reelle Exponentialgrossen. Alsdann bleiben diese 
Wertbe im Allgemeinen nicbt klein. Es zeigt dies an, dass der Kreisel nicbt 
so scbnell um seine Axe rotirt, dass die Axe vertical bleiben konnte. Er ver- 
lasst seine Anfangslage. 

Ist = 4:gAl, so sind die beiden Wertbe von (i reell und gleicb. Als- 
dann wird, wie man leiebt siebt, den Gleicbungen durcb 


I = p\ cos(fi< -f f^) 4- P^tcosiiit 4- /j), 

7) = P, Bin (lit -f /i) 4- Pjt sin(jU.« -|- Q 

gentigt, so dass also die Bewegung im Allgemeinen unstabil ist. Die Axe des 
Kreisels kann nur dann nabezu vertical bleiben, wenn die Anfangsbedingungen 
derart sind, dass Pg 0 ist. 


Beisp. Ein einaxiger Korper rotirt um seine Axe mit der Winkelgescbwindig- 
keit n. Zwei unausdebnbare Faden sind an zwei Punkten der Axe in gleicben 
Abstanden h von dem Scbwerpunkt G des Korpers befestigt. Die andern Enden 
der Faden werden an zwei im Baum festliegende Punkte gebeftet. Die L^nge 
eines jeden Fadens ist a und seine Spannung P. Die Masse des KcJrpers ist die 

2^ 

Einbeit. Man beweise, dass die Periode — der Linearsebwingungen von G durcb 

2? 

^ 2 P, die Perioden — der Winkelscbwingungen der Axe dagegen durcb 
& 

— Ong = 2P(ct -)- &)— gegeben sind. 


16 
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Bewegung einer Kngel. 


§ 269. Prolblein 2. I>ie Beioegurig einer Kngel anf einer voTllcommen rauhen 
Ehene zw finden. 

Die Ebcne moge die seiu und 

K, F' die Componenten der Rcibung am Be- 
riihrungspunkt parallel diesen Axen. X, Y seien 
(lie Compoueuteu der gegebeneu Krafte, die am 
Mittelpunkt augrcifen sollen. a sei der Radius 
der Kugel, /j der Tragheitsradius fur einen Durch- 
mosser und ihre Masse sci die Einbeit. 

Die Winkelbewegungsgrossen um die der 
X- und y-Axe ]mrallelen Durcbmesser sind h^co^ 
und Diese Ricbtungcn liegeri im Raum. fest; nacb § 77 oder § 161 

ist daber 



(I V 


... dco^ 

/r -Tf-r == — Ka. 
dt 


Sind und v die Gescbwindigkeiten des Scbwerpunktes parallel den Axen, 
so ist ferner 


dt 




und da der Beriibrungspunkt der Kngel und der Ebene nicht gleitet, 
u ■ — acog — 0, V — ao)j — 0. 

Durch Elimination yon F^ F\ g>^ und cdo ergibt sicb 


d% 

dt 


- 


dv 

dt 


a® -|- 


Es sind dies die Bewegungsgleicbungen einer Kugel, die sicb wie ein mate- 
rieller Punkt obne Rotation auf einer glatten Ebene unter der Wirkung derselben, 

aber im Verbilltniss yon zu reducirten Krafte bewegt. Da /c- = ^ 

ist, so lasst sicb dies so aussprechen: 

Wenn eine homogene Kngel unter der Wirlcung ganz beliebiger Krafte, deren 
^esultante durch das Centrum der Kugel geJit, auf einer vollJcommen rauhen festen 
^bene rollt, so ist die Bewegung des Centrums dieselbe als ob die Ebene glatt ware 
d sdmmtUclie Krafte auf'funf Siebentel Hires fruheren Werths reducirt wiirden^). 

Beisp. 1. Die Ebene ist nicbt vollkoininen raub, der Reibungscoefficient jedocb 
2E 

jTOsser als , unter B die resultirende gegebene Kraft parallel zur Ebene tmd 

unter Z die Normallcraft yerstanden. Man beweise, dass die Reibung immer gross 
genug ist, um die Kugel vor dem Gleiten zu bewabren. 


Beisp. 2. Eine Kugel wird auf eine scbiefe Ebene gesetzt, die raub genug 
ist, um Gleiten zu verbiiten und ibr eine Gescbwindigkeit in ix’gend einer Ricbtung 
mitgetbeilt. Man zeige, dass ibr Mittelpnnkt eine Parabel bescbreibt. Wenn 
V die borizontale Anfangsgescbwindigkeit des Mittelpunktes und a die Neigung 

14 

der Ebene gegeu den Horizont bedeutet, so ist der Parameter ; 

5 ^ sin O' 

1) Dieser Satz wurde von dem Verfasser als Problem in den Mathematical 
Tripos, 1860 gegeben ; siebe die Losungen von diesem Jabr. Einen andern Beweis 
findet man im 2. Band, aus welcbem sicb aucb der entsprecbende Satz fur den Kail 
ergibt, in welcbem die Kugel auf einer andern Kugel rollt. 



iijeweguiig einer Augei (§ 
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Beisp. 3. Eine homogene Kugel rollt auf einer vollkommen rauhen Ebene 
unfcer der Wirkung einer Eraft, die dem Quadrat des Abstandes von einem Punkt 
in der Ebene, in der sich das Centrum bewegfc, umgekehrt proportional ist. 'Man 
beweise, dass ihr Centrum einen Kegelschnitt beschreibt und dass, wenn die Kugel 
in dem Augenblick, in welchem der Abstand ihres Centrums von dem Sitz der Ki’aft 
ein Viertel der Hauptaxe der Bahn wird, an einen glatten Theil der Ebene kommt, 
die Hauptaxe der Bahn pldtzlich in dem Verhaltniss 7 : 13 reducirt wird. 

[Trin. Coll.] 

Beisp. 4. Eine homogene Kugel bewegt sich ohne Rotation unter der Wirkung 
einer Centralkraft derart auf einer glatten horizontalen Ebene, dass das Centrum 
der Kugel eine Ellipse beschreibt, in deren Brennpunkt sich der Sitz der 
Kraft befindet. Die Kugel gelangt an einen Theil der Ebene, der voUstandig 
rauh ist, zu einer Zeit, zu welcher der Abstand ihres Centrums von dem Sitz 

der Kraft der grossen Axe ihrer Bahn ist; man zeige, dass die grosse 

Axe in dem Verhaltniss 7 : 6 kleiner wird. Kommt die Kugel wieder an 

den glatten Theil der Ebene, wenn der Abstand ihres Centrums von dem Brenn- 
pimkt derselbe Theil der grossen Axe ist, wie zuvor, so wird die Lange der 
grossen Axe wieder in demselben Verhaltniss vermindert. 

Beisp. 5. Zwei Kugeln von gleichem Volumen, aber verschiedenen Massen, 
ziehen sich nach dem Newton’schen G-esetz an und rollen auf einer rauhen Ebene. 
Man zeige, dass beide in Bezug auf ihren gemeinschaftlichen Schwerpunlct Ellipsen 
beschreiben, die diesen Punkt zu einem Brennpunkt haben. 

§ 270. In der Regel werden die Hauptaxen zu Bezugsaxen gewahlt, weil die 
Momente der Effectivkrafte fur sie ausserst einfach sind. Die etwas langen Glei- 
chungen in § 252 rcduciren sich auf die einfache Euler^sche Gestalt, wenn man 
sie auf die Hauptaxen bezieht. Manchmal jedoch ist es von Vortheil, andre 
Axen zu wahlen, falls diese den gcometrischen Bedingungen des Problems besser 
entsprechen. Die Discussion solcher Axen behalten wir uns filr den zweiten Theil 
vor. Wenn aber die Bewegung stetig ist, die Winkelgeschwindigkeiten also con- 
stant sind, so nehmen die Gleichungen in § 252 auch ohne Reduction manchmal 
eine so einfache Form an, dass sie ohne Schwierigkeit aufzulosen sind. 

Beisp. Ein schiverer Korper ist miUelst zioeier Gelenlce an eine 'horizontale 
Axe befestigty itm ivelche er sich frei drehen kann. Die Axe Idsst man mit gleich- 
formiger Winlcelgesclmindigheit m um eine verticaley sie ini JPnnlct 0 sehneidende 
Gerade rotiren, Man soil find&n, unter tvelchen Bedingungen der Korper einen con- 
stanten Winhel mit der VeHicalen macht 

Die horizontale im Korper hefestigte Axe nehme man zur z-Axe. Die Ver- 
tioale liegt dann in der xy -Ebene und moge mit der x- bez. y-Axe die Winkel 

6 und Y Tt — d machen. Das ganze System dreht sich um die Verticale mit 
der Winkelgeschwindigkeit co. Durch Zerlegung erhalt man daher — ojcosd, 
0 ^ = CO sind, 00 ^ = 0 . Da diese Winkelgeschwindigkeiten constant sind, so wird 
die allgemeine Momentengleichung des § 252 

— Emxy (co/+ co^f) + y^) == W. 

Um JSf zu finden, zerlegen wir das Gewichfc Mg parallel zu den Axen; es 
ist dann X = — Mg cos 0, K = — Mg sind, == 0, und wenn {x^ y, z) die 
Coordinaten des Schwerpunktes sind, N ~ xY — yX. Die gesuchte Beziehung 
zwischen a> und d ist daher 

co^ [cos 2d l/nia: 2 / — ~em2dXm{x^ — y^)] = Mg(xsin0 — ycoeS). 
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Die Integrale Smxy und — y^) kann man durch die Traglieits- und 

Deviationsmomente cles Korpers auf die gewohnliche Art ausdrucken. 

Probleme iiber gleichformige Bewegung lassen sick oft leicbt durcb directe 
Anwendung de.s D’Alembert’ fsclien Princips losen. So beschreibt in dem ebon be- 
aprochenen Problem jedes Element des Korpers mit gleichfdrmiger Winkelge- 
scb-windigkeit einen borizontalen Kreis, dessen Mittclpunkt in der verticalen Axe 
liegt. 1st r der Radius des Kreises, so bat die Etfectivkraft mco^r^ die an dcm 
Element aiigreift, die Ricbtung des Radius. Der Korper Tasst sicb daber so an- 
seben^ als ob er im Gleicbgewiclit w^are unter dor Wirkung seines Gewicbtes 
und eines Systems von Kraftcn, die direct von der verticalen Axe aus wirken und 
dem Abstand von dieser Axe x^i’oportional sind. Die oben gefundene Gleicbung 
erbillt man, wenn man die Momente um Ois nimmt. 

Beisp. 1. Wird dem Korx)cr ein Stoss in der Ricbtung dor ^~Axe gegeben 
nnd lilsst man ibn um die Verticale mit dersolbcn Winkelgescbwindigkcit, wie 
zuvor, rotiren, so bat dies, wic man zeigen inoge, keinen Einfluss auf die Neigung 
des Korpers gegen die Yerticale. 

Beisp. 2. Der Kor^jer sei eine sebwere Sebeibo, die sicb um eine borizontalc 
in ibrer Ebene liegende Axe Oz drehen kann; man zeige, dass die Ebene der 
Sebeibe vertical stebt, solange Jc'^co^ nicht grosser als gh wird, unter h den 
Abstand des Sebwerpunktes der Sebeibo von Oz imd unter h den Tragbeitsradiiis 
filr Oz verstanden. 

Beisp. 3, Wonn der Korper eine kreisformige )Scbeibe ist, die sicb um eine 
liorizontale auf ibrer Ebene senkreebte und ilircn Uinthng sclineidende Axe drehen 
kann, so lilsst sicb zeigen, dass die Winkelgescbwindigkeit co, wenn 0 den Winkel 
bedeutet, den die Tangente an die Sebeibo bei dem Gelenk mit der Verticalen 
maebt, durcb co^a sinO — g gegeben ist. 

Beisp. 4. Zwei gleicbe Billie A und B werclen an die Enden zweier gleicher 
dilnner Stilbe Aa^ Bh befestigt. Die Enden a und h sind durcb Gelenke mit 
einem festen Punkt 0 verbunden und das Ganze wird um eine verticale durch 0 
gehende Axe, wie bei clem Regulator einer Dampfmas chine, in Rotation gesetzt. 
Wenn die Masse der Stdhe vernachldssigt ivird^ zu zeigen^ dass die Botationszeit der 
Schivingungsdauer eines JPendels gleicJiJcoymnt , dessen Lange der verticale Ahstand 
jeder Kngel von den Gelenlzen hei 0 ist. 

Beisp. 5 . Wenn in dem vorigen Beispiel m die Masse eines jeden dunnen 
Stabes, 3f die einer Kugel, I die Lange eines Stabes, r der Radius einer Kugel, 
li die Tiefe eines jeden Mittelpunktes unter dem Gelenk bedeutet, so ist die Lange 
des Pendels 

h M(l + rr+\ml^ 

^ + ’■ M{1 ' 


Endliche Kotationen. 

§ 271 . Sind die Rotation en, welcbe zusammenzusetzen sind, ihrer Grdsse 
nach encllich, so ist das Verfahren zur Ermittlung ihrer Resultanten etwas com- 
plicirt. Wie schon in § 229 erwahnt wurde, sind solcbe Rotationen in der Dynamik 
der Systeme starrer Kbrper nicht von grosser Bedeutung, Wir wollen daher nur 
einige Satze kurz erwabnen, welcbe dieselben filr den Fall unendlicb kleiner Be- 
wegung sebon besprochenen Satze in besseres Licbt zu setzen im Stande sind. 
Wir beginnen mit clem Satz, der dem Parallelogramm der Winkelgescbwindig- 
keiten entspriebt. 



Endliche Rotationen (§ 270 — 273). 
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Ber Satz von Rodriguez. Ein Korj^er erleidet nacheinandcr zivei Eotationen, 
1) cine Botation iim cine Axe OA von der Amplitude Oj 2) eine daraitf folgende nota- 


tion nm eine Axe OB von der AmpliUule 0' 
Man soil die Eotationen zusavmensetzcn. 

Die anf OA^ OB aufgetragenen Langen 
Rollcn diese Eotationen auf die in § 231 er- 
klartc Art darstellen. 

Die Riclitungcn der Axen OA^ OB 
mdgen eine Kugel, deren Centrum in O 
licgt, in A und B treffen. Auf dieser Kugel 
tragc man an BA in der der Rotation um 
OA entgcgengesetzten Eichtung den Winkel 

BAO gleich ~ ^ an und ebenso den Winkel 

ABO gleich y 6\ doch in derselben Eich- 


; die deiden Axm liegen im Baum fest 

e' 



tung, in der die Rotation um OB erfolgtund die Bogen mogen sich in G schneiden, 
Schliesslich trage man noch die Winkel BAG' und ABG' gleich BAG bez. 
ABO auf der andcrn Seite von AB auf. 

Die Rotation 0 um OA bringt jeden Punkt P in 00 in, die Gerade OC' 
und die folgende Rotation 6' um OB bringt den Punkt P wieder zurdck nach 
00. Die Punkte von 00 sind daher nach der doppelten Rotation in ihrer 
friiheren Lage und 00 ist deshalb die Axe der einzeinen Rotation, durch welche 
die gegebenc Verriickung des Korpers sich hcrstellen lilsst. Die G-erade OC heisyt 
die resultirendc Rotationsaxe. . Wird die Reihenfolge der Eotationen iimgekehrt, 
Ro dass der Korper zuerst um OB und dann um OA rotirt, so wilrde 00' die 
resultirende Axe sein. Lagen die Axen OA, OB in dem Rorper fest, so mlrde 
die Rotation 0 um OA die Axe OB in eine Lage OB' bringen. Der Korper kann 
dann von seiner ersten in seine letzte Lage durch die Eotationen 0, 0' um die 
im Baum festliegenden Axen OA, OB' gebracht werden. Dieselbe Construction 
liefert mithin wieder die Lage der resultirenden Axe und die Rotation um sie. 

Um die Grosse 0" der Rotation um die resultirende Axe 00 zu. finden, be- 
merken wir, dass ein in OA angenommener Punkt P durch die Rotation 6 um 
OA nicht in Bewegung gesetzt wird und durch die darauf folgende Rotation 6' 
um OB in eine solche Lage P' kommt, dass BJP' durch die Ebene OBO recht- 
winklig halbirt wird. Die Rotation 6" um OG muss aber dem Punkt P dieselbe 
Verschiebung geben; daher ist fin- den Kormalfall 0" da.s Doppelte des Aussen- 
winkels zwischen den Ebenen OCA und OOB. Wird die Edge der Eotationen 
umgekehrt, so ist die Rotation um die resultirende Axe 00' das Doppelte des 
Aussenwinkels bei C', welcher dem bei G gleich ist. Obwohl also die Lage der 
resultirenden Rotations axe von der Folge der Eotationen abhangt, so ist doch der 
resultirende Rotationswinkel von ihr unabhangig. 


§ 272. Eine Eotation, deren Amplitude das Doppelte eines Innenwinkels 
des spharischen Dreiecks ABC betragt, ist der Eotation gleich und entgegen- 
gesetzt, deren Amplitude das Doppelte des zu ihm gehorigen Aussenwinkels ist. 
Denn da die Summe der bei den Winkel it ist, so unterscheiden sich die zwei 
Eotationen nur durch 2% und es leuchtet ein, dass eine Rotation um einen Winkel 
27t die Lage eines Punktes des Korpers nicht andern kann. Es ist dies nur eine 
andre Art den Satz auszusprechen, dass ein K(5rper, der sich um eine feste Axe 
dreht, von einer gegehenen Lage in eine andre durch Drehung um die Axe sowohl 
in der einen als der andern Eichtung gebracht werden kann. 

§ 273. Dem Satz uher die Zusammensetzung endlicher Eotationen kann man 
folgende Fassung geben; 
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1st ABC ein sphdrisehes JDreieclc, so ist eine Botation um OA von C nach B 
hin von der Amplitude ghicli dein doppelten inneren WinJcel hei A, gefolgt von einer 
Botation um OB von A nach C hin von einer Amplitude gleich dem doppelten 
inneren Winlcel bei B der Botation um 00 von B nach A hin, deren Amplitude 
dem doppelten inneren Winlcel bei G gleichlcommt , gleich und entgegengesetzt. 

Man merke, class die Eeihenfolge, in welcher die Axen zu nehmen sind, bei 
dem Umgang um das Dreieck den Eotationen entgegengesetzt ist. 

Da die Beweise des § 271 in iliren Grrundzilgen von Eodriguez hemihren, 
so hat man dem Satz seinen Mamen gegeben. Die Abhandlung von Eodriguez 
findet man im 5. Band von Liouville’s Journal, 1840. 

Beisp. Wenn zwei Eotationen d, 0' mn zvrei Axen OA, OB, die senk- 
, recht aufeinancler stehen, zu einer einzigen Eotation cp um die Axe 0 G vereinigt 
■werden, so ist 

0 ' 0 0 0 ' 

tg COA = tg -- cosec — , tg CO JB = tg -- cosec — und 

2 * 2 <5 

w 6 6' 

cos Y = Y ’ 

§ 274. Der Sylvestor’sclie Satz. Aus dem Satz von Eodriguez lasst sich 
sich der Sylvester’ sche dadurch ableiten, class man das Polardreieck A' B' G' 
zieht. Da die Seite B' G' das Supplement cles Wink els A ist, so unterscheidet 
sich eine der Eichtung und Grosse nach clurch ‘^B'G' dargestellte Eotation von 
cler durch 2 A in cler entgegengesetzten Eichtung clargestellten clurch eine Eotation 
von der Amplitude 2 3r. Eine Eotation 27C kann aber die Lage des Korpers nicht 
andem, daher sind die beiden Eotationen 2B'C' und 2 A der Grosse nach 
aquivalent, dagegen der Eichtung nach entgegengesetzt. Ist daher A' B' G' ein 
beliebiges sphdrisehes Breiech, so beivirlct eine Botation zweimal B'G', gefolgt voji 
einer Botation zioeimal C'A, dieselbe Verrilclcung des Kdrpers ivie eine Botation 
ziveimal B'A'. TJnter einer Eotation B'G' versteht man clabei eine Eotation um 
eine zur Ebene B'G' senla’echte Axe, die den Punkt B' nach G' hringt, 

§ 275. Den folgenden Beweis des vorstehenclen Satzes hat Prof. Donkin 
in dem Phil. Mag. fiir 1861 gegeben. AB G sei ein beliebiges Dreieck auf einer 
im Eaum festliegenden Kugel, a(3y ein Dreieck auf einer gleichen und con- 

centrischen Kugel, die sich um ihren Mittelpunkt 
bewegen kann. Die Seiten und Winkel von 
sind denen von AB G gleich, aber anders an- 
georclnet, indem das eine Dreieck das umgekehrte 
Oder Bild des andern ist. Wird das Dreieck 
ci§y in die Lage I gebracht, so dass die den 
Winkel a enthaltenden Seiten in denselben grossten 
Kreisen mit den den Winkel A enthaltenden liegen, 
so kann es offenbar langs AB in die Lage II 
und dann langs B C in die Lage III gleiten und 
kann ebenso auch durch Gleiten langs A C in diese 
letztere Lage gebracht werden. aber langs 

AB gleiten lassen ist Equivalent damit, sowohl j3 als a langs- eines Bogens, der 
doppelt so gross als AB ist, um eine auf die Ebene AJB senkrechte Axe be- 
wegen. Dasselbe gilt, wenn das Dreieck langs BG oder AC gleitet. Z-weimal 
die Eotation AB, gefolgt von zweimal der Eotation B G, bewirkt mithin dieselbe 
Yerriiokung wie zweimal die Eotation AC. 

§ 276. Rotationspaare. Sollen die Eotationen um zwei parallele Axen zu- 
sammengesetzt werden, so bedarf das Verfahren von Eodriguez nur einer ge- 



Endliclie Rotationen (§ 273 — 278). 
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ringen Aenderung. Statt Bogen auf einer Kugel zu ziehen, lege man Ebenen 
durcli die Axen, welclie mit der die beiden Axen entbaltenden Ebene dieselben 
Winkel wie zuvor machen, Ihre Durcbscbnittslinie ist die resultirende Axe. Ein 
specieller Fall verdient Beacbtung. Wenn 0 — — 6' ist, so liegt die resultirende 
Axe im Unendliclien. Eine Rotation um eine im IJnendlichen liegende Axe ist 
aber offenbar eine Translation. Eine Rotation 6 daher nm eine Axe OA, gefolgt 
Yon einer gleicben und entgegengesetzten Rotation um eine parallele Axe O'B, im 
Abstand a von OA^ ist einer Translation 2 a sin y 0 aquiralent, welcbe die 
Richtung der Sebne des von einem beliebigen Punkt in OA bescbriebenen Bogens 
bat und senkrecht auf der Ebene stebt, die durch OA gebt und mit der die Axen 
entbaltenden Ebene den Winkel y 0 macbt. Dies folgt aucb auf einfacbe Art 
aus § 223. 

§ 277. Oonjiigirte Rotationcn. Jede gegehene VerrUclcung eines Korpers Idsst 
sieh durch mci endUche Eotationen darstellen, von denen die eine um eine heliebige 
gegehene Gerade und die andre um eine zweite Gerade statt findet, weJche die erste 
nicJit nothwendigenoeise schneiden rnuss^ Wenn eine Verriickung so dargestellt 
wird, so beissen die Axen conjugirte Axen und die Rotationen conjugirte Rotationcn. 

OA sei die gegebene G-erade und die gegebene YeiTuckung sei durcb die 
Rotation cp um eine Gerade OR und die Translation OT dargestellt. Wir 
•wiinscben die Rotation um OR in zwei Rotationen zu zerlegen, eine um OA^ 
die andere auf sie folgende um OB^ wenn OB eine auf OT senkrecbte Gerade 
ist. Zu diesem Zweck verfabren wir, wie in § 271 und bescbreiben eine Kugel, 
deren Mittelpunkt 0 und Radius die Einbeit ist. OA, OJK, OT mogen sie in 

A, R, T scbneiden. Den Winkel ARB macben wir dem Supplementwinkel von -y 

gleicb, verlangern RB nacb B^ so dass TB = ist und verbinden A und B. 

Nacb dem Sylvester’ scben Satz wird nun die Rotation <p durcb eine Rotation 
um OA, die wir 0 nennen wollen, und die darauf folgende um OR, die 0' 
beissen mag, dargestellt. 

Nacb § 276 ist die Rotation 0' einer gleicben Rotation 0' um eine parallele 
Axe CD zusammen mit einer Translation Equivalent, welcbe man so einricbten 
kann, dass sie die Translation OT aufbebt. Dieser Fall tritt ein, wenn der 
Winkel, den OT mit der Ebene von OR, GJO macbt, y (5c — 0') ist und auf 
der einen oder andern Seite von 0 R je nacb der Ricbtung der Rotation liegt 
und wenn der Abstand r zwiscben OR und CD derart ist, dass 2r sin — OR ist. 

Auf diese Art ist die ganze Ver- 
rilckung auf die Rotation 0 um OA, 
gefolgt von der Rotation 0' um CD 
reducirt worden. 


§ 278. Zusammensetzung von 
Schraubenbewegungen. Zwei aufein- 
under folgende VerrucTcungen eines 
Korpers Icann man durch zwei succes- 
sive Sehraubenbewegungen darstellen. 

Man soil diese zusammenset^en. 

Der Korper moge zuerst eine 
Rotation 0 um die Axe OA mit der 
Translation a und dann die Rotation O' 
um CD mit der Translation a baben. 0 C sei der kilrzeste Abstand zwiscben 0 A 
und CD und moge der leicbteren Darstellung wegen die y-Axe sein. 0 sei der 
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Coordinatenanfang iind die a? -Axe parallel zu CD^ so dass also OA in der 
Ebenc liegt. Es sei OC ^ r und der Winkel AOx = cc, Man zieke die Ebene 
xOT so, dass sie mit der Ebene den Winkel — O' maebt; sie schneide die 
2 /^ -Ebene in OT. Ecrner zielie man eine zweite Ebene A die mit der Ebene 
den Winkel y 0 maebt und die Ebene J' in OB sebneidet. 

Man yerliingerc A 0 bis zii. einein in dor Eigur niebt angegebenen Punkt P, so 
dass PO = a ist, und P soi der Reduotionspiinkt, auf welcben die ganze Yer- 
rdckimg des Korpevs bezogen wird. Die Rotation 0' ist einer Rotation 0' um Ox 
znsammen mit einer Translation 2r sin y d' langs OT nacb § 223 aquivalent. 
Nacb § 271 ist die Rotation 0 um OA, gefolgt von Q' um Ox gleicbwertbig mit 
dor Rotation SI um OP, wenn SI der doppclte Winkel ABT ist, so dass 

sin 4- == — 4- 0 cos 4- 0' -|- sin 4* d sin — 0' cos cc 

Z A A A J 

ist. Die ganze Verruckung wird nun dargestollt durcb (1) cine Translation des 
Reductionspunktes P nacb 0, (2) die Rotation SI und (3) eine weitere Translation, 

welcbe die Resultante der Translationcn 2rsin yd' langs OP und a langs Ox 

ist. Racb § 219 kdnnen diese Verriickungen in beliebiger Reibenfolge vor- 
genoinmen werden, da sie sicb sammtlich auf denselben Reductionspunkt be- 
ziehen. Man kami sie daber in eine einzige Scliraubenbewegung auf die in § 225 
angegebene Art zusammensetzen, Sie lieisst die residtircnde Sclimiihcnheiuegiinff . 
Eine Scliraubenbewegung, die dicser resiiltircnden gleich und entgegengesetzt ist, 
bringt den Korpor wieder in seine urspriinglicbe Lage zuriick. 

Die Rotations amplitude der resultirenden Schraubenbewegung ist und ibro 
Axe ist nacb § 220 parallel zu OB. Aus § 271 ergibt sicb, dass der Sinus der 
halben BotationsamjpUtude einer jeden ScJirauhenheivegimg dem Sinus des WinJcels 
misclicn den Axen der beiden andern Schraubenbeivegungen proportional isL 

Um die Translation langs der Axe der resultirenden Sebraubenbewegung zu 
finden, muss man nacb § 222 die Projectionen der drei Translationen OP, a, a 
auf 0 B addiren. Die Projection von 0 P ist 2 r sin y 0' cos PP — 2 r cos Ty • cos 2’P, 
also der doppelten Projection des kiirzesten Abstandes r auf die Rotationsaxe 
gleicb. Bezeiebnet P die gesuebte Translation, so bat man 

T — 2r cos By + « cos BA -|~ cos Bx. 

§ 279. Sind die zusammenzusetzenden Sebraubenbewegungen einfacbe Rota- 
tionen, so ist a = 0, a ~ 0 und es lasst sicb leiebt zeigen, dass 

P sin y 2 r sin y 0 sin y 0' sin a 

ist. In § 277 ist bewiesen worden, dass man jede Verruckung durcb zwei con- 
jugirte Rotationen auf unendlicb versebie dene Art darstellen kann ; aus demVorigen 

ergibt sicb nun, dass in alien diesen Fallen rsiny0siny0' since sicb gleicb 
bleibt. Sind die Rotationen unbegrenzt Mein und o)dt bez. co' dt gleicb, so wird 
daraus ^ rcoco^ (dt)^ sin a ^ d. b. das Product aus einer Winkelgescbwindigkeit und 
clem Moment ibrer conjugirten Winkelgescbwindigkeit um ibre Axe ist fiir alle 
dieselbe Bewegung darstellenden conjugirten Winkelgeschwindigkeiten dasselbe. 

Beisp. 1. Sind die zusammenzusetzenden Sebraubenbewegungen einfacbe 
eudlicbe Rotationen, so lasst sicb zeigen, dass die Gleicbnngen fiir die Axe der 
resultirenden Sebraubenbewegung 

— in tg (p y sin ~0 z cos y 0 — r sin y 0 , 

2 / oos y 0' — ^ sin y 0' r sin y 0' cos 9 cotg y SI 


sind, Avorin g)' den Winkel xOIi und SI die resultirende Rotation bedeutet. Die 
crstc Gleichung driickt aus, dass die Centralaxe in der Ebene liegt, welche die 
von 0 aus auf OH in der Ebene xOH senkreoht gezogene, die Translation in 
dieser Richtung darstellende Gcrade reclitwinklig balbirt; die zweite, dass die 
Centralaxe in einer zn TOE parallelen Ebene liegt, vrelcbe den in § 225 be~ 
stiinmten Abstand von TOE bat. 


§ 280. Dio Gescbwiiidigkeit dor Pimlcte. Dio Pormeln sind etwas compli- 
cirter als die entsprecbenden in § 238 fur unendlich Heine Bewegungen. 

Die Vernickimfj eines Korpars ist (lurch eine Eolation von der endliclien 
Amplitude 0 um eine Axe 01 gefjehen^ die clnrch den Coordinalenanfang gelit mid 
dcren EicJUtingscosimisse (I, n) sind. Man soil die 
dadurelh hedingten Aendevungen der Coordinaten {x^ z) 
eines Funktes P finden. 

Statt den Korper zu verriicken, woHen wir die 
Coordinatenaxen um den gleichen Winkel 0 und uni 
dieselbe Axe 01, jedoch in entgegengesetzter Riebtung 
rotiren lassen. Das Problem wird dann die Umkebrung 
des in § 217 besproebenen. 

Die Axen Ox, Oy, Oz mogen nacb dieser Ro- 
tation die Lagen Ox, Oy\ Oz einnebmen,* die neuen JB 
Coordinaten von P seien 

X ^ X -j- dx, y — y dy, z === Z -j~ dz 
imd (5, y die Riebtungs winkel von 01 auf beide Axensysteme bezogen. Die 
Axen mogen eine Kugel vom Radius gleicb der Einbeit in A,B, O', A', B', G' treffen. 
Durcb Projection erhiilt man 

x' = X cos A A' y C.OS B A' z cos CA', 
aus dem spbilriscben Dreieck lAA'^ 

sin Y A A' = sin a sin y ^ 



und aus den beiden spbariseben Dreiecken BIA, BIA' 

0 = cos a cos (? sin a sin § cos 
cos BA' = cos O' cos |5 + ^ sin p cos (Z-}- d), 

Avoiin Z den Winkel AIB bezeiebnet. Beacbtet man, dass I = cos cc, m = cos j3, 
w==cosy ist, so ergibt die erste Gleicbung igZ= — und die zweite 

cos BA'====hn — 2 m (cos 6 — igZ sin d) = sin 6 ^ — n + hn tg ^ abnlicbe 

Weise erbalt man durcb Aenderung des Yorzeicbens von 0, 


also 


cos GA' == sin 0 -f- fg v ’ 

cosec Qdx — — xig^Q mz — ny + ^ tg y 0 {lx -f* my + nz) . . (1) 


und abnlicbe Ausdriicke fiir dy, dz. 

Wenn der Coordinatenanfang eine Translation hat, deren Componenten 
parallel den Axen Ox, Oy, Oz durcb a,h, c dargestellt werden, so mils sen diese 
zu den obigen Wertben von 8x, dy, §z addirt werden. 

Nimmt man an, die Verruckwiy sei dnreh eine Translation {a, 5, c) und eine 
Eotation 6 um die Axe (I, m, n) gegeben, so ergeben sich die Gleichungen der 
Centralaxe ohne Schioierigkeit. Die gesuebte Axe ist parallel zu 01 (§ 226) und 
die Translation langs derselben der Projection der Translation des Coordinaten- 
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anfangs auf sie gleioh (§ 222). Jeder Punkt auf der Centralaxe muss daher den 
Gleicliimgen 

dx dy , 

= — = la 4- mo A- nc 

I m n ^ ^ 

geniigen. Sind /*, h die Coordinaten des Fusspunktes des vom Coordinatenanfang 
auf die Centralaxe gefallten Lothes, so ist 

2f = a — l{al~\- dm + cn) — {bn — cm) cotg — 6 

mit aknliclieu Ausdxmcken fiir g, li. Die Grleichung der Centralaxe nimmt dann die 
einfache Gestalt an 

^ — y — 0 ^ tizh. 

I m n 

Um den Ausdruck ftir f zn erhalten, setze man f^g^h statt y, z in den 
Wertlicn von dx^ di/, dz. Bezeichnet man die reclite Seite der Gl. (A) der Kurze 
wegen mit K und beacktet, dass fl -j- gm Jin 0 ist, so erhalt man 

IK — a — (— /* tg y 0 + mh — ng^ sin 0 

und zwei iltinliche Gleicliungen. Multiplicirt man diese drei Gleichungen mit 
— tg Y 0, w bez. — m und addirt, so vrird 

{a — lK)tg~e — (bn-— cm) == f{l + tg^ y 0) sin 0, 

woraus sich der gesuchte Werth von f soforfc ergibt. 

Wenn i?, 5 die Coordinaten des Mittelpimlctes der ganzen Verschiebung eines 

FunUes P bezeicbnen, so ist | = a? + y Ausdriicke fiir die Compo- 

nenten der Verscbiebung nebmen dann die Gestalt an 

5a: = a + -i- — «(ij— Y&)] (2) 

Dies stimmt mit den von Rodriguez gefundenen Resultaten iiberein. IJm die 
Gleicliungen (2) zu erhalten, beachte man, dass ein Korper, der um Ol durcli 
einen Winkel 0 gedreht wurde, wenn man ihn riickvrarts um denselben Winkel 
rotiren lasst, seine fnihere Lage vsrieder einnimmt. Setzt man daher etc. 

anstatt x^y^ z auf der rechten Seite der Gl. (1) und iindert das Vorzeichen von 0, 
so erhalt man dieselbe linke Seite mit — dx und — 0 an Stelle von dx und 0. 
Es ■wil’d also 

cosec 0dic = 4- (ic+da3)tg + — ?tg -^0 H ) . 

Bedenkt man, dass + = ^ ist, well nur Rotation stattfindet, 

§ 222, so findet man duroh Addition 

dx == 2(mJi — t^rji)tg Y0, 

worin -)- ydo;, etc. die Coordinaten des Mittelpunktes der durch die Rota- 

tion allein bewirkten Yerriickung sind. Hat der Coordinatenanfang ebenfalls eine 
Translation, die durch a, 6, c dargestellt vnrd, so schliessen wir diese in die Werthe 
von dx^ dy, dz ein. Weil 1,1],^ die Coordinaten des Mittelpunktes der ganzen 

VerrucJcung sind, so setze man ^ — ya, etc. Man erhalt dann unmittelbar 
die Gleichungen (2). 

Da die ganze Yerschiebung eines Punktes der Centralaxe langs dieser Axe 
stattfindet, so sind i], g auch die Coordinaten eines Punktes der Centralaxe, 
Die Gleichungen der Centralaxe kann man daher auch bilden, indem man die 
Werthe von dy, dz in (A) substituirt. 


iijnaucnc i\oi.aLionen — ‘.ioij. 
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§ 281. Durch Benutzung der Formeln fur dx, dz Icann man die Compo- 
nenten der ganzen Verschiebung eines Punktes P in Folge zweier Schrauhen- 
heivegungen finden, die der Beihe nacli im zwei di^rch beliebige PiwiMe (/*, g, h)^ 
gdhende Axen (Z, ^n') stattfmden. Bezeichnet man die Rotationen 

und Translationen mit (0, v), v'), so sind die YerscMebungen yon {xyz) in 

Folge der ersten 

= vl sin 0[ — t{x — /■) 4* — </) + 

worin 

■ P ==: l(x — f) + m{y — g) n{z — h) und it = tgi0 

ist, mit ahnliclien Ausdriicken fiir dy, dz. 

Die YerscMebungen d'x, d'y, d'z in Folge der zweiten Scbraubenbewegung 
ergeben sicli, wenn man — /", etc. fiir .t, Z] l\m\n fiir d\v ii\v 6,v 

setzt. Addirt man beide, so erbait man die ganze Yerscbiebung Ax=dx-{- 6'x, etc. 
in Folge beider Scbraubenbewegungen. Das Y erfahren bietet yreiter keine Scbwierig- 
keifcen dai\ nur ist das Eesultat im Allgemeinen etwas lang. Wir kommen so zu 
drei linearen Ausdriicken fiir die Componenten Ax^ Ay^ Az der ganzen Yer- 
schiebung in Folge beider Scbraubenbewegungen. Sie haben die Foim 

Ax = a 4- -4 -Rj/ 4* 

und ahnlich fiir Ay^ Az. 

Um die Centralaxe der beiden Scliraubenbewcgungcn zit finden^ beachte man, 
dass der Ort yon Punkten, deren YerscMebungen gleicb und parallel sind, eine 
der resultirenden Scbraubenaxe parallele G-erade ist, § 220. Setzt man daber 
Ax ^ a. Ay ^ b^ Az ^ z., so erbait man drei Gleicbungen ersten Grades, von 
welcben immer zwei die Yerbaltnisse von .t, 2/, ^ bestimmen nnd daber die 
Richtungscosinusse der Centralaxe angeben. Sie seien A, (a, v. Die Gleichung 
der Centralaxe ist dann 


Ax Ay 
X g> 


A z 

V 


— Xa {hb VC. 




Kapitel VI. 

Die Bewegungsgrosse. 

§ 282. Das Kapitel hat die XJebersclirift ^Bewegungsgrdsse^^ er- 
lialten, obgleicli iiur ein Tlieil seines Inhalts diirch sie ansgedrilckt 
wild. Am besten lasst sich der Inhalt des Kapitels in dem folgenden 
Problem aussprechen. Die Umstande der Bewegxing eines Systems 
zur Zeit sind gegeben; zur Zeit bewegt sich das System nnter 
andereii Umstllnden; man soli die Beziehmigen bestimmen, welche 
zwischen den beiden Beweguiigen existiren. Die Art^ anf welche 
diese Aenderungen durch die Kriifte bewirkt werden, ist nicht Gegen- 
stand der Untersuchnng. Wir wollen niir bestimmen^ welche Aende- 
rungen in der Zeit yorgegangen sind. Ist die Zeit sehr 

klein und sind die Kriifte sehr grosS; so wird es zum aUgemeinen 
Problem der Momentankrafte. Audi dieses soil in dem Kapitel be- 
handelt werden. 

Das System mdge auf beliebige feste Axen Oxj Oy, Oz bezogen 
werden. Die seeks allgem einen Bewegungsgleichungen lassen sich clann 
nach § 71 in der Form schreiben 

-Sw = ZmZ, 

If) Z:m{xY— yT) 

Integrirt man sie yon t= to bis t=t^^ so ergibt sich 



Zm f :xY-yX}dt. 

to 

Eine beschletinigende Kraft F greife an einem in Bewegung be- 
findlichen materiellen Punkt m wahrend der Zeit an und diose 

Zeit werde in Interyalle getheilt, von denen jedes gleich dt ist. In 
der Mitte eines jeden solchen Intervalls ziehe man von der Lage aus, 
die m in diesem Augenblick hat^ eine Linie, welche den Werth^ den 


mMat m aemseiDen AugenDiiCK Desitzt^ cier iXichtung und ijrosse nach 
darstellt. Die Resultante dieser Krafte, wie man sie in der Statik 
findet, keisst die game in der Zeit zur Verwendung gekommene 

r 

Kraft So ist j mZdt die Componente der ganzen Kraft parallel der 
^0 

^-Axe. Aus den Gleichungen gekt nnn hervor, dass 

(1) die durcJi beliehige Krdfte hervorgebrachte Aenderung der Compo- 
nente der Bewegungsgrosse eines Systems m einer heliebigen Zeit der 
ganmi Componente der Kraft in derselben JRicMung gleich ist and dass 

(2) die durch beliebige Krdfte bewirUe Aenderung des Moments der 
Bewegungsgrosse des Systems um eine Gerade m einer heliebigen Zeit 
dem gamen Moment dieser Krdfte im dieselbe Gerade gleich ist 

Ist das Intervall t^ — selir klein, so ist „die ganze Kraft*^^^ die 
zur Verwendung gekommen ist, das gewohnliche Mass einer Momeutan- 
kraft und die vorstetenden Gleichungen sind identisch mit denen 
in § 85. 

Es ist niclit nothig, die heiden Satze aus den Bewegungsgleichimgeu, 
wie wir es gethan haben, abzuleiten; das folgende allgemeine Theorem, 
das den beiden obigen Satzen in Wirklichkeit aquh'-alent ist, ergibt 
sick leickt aus dem D’Alembert’schen Princip. 

§ 283. Puudamentalsatz. Wenn die Bewegungsgrosse eines Massen- 
punhtes eines sich bewegenden Systems, wie in der Statih, so msammen- 
gesetzt und iserlegt ivird, als ob sie eine an der augenblicMichen Lags des 
Massenpunldes angreifende Kraft ware, da^in sind die Bewegungsgrossen 
alter Massenpunhte mr Zeit t^ den Bewegungsgrossen m einer frilheren 
Zeit t^ msammen mit den gamen Krdften, die wdhrend des Intervalls 
gewirht haben, dquivalent 

Die Sache lasst sich auf Grand des D’Aleraber t’sclien Princixjs klarer dar- 
stellen, wenn man sie etwas aasfdhrlicher behandelt. Multiplicirfc man die Masse 
m eines Punktes F mit seiner Gescliwindigkeit v, so ist das Product die Bewegungs- 
grdsse mv des Massenpunktes. Wir wollen sie der Ricbtung und Grosse nach durch 
die Gerade PP' darstellen, die von dem Massenpunkt aus in der Eichtung seiner 
Bewegung gezogen wird. Zum Zweck der Zusammensetzuug und Zerlegung kann 
man (nach den Eegeln der Statik) diese darstellende Gerade in der Eichtung der 
Bewegung in eine beliebige Lage bringeu; sie moge sich also mit dem Punkt be- 
wegen. Greift an dem Massenpunkt in irgend einem Augenblick eine aussere Kraft 
mF an, so wird in der Zeit dt eine neue Bewegungsgrosse mFdt erzeugt. Sie 
kann ebenfalls durch eine Gerade dargestellt und mit dem mv des Punktes zu- 
sammengesetzt werden. Agiren und reagiren zwei Massenjjunkte wahrend der 
Zeit dt mit der Kraft P aufeinander, so werden den Punkten zwei gleiche und 
entgegengesetzte Bewegungsgrossen (namlich Rdt) mitgetheilt. ISTimmt man alle 
Punkte zusammen, so ist, wie man sieht, die Aenderung ibrer Bewegungsgrossen 
der Eesultante aller mFdt, die auf das System gewirkt haben, gleich. Da dies 
fiir jedes Zeitelement gilt, so ist es auch fiir jedes endliche Intervall giiltig. 

Weil aber die Eesultante aller mFdt als die ganze Kraft definirt worden ist, so 
ergibt sich der obige Satz unmittelbar. 
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Falls keine Krafte mit Ansnalixne der gegenseitigen EinmrkuBger 
der Massenpunkte aufeinander an dem System angreifen^ sind^ wie mar 
siekt, die Bewegungsgrossen aller Massenpunkte des Systems zn be 
liebigexL zwei Zeiten aquivalent. 

Die beiden Principien der Erlialtung der Translationsbewegungs- 
grosse und der Flacken kann man so ausspreclien : 

Wenn die an einem System angreifenden Krafte derart sind^ dast 
sie Idngs einer geivissen fesien Geraden Iceine Componente besit^enj dan% 
ist die Beivegung derart, dass die Componente der Translationsbewegungs 
grosse Idngs dieser Linie constant ist. 

Wenn die Krafte so sind, dass sie um eine gewisse feste Geradt 
Icein Moment liahen, dann ist das Moment der Beivegungsgrdsse Oder dit 
Sectorenbeivegungsgrdsse (§ 76) wn diese Gerade constant. 

Offenbar sind diese Satze nur specielle Palle der in § 78 be 
wiesenen Tbeoreme. 

§ 284. Die Centralkraft als Beispiel. Ein einzelner Massenpunk 
m beschreibe eine Bahn nm ein Kraftcentrum 0. Vy v seien seim 
Q-escliwindigkeiten in irgend zwei Punkten B, P' seines Wegs. md 
Welches kings der Tangente in P' wirkte, wiirde dann, wenn umgekehri 
im Grleichgewicbt mit dem langs der Tangente in P wirkenden mi 
zusammen mit der ganzen Centralkraft Yon P bis P' steben. Sine 
Py p' die Langen der von 0 auf die Tangenten in Py P' gefalltei 
Lotke, so ergeben die Momente nm 0, vp — v' p*] mi thin ist 
wiihrend der Bewegung constant. Treffen sick ferner die Tangentei 
in Ty so muss die ganze zur Verwendung gekommene Centralkraf 
langs der Linie TO wirken und lasst sick nack den Regeln fiir di 
Zusammensetzung der Gesekwindigkeiten durck Vy v' ausdriicken. 

Beisp. Zwei Punkte von den Massen m, m bewegen sick nm dasselbe Kraft 
centrum. Sind h, Ji die Sectorengesekwindigkeiten eines der beiden Punkte, zi 
beweisen, dass mh-\-7rih' durck einen Zusammenstoss zwiseken den Punkten nick 
geandert wird. (§ 76.) 

§ 285. Drei Massenpunkte als Beispiel. Drei Massenpunkte moge] 
Yom Zustand der Ruhe ausgekend einander anzieken, okne dass ausser^ 
Krafte an iknen angreifen. Die Bewegungsgrossen der drei Punkte sind zu 
sammen in jedem Augenblick den drei Anfangsbewegungsgrossen aqui 
valent und sind daker im vorliegenden PaU im Cileichgewickt. Dake 
miissen sick in jedem Augenblick die Tangenten an ikre Baknen ii 
einem Punkt 0 sclineiden und wenn man ParaUele zu ikren Beweguugs 
ricktungen so ziekt, dass sie ein Dreieck bilden, so sind die Beweguugs 
grossen der einzelnen Punkte den Seiten dieses Dreiecks proportional 

Sind es n Massenpunkte, so lasst sick auf dieselbe Art zeigen 
dass die n durck mVy m'v, etc. dargestellten Krafte im Grieickgewick 
sind und dass die Greraden, welcke man parallel zu den Beweguugs 
ricktungen und proportional den Bewegungsgrossen der Punkte, ai 


einem beliebigen Punkt beginnend, zielit, ein geschlossenes Polygon 
bilden. 

Die Eicbtungslinien der an den drei Punkten angreifenden resul- 
tirenden Anziebnngskrafte F\ F" schneiden sicb. ebenfalls in einem 
Punkt. Denn sind X, Y, Z die Wirkungen zwischen den Punkten 
m"mj mm' der Reihe nach, so isfc F die Resultante von — Y 
und Z] F' von — Z und X, F" von — X und Y. Die drei Krafte 
Fj F\ F" stelien daher im Gleicligewiclit^) und ikre Eicbtungslinien 
iniissen sicb in einem Punkt O' scbneiden. Aucb ist die Grosse einer 
jeden dem Sinus des Winkels zwiscben den Ricbtungen der beiden 
andern proportional. Der Punkt O' liegt im Allgemeinen nicbt fest 
mid fallt mit 0 nicbt zusammen. 

Ist die Anziebung dem Abstand direct proportional^ so fallen die 
beiden Punkte 0, 0' mit dem Scliwerpunkt G zusammen und liegen 
wabrend der Bewegung im Raum fest. Denn es ist aus der Statik 
bekannt, dass unter dieser Voraussetzung die ganze Anziebung eines 
Systems von Massenpunkten auf einen der Punkte dieselbe ist^ als 
wenn das ganze System in seinem Scbwerpunkt vereinigt ware. 0' fallt 
daber mit G zusammen. Da ferner jeder Punkt vom Zustand der 
Rube ausgebt, so ist die Anfangsgeschwindigkeit des Schwerpunktes 
Null und daber, nacb § 78, ein fester Punkt. Da weiter jeder Punkt 
vom Zustand der Rube ausgebt und einem festen Punkt G zugetrieben 
wird, so bewegt er sicb auf der Geraden, welcbe seine Anfangslage 
mit G verbindet, 0 fallt daber mit G zusammen. Wenn die An- 
ziebung dem Abstand direct proportional ist, so bangt, wie in der 
Dynamik der materiellen Punkte bewiesen wird, die Zeit, welcbe dazu 
notbig ist, das Centrum der Kraft von der Ruhelage aus zu erreicben, 
von dem Abstand dieser Rubelage nicbt ab. Daber erreicben alle 
Massenpunkte des Systems G zu derselben Zeit und treflfen sicb da. 
Bezeiebnet Zm die Summe der durcb ihre Anziehungen auf die gewbbn- 

licbe Art gemessenen Massen, so ist diese Zeit, wie bekannt, — • 

Aebnliche Tbeoreme gelten, wenn die Krafte anderen Gesetzen 
folgen. Beispiele dazu werden am Ende des nachsten Paragraphen ge- 
geben und ihre Auflosung kurz angedeutet. 


§ 286 . Die drei Punkte von Laplace als Beispiel. Drei FunUe^ deren 
Massen m, m', m' sind und die sicli gegenseitig anziehen, werden so geworfen, dass 
das dureh Vertindung Hirer Lage in jedem Moment gehildete JDreieclc seiner An- 
fangsgestalt immer dJmlich hleiht. Man soil hestimmen, unter toelchen Bedingungen 
der Wm'f stattfinden muss, 

Der Scliwerpunkt muss sick entweder in Buhe befinden Oder sich gleicli- 
fCnnig auf einer Geraden bewegen. Wir konnen daber annebmen, er befinde sicb 

1) Der Beweis ist nur eine nabere Ausfubrung des folgenden: Die drei 
Krafte JP, F\ F" steben nacb D’Alembert’s Princip im Gleicbgewicbt, weil 
sie die inneren Reactionen eines Systems dreier KOrper sind. 

Routh, Dynamik. I. 
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P, JP\ P" die Lagen der Massenpunkte zur Zeit t. Nach der Yoraussetzung solle: 
dann die La-ngen OP, OP', OP" stets x)roporfcional -and die 'Winkelgesciiwiridig 
Iceiten um 0 gleich sein. Da das Moment der Bewegimgsgrossen des Systeni 
nm 0 sicli immer gleicli bleibt, so ist 

mr^n * 4 ' % — Constante, 

wenn r\ r" die Abstande OP, OP', OP" und n ibre gemeinschaftlicbe Winke’ 
gescbwindigkeit bedeuten. Da die Verbaltnisse r : r i r" constant bleiben, s 
Iblgt aus dieser Gleicbung, dass mr^n constant ist, d. h. dass OP gleiche Sectore 
in gleichen Zeiten bescbreibt. Nacb Newton’s zweitem Princip ist daher di 
resultirende an P angreifende Kraft nacli 0 gericbtet. 

p, Qy q" seien die Seiten P' P'\ P" P^ PP' des durcb die Massenpunkt 

JVtcisso 

gebildeten Dreiecks nnd die Anziebung sei der ‘ proportional. Dann is 

(Abstand)* 

da die resultirende an in angreifende Anziebung Ton m', durcb 0 gebt, 
•^sinP'PO-^ sin P"PO 

und, weil 0 der Scbwerpunkt ist, 

in 9 " sin P'PO = w" 9 ' sin P"PO^ 


Entweder liegen daber die drei Massenpunkte in einer Geraden oder es is 


1 st 7 i; = — SO ist die Anziebung dem Ab stand proportioua 


ist k dagegen nicbt = — 1 , so wird 9 ' = 9 " und das Dreieck muss gleici 
seitig sein. 

Nimmt man an, die Massenpunkte wilrden in llicbtungen gescbleudert, di 
gleicbe Winkel mit ibren Abstanden vom Scbwerpunkt macben und mit G( 
scbwindigkeiten, die diesen Abstanden proportional sind und setzt man fei*n( 
voraus, die resultirenden Anziebungen nacb dem Scbwerpunkt bin seien diese 
Abstanden proportional, so gelten in alien drei Fallen dieselben Bedingungen a] 
Bnde der Zeit dt und so bestandig weiter. Die drei Punkte bescbreiben dabt 
iihnlicbe Babnen auf abnlicbe Art um den Scbwerpunkt. 

JSrstens woUen wir annebmen, die drei Massenpunkte lagen in derselbe 
Geraden. Um eine bestimmte Yorstellung zu gewinnen, liege m zwiscben m un 
in" und 0 zwiscben m und in. Da die auf jeden Punkt wirkende Anziebung! 
kraft dem Abstand des Punktes von 0 proportional sein muss, so mussen die dn 
Anziebungen, in der Bicbtung PP" gemessen, namlicb 


m . m 

(PP')* {pp''f' {P"P'f (pp'f’ (PP")* (p'p")* 

proportional OP, OP', OP" sein. Da 2 in OP = 0 ist, so liefem die sicb darai 


ergebenden beiden Gleicbungen im Ganzen nur eine Gleicbung. Setzt man z = - 


so dass also 

OP __ OP' 

m' + m" in -j- m" z 

ist, so erbalt man 


PP' 

m + m' + 




^^ (— TO + to" z ) = [to' + w" (1 + «)] , 


was mit dem Eesultat libereinstimmt, welcbes Laplace fand, der sicb zueri 
mit diesem Problem bescbaftigte. 



Die drei Punkte von Laplace (§ 286). 
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Palls die Anziehung dem Newton' scLen G-esetz folgt^ ist 7c = 2 und wird die 
G-leichung 

mz\{i — 1 ] — m (1 + (1 — [( 1 + ^y — ^ ? 


welche vom funffcen Grad ist und daher immer eine reelle Wurzel hat. Die linke 
Seite der Gleichung hat entgegengesetzte Yorzeichen fiii* ^ = 0 und ^? = oo, daher 
ist diese reelle Wurzel positiv. Es ist also immer moglich die drei Massen so 
zu werfen, dass sie in einer Geraden bleiben. Laplace bemerkt, dass, wenn m 

die Sonne, m' die Erde, m" der Mond ist, z nahezu den Werth 

erhalt. Waren daher urspriinglich die Erde und der Mond in dieselbe Gerade 
init der Sonne gebracht worden in Abstanden von der Sonne, die zu 1 und 


p 
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1 + -^ proportional sind, und waren ihre Geschwindigkeiten anfanglich diesen 
Abstanden parallel und proportional gewesen, so wrirde der Mond stets in Opposition 
zur Sonne geblieben sein. Der Abstand des Mondes von der Erde ware zu gross 
gewesen, als dass er im Zustand bestandiger Yerfinsterung hatte sein konnen und 
es wiirde deshalb jede Nacht Yollmond gewesen sein. Liouville hat indess in 
den Additions a la CoMaissance des Temps ^ 1845 nachgewiesen , dass eine solche 
Bewegung unstabil ware. 

Die Bahnen der Punkte sind ahnliche Ellijpsen, die den Schwerpunkt zum 
gemeinschaftlichen Brennpunkt haben. 

Zweitens sei die Anziehung dem Abstand proportional. In diesem Pall ist 
die an jedem Massenj)unkt angreifende Anziehungskraft dieselbe, als wenn die 
drei Punkte im Schwerpunkt vereinigt waren. Jeder Punkt beschreibt eine Ellipse, 
die den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, in derselben Zeit. Nothwendige Be- 
dingungen fiir den Wurf sind, dass die Wurfgeschwindigkeiten den Anfangs- 
abstanden vom Schwerpunkt proportional sind und dass ihre Bichtungen gleiche 
Winkel mit diesen Abstanden machen. 

Brittens mdgen sich die Massenpunkte in den Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks befinden. Die resultirende , am Punkt m angreifende beschleunigende 
Kraft ist 

~ cos P'PO + ^ cos P"PO. 


Die Bedingung, dass die an den Punkten angreifenden Krafte ihren Ab- 
standen von 0 proportional sein miissen, zeigt, dass das Yerhiiltniss dieser Kraft 
zu dem Abstand OP dasselbe fiir alle Massenpunkte ist. Da nach einem Satz 
liber den Schwerpunkt 


m' q" cos P'PO -"I- m" cos P"PO — (m -f" OP 

ist, so wird dieser Bedingung offenbar anfangs genugt, wenn q = q' := q'. Wenn 
daher die Massenpunkte mit Geschwindigkeiten geworfen werden, die diesen Ab- 
standen proportional sind und in Richtungen, die gleiche Winkel mit OP, OP' 
bez. OP" machen, so werden sie aus demselben Grund, wie zuvor, stets in den 
Ecken eines gleichseitigen Dreiecks bleiben. 

Eine Besprechung der StabilitS,t dieser Bewegung findet man im zweiten Theil 
dieses Werkes. 


Beisp. 1. Man zeige, dass, wenn die drei Massenpunkte sich in den Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks befinden und einander nach dem Newton’sehen 
Gesetz anziehen, ihre Bahnen ahnliche Ellipsen sind, die 0 zum gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt haben. Man finde die Dauer der Periode, 

Beisp. 2. Drei ungleiche Massenpunkte, die sich anziehen wie die umgekehrte 
Potenz des Abstandes, werden im Zustand der Euhe auf die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks gesetzt. Man beweise, dass sie sich schliesslich in ihrem 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt treffen. 
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g-rade Linien und kommen gicichzeitig in 0 an. Die Uebergangszeit ist durch 

•/(STO t = 9 ^ (1 - k) ^ dy 
0 

gegeben , worin — m m' -{- m" nnd q eine Seit.e des anfanglicben gleicb- 
seitigen Dreiecks ist. Das Integral kann man in Gramm afunctionen ausdrucken, 

wenn man ^ oder ~ setzt^ je nachdem h kleiner oder grosser als die 

Einheit ist. Wenn /c == 3 ist, kann die Integration obne Scbwierigkeit ans- 
gefuhrt werden. 

Beisp. 3. Wenn das Sonnensystem nur aus Sonne, Erde und Mond, die sick 
in einer Ebene bewegen, bestande, zu beweisen, dass 

S{E + M)^H:+{8+E+M) emu = Constante 

ist, worin li die Sectorengeschwindigkeit eines Punktes auf dem Mond um die Erde 
bedeutet, dessen Masse der Einheit gleich gesetzt wird und H die Sectorengeschwin- 
digkeit des Schwerpunktes der Erde und des Mondes um die Sonne bezeichnet. 
Man beweise auch, dass, wenn die Sonne im Raum festlilge, 

m _ BEMl^ (1 £\ 

dt (E + my rV 

ist, wo r' die Abstiinde der M und E von S und A den doppelten Inhalt des 
von den drei Korpem gebildeten Dreiecks bezeichnet. 

[St. John’s Coll., 1896.] 

G sei der Schwerpunkt des ganzen Systems, K der von E und M. a sei 
die Winkelgeschwindigkeit im Eaum von EM^ SI die von 8K. Die doppelte 
Sectorenbewegungsgrdsse des ganzen Systems um G ist nun constant, die von E 
und ilf, nach § 74, 

(E • KE^ + M . KM^) (d-1-(E+ M)- GK^ • SI 

und die von ^ ist 8- G8^ • SI. G-egeben ist h = EM^ co, 8K^ • 52; 

auch die Abstande KE., KM^ GK, G8 kann man, wie aus der Definition des 
Schwerpunktes bekannt ist, durch die Abstande EM^ 8K und die Massen 8, E^ M 
ausdrilcken. Substituirt man und setzt die Summe der Sectorenbewegungsgrdssen 
einer Constanten gleich, so ergibt sich die erste Gleichung sofort. Die zweite 
erhalt man dadurch, dass man die Momente um 8 und K nimmt. 

Beisp. 4. Jacobies Theorem. Ein freies System von Massenpunkten bewegt 
sich nur unter der Einwirkung ihrer gegenseitigen Anziehungen und die Krafte- 
function TJ ist eine homogene Function Grades. Man beweise, dass 

+ ^7+ 2(7 

u/u 

ist, worin JKj, etc. die Abstande der Massenpunkte Wj, m^, etc. von ihrem 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt 0 und C eine Constante ist. Wenn die Anziehung 
umgekehrt wie die dritte Potenz des Abstandes variirt, zu beweisen, dass 

^ A + Bt+Gt^ 

ist, (Yorlesungen fiber Dynamik, 1864, herausgegeben von A. Cl eb s ch, Supplement- 
band, S. 22.) 

Durch einfache Differentiation erhalt man 
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d\x ^) 
' dt^ 


— 2 m 


dt) 


2m X 


d^x 

dt^ 


2x 


dt 


und, wenn man die Sum men fiir die Coordinaten x, z und fiir alle Massen- 
punkte nimmt, da U homogen ist, 

d^ 


dt^ 


(2mr^) — 22mv^ z=:z 2nU, 


Nach dem Princip der lebendigen Kraffc (§ 138 Oder § 350) ist 

2mv^ = 2 ?7 + 0 , 2mv,^ — 2 17 , , 

wenn £/, der Wertli der KrLiftefunction im Anfangszustand ist. Daraus folgt 

2 ( 

at" 

Nun ist 


dt^ 
Emr^ = 


Z7nT^ = 2(^t + 2) C7+ 20. 

= 2mE^ + {2m){x^ + y^ + i*) ; 


d X d^ {5)) ^ 

da aber Iceine ilusseren Krafte existiren, so ist constant und desbalb ■■ - J 

dt dt^ 

Null. Da das Grleicbe fiir y und z gilt, so folgt daraus der zu beweisende Satz 
unmittelbar. 


Beisp. 6. Drei Masseni3unkte, die einander umgekehrt wie die dritte Potenz 
des Abstandes anzieben, werden in heliehige Lagen im Zustand der Bulie gehracM. 
Man leite aus Jacobi’s Theorem ab, dass ein Zusammenstoss stattfinden muss, 

bevor die Zeit t, die sicb aus t^2 — ^ == 2m ergibt, voriiber ist. 

Da die Massenpunkte vom Zustand der Rube ausgeben, so ist J? = 0 und 

G ^ — 2Uq — — 2 — -f — , wenn q die Seite des Dreiecks bedeutet, welcbe die 

Anfangslagen von m" verbindet. Pemer ist A das Anfangstragbeitsmoment 
der drei Massenpunlcte in Bezug auf ibren gemeinscbaftlicben Scbwerpunkt. Wir 
bemerken, dass C negativ und A jpositiv ist und dass die quadratiscbe Gleicbung 
A + Ct^ — 0 reelle Wurzeln bat. 

Stossen zwei Massenpunkte wabrend der Bewegung gegeneinander, so sind 
wie man aus der Gleicbung der lebendigen Kraft ersiebt, ibre Gescbwindigkeiten 
in diesem Moment unendlicb gross. Die ganze darauf folgende Bewegung wird 
durcb den Zusammenstoss afficirt. Findet er nicbt vor der durcb Ct^ = — A 
gegebenen Zeit statt, so ist offenbar in diesem Moment 2m B^ — 0; die Massen- 
punkte rnussen daher in Beriibrung sein. 

Aus dem Jacobi’scben Theorem ergibt sicb ferner, dass die Anordnung 
unseres Sonnensy stems nicbt stabil sein konnte, wenn die Attraction dem urn- 
gekebrten Cubus des Abstandes proportional w^re. Denn sind die Wurzeln 
der Gleicbung A Bt Ct^ = 0 reell, so miissen sicb die Massenpunkte nacb 
einer endlicben Zeit treffen; sind sie imaginar, so muss, da A ein Tragbeitsmoment 
imd also positiv ist, C positiv sein iind es miissen mitbin die Eadienvectoren 
einiger Planeten unendlicb gross werden, wenn t unendlicb gross wird. 

Gilt die Jacob i^sche Gleiehung ganz wnbegrenzt? 

Konnte man annebmen, dass zwei Massenpunkte, wenn sie sicb treffen, 
obne Widerstand der eine durcb den andem hindurcbgeben , so liesse sicb er- 
warten, dass die Gleicbung 

2mB^^A + Bt + Gt^ 

zu jeder Zeit ibre Giiltigkeit bebielte. Wenn aber C negativ und t binlanglicb 
gross ist, so baben die beiden Seiten der Gleicbung entgegengesetzte Vorzeicben, 
so dass also die Gleicbbeit nicbt unbegrenzt stattfinden kann. 
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Die Ursaclie dieses Widerspruchs liegt in der TJnstetigkeit, welche kei dem 
Zusammentreffen zweier Massenpunkte eintritt^). Wenn die Massenpunkte ?h, m 
den sekr kleinen Abstand x von einander haben, wird scbliesslich {dx/dt)^^Eyx\ 
worin A?* = ni -)- m' ist. Daraus erhalt man durch Auszieben der Wurzel 
dx/dt= Nabern sicb die Punkte einander, so muss man der Wurzel das 

negative Vorzeicben geben, "weil x positiv imd dxjdt negativ ist. Wenn die Massen^ 


1) Um die Sacbe klarer zu macben, wollen wir annebmen, ein einzelner 
Massenpunkt P gebe vom Zustand der Rube im Punkt A aus und werde von 

einer Centralkraft P = , welcbe in 0 liegt, angezogen. Ist OP= x^ so er- 

balt man C — 2 Cf da; = 0 -f- • 

t/ X 

Anfangs ist fur x = a ^ v = 0 ^ daber 0 == — Wenn der Massenpunkt 

dnrcb den Coordinatenanfang 0 gegangen ist, gilt fur die Geschwindigkeit d der 
gleiche Ausdruck, wenn man C' statt G setzt. Sind die End- und An- 

bingsgescbvrindigkeiten der beiden Bewegungsperioden, so ist v^''^ — weil es 
der cloppelten von F auf einer Strecke, die absolut Null ist, verricbteten Arbeit 
gleicbkommt, fiir jedes nocb so grosse F Null. Daber ist C'=C . 

Nimmt man die Quadratwurzel, so wird 



Bei der Annaherung des Massenpunlctes an 0 muss das negative Vorzeicben ge- 
nommen werden, weil v negativ und x positiv ist. Wenn der Massenpunkt 0 
passirt bat, ist das positive Vorzeicben zu nehmen, weil v sein Vorzeicben be- 
balt und x negativ wird. In unserm Problem wechselt daber die Wurzel das 
Zeicben und gebt im Coordinatenanfang 0 durcb die Unendlicbkeit. Diesem 
Zeicbenwecbsel kann man dadurcb Recbnung tragen, dass man negativ 

Oder positiv nimmt, je nacbdem der Massenpunkt sicb auf der positiven oder 
negativen Seite des Kraftsitzes befindet, 

Bs ist nun 

c?® / ^ 9 1 « dv 2 a 

daber 

a;* = ^ - 4= 4 • 

Die Zeit t werde negativ und positiv genommen von der Epocbe an, zu 
weloher der Massenpunkt durcb das Centrum der Kraft gebt. Fiir i = 0 ist dann 
a; = 0, XV = ^ und also 

a:* = + 2l/^« — 

WO das obere oder imtere Zeicben zu nebmen ist, je nacbdem der Massenpunkt 
sicb auf der positiven oder negativen Seite des Centrums der Kraft befindet. Der 
Punkt scbwingt in gleicben Bogen auf beiden Seiten des Centrums der Kraft und 
die reobte Seite der Grleiobung wird nie negativ. 

Die Ansichten ilber die ricbtige Interpretation der Grleicbungen fiir die 
Punkte, an welcben entweder die Gescbwindigkeit oder die Kraft unendlicb gross 
wird, sind sebr anseinandergegangen, Wir verweisen den Leser auf eine Ab- 
bandlung von Asapb Hall in Bd. 3 des Messenger of Mathematics^ 1874, wo die 
sicb etwas wider sprecbenden Resultate von Euler, Montucla, Laplace, Plana 
u. A. kurz zusammengestellt sind. Die Sacbe bat mebr theoretiscben als praktiscben 
Wertb; in Wirklicbkeit kommen solcbe Falle nicbt vor. 


Lebende Wesen (§ 286—287). 
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punkte einander passircn, wecbselt der Abstand x sein Vorzeicben bei dem Burcb- 
gang durch Null, der momentane Werth der GcschtvindigJceit hleiht jedocli mgedndert^ 

die Quadratwnrzel muss also das positiTe Yorzeicben erbalteu; x ~ wecbselt da- 

di 

her das Zeicben; es muss mitbin die Constante JE unstetig sein und plQtzlicb bei dem 
ZusammentrefFen der beiden Massenpunkte ein andres Yorzeicben annebmen. Jeder 
Zusammenstoss marldrt daber einen Abscbnitt, mit welcbem ein neues Problem 
beginnt und die Wertbe der willkurlicbcn Constanten von Neuem bestimmfc 
werden miissen. 

§ 287. Lebendo Wesen als Beispicle. Beisp. l. Ein Mann wird an eino 
verticale Axe gebunden, die obne Reibung rotiren kann, und bat nur seine Arme 
frei. Das System ist anfangs in Rube; man erkliire, wic der Menscb durcb Be- 
wegung seiner Arme im Raum seinen Korper bemmdreben kann. 

In welcber Weise der Mann aucb seine Arme bewegen mag, die ganze 
Sectorenbewegungsgrosse um die Axe ist nacb § 283 jcdenfalls Null. Er moge 
seinen recbten Aim dicbt an seine Seite legen, ibn dann seitwarts ausstreclcen 
und so nacb vorn bewegen, dass der Arm den vierten Theil eines borizontalen 
Kreises bescbreibt. Er ziehe dann den Arm ein und bringe ibn so wieder in 
seine Anfangslage. Offenbar bat jeder Punkt des Aimes und der Hand einen 
Sector um die Axe von der Recbten zur Linken bescbrieben. Der Kcirper des 
Mannes muss sicb daber um die verticale Axe von der Linken zur Recbten um 
einen solcben Winkel dreben, dass die ganze Sectorenbewegungsgrosse Null ist. 
Durcb Wiederbolung des Yerfabrens kann er seinen Korper um jeden beliebigen 
Winkel dreben. 

Auf diese Art kann eine Person, die auf einem vollkommen glatten Tiscb 
aufrecbt stebt, sicb um eine verticale durcb ibren Scbwerpunkt gebende Axe 
dreben und nacb jeder beliebigen Ricbtung Front macben. 

Beisp. 2. Eine Person liegt auf einem vollstandig glatten Tiscb auf dem 
Rucken; man erklare, wie sie sicb berum dreben und mit dem Gesicbt nacb dem 
Tiscb zu liegen kommen kann. 

Sie strecke einen Arm aus und scblage mit ibm auf den Tiscb; auf diese 
Ai’t erbalt sie Winkelbewegungsgrbsse um ibre Axe. Hat sie sicb so um zwei 
recbte Winkel gedrebt, so scblagt sie wieder mit ausgestrecktem Arm oder Armen 
auf den Tiscb und kann so die Bewegung zum Stillstand bringen. Dieselbe 
Wirkung bringt sie bervor, wenn sie einen Tbeil ibrer Kleidung seitwarts weg- 
wirft, Scbliesslicb kann sie aucb die im letzten Beispiel bescbriebene Metbode 
benutzen. 

Beisp. 3. Man erklare, wie es kommt, dass eine Katze, die man mit den 
Beinen nacb oben aus binreicbend grosser Hobe berabfallen lasst, auf ibre 
Fiisse fallt, 

Wabrend des ersten Stadiums des Falles streckt die Katze ibre Hinterbeine 
fast senkrecbt zur Korper axe aus und ziebt die Yorderbeine dicbt an den Nacken 
an. In dieser Lage drebt sie den Yordertbeil des Korpers um einen so grossen 
Winkel, als sie kann, wabrend der bintere Tbeil sicb um einen kleineren Winkel 
in entgegengesetzter Ricbtung drebt, so dass die ganze Sectorenbewegungsgrosse 
um die Axe (wie in Beisp. 1) Null ist. In dem zweiten Stadium des Falles bait 
sie die Seine umgekebrt, indem die binteren dicbt am Korper anliegen und die 
vorderen ausgestreckt sind. Die Katze drebt nun den binteren Tbeil ibres Korpers 
um den grossen Winkel, wabrend der vordere Tbeil um den kleinen Winkel 
rotirt. Das Resultat ist, dass sicb beide Tbeile der Katze um die Axe durcb 
etwa gleicbe Winkel berumdreben. 

In der Natiwe vom 22. Nov. 1894 findet man eine Reibe von Pbotograpbien 
einer fallenden Katze, die aus Marey’s Artikel in den Com^ptes Bendus CXIX, 
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1894 reproducirt sind. Die riclitige Erklarung schreibt man G-nyon zn. In dem- 
selben Band der Comptes Mendus bringt Maurice Levy eine mathematiscbc 
Bcgrundnng des Yorganges tind zeigt wie ein Mann in einem leeren Ranm sicli 
ohne Anfangsgescbwindigkeit nnd obne den Beistand einer ilnsseren Kraft nm 
seine berumdxeben kann. Lecornu (ibid.) erklart aucb, wie eine Scblange durch 
innere bestandig wiederliolte Beioegungen ihren Kdrper \xm ihre Langsaxe dreben 
kann, olme ihre mssere Gestalt oder ibre Lage im Baum zu dndern. Yergl. aucb 
die Aufsatze von Marcel Deprez, Picard und Appell in demselben Bd. und 
das Bull, de la soc. math., Nov. 1894. 

Beisp. 4. Eine Person ist in einen leichten Verschlag eingescblossen, der 
auf einem rauben Boden stebt. Man zeige, durcb welche Bewegungen er die 
Reibung dazu benutzen kann, den Yerschlag und sicb selbst beliebig weit langs 
des Bodens fortzubewegen. 

Er scbreite von dem einen Ende aiis den Yerschlag entlang, aber nicht so 
scbnell, dass die Reibung unzureicbend ware, den Yerschlag in Rube zii erbalten. 
Er bewegt so seinen eignen Scbwerpunkt und erlangt Bcwegungsgrosse. Indem 
er dann aufspringfc, bebt er den Kasten vom Boden in die Kobe und tragt ibn 
mit sicb. Wenn die Scbwere den Kasten wieder auf den Boden senkt, wieclerbolt 
er die Operation. Eine andere Metbode ist in Kap. II, Beisp. 3 angegeben. 

Man hat die Beobacbtung gemacbt, dass gewisse mexicaniscbe Fruchtbiilsen, 
die man Springbobnen nennt, sicb mittelst einer Reibe von Spriingen in Bewegung 
setzen. Man fand, dass jcde Bobne ein Tbiercben entbielt, das betracbtlicb Ideiner 
als die Hoblung war, in der es eingescblossen sass. Die Art, wie das Tbier die 
Bobne auf eine Entfernung, die zwei bis dreimal so lang als die Bobne ist, zum 
Springen bringt, bat sicb nicbt recbt aufklaren Jassen. Man sebe Chaviher^s 
Journal, 1896; Boyal Botanical Society., 1894. 

Beisp. 5. Zwei Eimer, deren Gcwicbte m, in sind, werden an einem diinnen 
unelastiscben Seil, das fiber eine feste Rolle liiuft, aufgebilngt; in dem Mittel- 
punkt des Bodens des einen Eimers sitzt ein Eroscb, dessen Gewicbt ist. In 
einem Moment augenblicklicber Rube der Eimer springt der Eroscb vertical so in 
die Hobe, dass er grade das Niveau des oberen Randes seines Eimers erreiobt, 
Man beweise, dass das Yerbiiltniss der absoluten Lange h* des verticalen Auf- 
stiegs des Proscbes im Raum zu der Lange h seines Eimers, und die Zeit welche 
verfliesst, bis der Eroscb wieder auf dem Boden seines Eimers ankommt, durcb 

{m “j- in' [jCfh' == 2 m {m + 'ni') h, in gt^ == 4: {m -f- in) h 

gegeben ist, wobei die letzte Gleicbung von dem Gewicbt des Eroscbes nicbt abbiingt. 

[Walton’s Problem, Math. Tripos, 1864.] 

Beisp. 6. Man zeige, dass eine Person, welcbe sicb auf einer Scbaukel 
scbwingt, den Scbwingungswinkel dadurcb vergrossem kann, dass sie sicb am 
bocbsten Punkt zusammenkriinmit und sicb am tiefsten Punkt langs des Seiles 
aufrichtet. 

2 a, 2 b seien die Langen des Manmes^ wenn er sicb buckt und wenn er auf- 
recbt stebt; Af, m die Massen der Scbaukel und des Mannes; I das Tragbeits- 
moment der Scbaukel und c der Abstand ibres Scbwerpunktes von ihrem Auf- 
bangepunkt. Zuerst kommt das System mit der Person in gebiickter Lage vom 
Zustand der Rube aus einen Winkel cc berab und bat in seiner tiefsten Lage die 
Winkelgescbwindigkeit oa. Wenn nun plotzlicb die Person aufstebt, so wird die 
Winkelgescbwindigkeit co in oo' umgellndert. Zuletzt steigt dann das System 
einen Winkel § binan. Man bat daber 

^ 00 ^= 4p.d.' sin* yc:, A(o = Boo'^ Bw'* = 4^J5' sin* y (3 , 

worin 

A = I in(l — a)* + — wa*. A' = Me + in{l — a) 


ist und man B' aus -4, A erhalt^ -wenn man & statt a scTireibt. Die erste 
und dritte Gleicliung ergeben sicb aus dem Princip der lebendigen Kraft, die 
zweite aus dem der Placben, Daraus folgt ~ ~ct ~ AA /BB*. Es ist 

aber A'^B\ weil ist, und 5, weil man bei Scbaukeln die Lange I 

(les Seiles gewohnlicb grosser als die Hohe der Person nimmt. Folglicb ist ^ 
grosser als a. 

Man betrachte die Gleicbung Ag) B 03 \ jedesmal, wenn die Person sich 
aufricbtet, yerringert sicb das Tragbeitsmoment und wacbst mitbin die Winkel- 
gescbwindigkeit. An dem bdcbsten Punkt, an dem sicb das System momentan 
in Rube befindet, wird die Winkelgescbwindigkeit durcb das Biicken nicbt ver- 
andert, dagegen das Tragbeitsmoment vergrossert. Durcb fortgesetztes Wieder- 
holen der beiden Bewegungen wird die Winkelgescbwindigkeit bei jedem Durcb- 
gang durcb den tiefsten Punkt grosser. Das Moment der Schwere ist femer beim 
Herabkommen der Scbaukel grosser, als beim Aufsteigen; aus beiden Ursacben 
vemebrt sicb die Amj)litude der Scbwingung. 

§ 288. Plotzliclie Fixiruiigen. Bin starrer Korper bewegfc sich 
frei auf bekannte Art im Raum. Plotzlich wird eine Gerade im Korper 
fixirt oder ihre Bewegung in irgend einer gegebenen Weise geandert. 
Man soli finden, welche Aenderungen in der Bewegung des llbrigen 
Korpers vor sich gehen. 

Probleme wie diese werden sammtlich mit Hiilfe desselben mecha- 
nischen Princips gelost. Die Aenderung der Bewegung wird durch 
Momeutankrafte hervorgebracht, die an Punkten dieser Geraden an- 
greifen. Baker ist nach § 283 die Winkelbewegungsgrosse des Korpers 
urn die Axe dieselhe nach wie vor der Aenderung. Dies dynamische 
Princip liefert eine Gleichung, die zur Bestimmung der folgenden 
Bewegung des Korpers um die Gerade ausreicht. 

Diesen Satz kann man auch in einem allgemeineren Pall benutzen. 
Man nehme an^ wir hatten ein System in Bewegung befindlicher Korper, 
die plotzlich starr mit einander verbunden sind und gezwungen werden, 
sich um eine Axe zn drehen. Die darauf folgende Winkelgescbwindigkeit 
um diese Axe lasst sich dann dadurch finden, dass man die Winkel- 
bewegungsgrosse des Systems um diese Axe nach der Aenderung der- 
jenigen Yor der Aenderung gleich setzt. 

Bei der Anwendung dieses Principes auf yerschiedene Korper 
empfiehlt es sich, yerschiedene Methoden zur Ermittlung der Winkel- 
bewegungsgrosse zu gebrauchen. Das folgende Verzeichniss soil den 
Leser bei der Auswahl des fur jeden speciellen Fall geeignetsten Ver- 
fahrens untersttitzen. 

§ 289. Pall 1. Der Korper sei eine Scheibe, die sich auf be- 
liebige Art in ihrer eignen Ebene bewegt und die Axe, deren Be- 
wegung geandert wird, stehe senkrecht auf ihrer Ebene. Die Losung 
findet man in § 171, 

§ 290. Pall 2. Der Korper sei eine Scheibe, die sich um eine 
in ihrer Ebene gelegene Momentanaxe Ox mit der Winkelgeschwindig- 


I 









keit CO herumdreht. Eine Axe Ox^ die ebenfalls in ihrer Ebene liegt, 
werde plotzlich fixirt. 

In diesem Fall ist die Ermittlung der Winkelbewegnngsgrosse 
so einfach, dass es am besten ist, wenn wir auf die Grundprincipien 

zuriickgreifen. d(D sei ein 



Element der materiellen 
Plache der Scheibe; y^y 
seine Abstande von Ox^ 
Ox\ Dann sind yco^ y m 


die 


Gescbwindigkeiten 


von d-0 grade vor imd 


grade nach dem Stoss. 


Die Momente der Be- 
wegungsgrosse urn Ox 
grade vor- und grade nachher sind deslialb yyc3d6 imd ^j'^G)d0, 
Nimmt man die Snmmen filr die ganze Plache der Scheibe, so er- 
gibt sich 

co'Uy^d^ — coUyyd^ ’ . . ( 1 ). 

Erstens seien Ox, Ox einander parallel, so dass also 0 im Un- 
endlichen liegt. h sei der Abstand der Axen, daher y = y — h Es 
wird dann 

(xlJly^d^ — a)\^Ey'^d<s — TiUydd]. 


Ay A' seien die Tragheitsmomente der Scheibe fur Ox bez. Ox j y der 
Abstand des Schwerpunktes von OXy WI die Masse der Scheibe. Man 
erhalt 

A'm = CO (A — Mhy). 

Zweitens seien OXy Ox' einander nicht parallel. 0 sei der Coordi- 
natenanfang und der Winkel xOx=cc] es ist dann y = y cos a — .^rsincii. 
F sei das Deviationsmoment der Scheibe um OXy Oyy wobei Oy senk- 
recht auf Ox steht. Durch Substitution in (1) findet man 


A'cd = co(J. cos cc — J? sin a), 

Beisp. 1. Eine elliptische Scheibe mit der Excentricitat e dreht sich um 
einen Parameter. Plotzlich wird dieser Parameter losgelassen nnd der andere 

^ 4 : 6 ^ 

fixirt. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit r-; - . g ihres friiheren Werthes 

betragt. ^ + 

Beisp. 2. Eine Scheibe von der Gestalt eines rechtwinkligen Dreiecks AGB 
dreht sich um die Seite AG. Plotzlich wird AC losgelassen und JBC festgehalten. 

JB C 

Wenn G der rechte Winkel ist, so betragt die Winkelgeschwindigkeit 


friiheren Werthes. 


Beisp. 3. Die Ebene eines Eechtecks ABCF steht vertical nnd seine untere 
Kante AB hat eine horizontale Lage und liegt im Eaum fest. Bei einer leichten 
Storung dreht sich das Eechteck um AB und in dem Augenblick, in dem seine 
Ebene horizontal ist, wird die Seite AD festgehalten und AB losgelassen. Es 
dreht sich jetzt um AD und wenn die Ebene wieder yertical steht wird AB fest- 
gehalten und AD losgelassen. Man zeige, dass die Endwinkelgeschwindigkeit um 


AB durch die Gleichung cq^= gegeben ist, worin AB — ia 

und^D = 2b. 

Beisp, 4. Ein Punlct in einer Lamelle, welchc um eine in ibrer Ebene ge- 
legene gegebene Momentanaxe rotirt, wird plotzlich festgebalten. Man zeige, dass, 
wenn die neue Momentanaxe senkreclit auf der friiberen steben soil, dcr Punkt auf 
einer Hyperbel liegen muss, deren eine Asymptote recbtwinklig zur gegebenen 
Axe und deren andere in Bezug auf die Tragbeitsellipse fiir den Scbwerpunkt zu 
ibr conjugirt ist. 

§ 291. Fall 3. Der Korper drehe sich um eine Momentanaxe 01 
mit der bekannten Winbelgeschwindigkeit co und eine Axe 01', welche 
sie in einem Punkt 0 schneidet, werde plotzlich festgehalten. 

I, m, n seien die Richtungscosinusse von 01 in Bezug auf die 
Hauptaxen fiir 0 und V, m', n' die Richtungscosinusse von 01'. Dann 
sind nach § 264 die Winkelbewegungsgrossen um diese Hauptaxen 
grade vor dem Stoss Acol, BcDm, Ccon. Die Winkelbewegungsgrosse 
um 01' grade vor dem Wechsel ist daher nach § 265 

(All' -J- Bmm' -f" Cnn') co. 

Ist cj' die Winkelgeschwindigkeit des Eorpers um 01', grade nachdem 
or im Raum festgelegt wurde, so ist die Winkelbewegunsgrosse 

{Ar+Bm'^+ Gn'^)c3'. 

Durch Gleichsetzung der beiden Ausdrticke erhalt man dann 

Beisp. 1. Ein massiver gerader Kegel, dessen halber Wiakel an der Spitze 
a ist, rotirt um eine Erzeugende. Plotzlich wird eine andere Erzeugende festgelegt 
und die beiden Ebenen, welcbe die Erzeugenden und die Axe enthalten, sind um 
den Winkel q? gegeneinander geneigt. Man zeige, dass das Verbaltniss der 
Winkelgescbwindigkeiten 

[2 -f G + cos qj] : [6 -[- n\ ist, wo = tg*a. 

Beisp. 2. Wenn ein Korper um einen festen Punkt rotirt, so beisst das 
balbe Product aus dem Tragbeitsmoment fur die Momentanaxe und dem Quadrat 
der Winkelgescbwindigkeit die lebendige Kraft. T sei die lebendige Kraft des 
Korper s, wenn er sicb frei um die Axe 01 drebt und T\ wenn die Axe OT 
plotzlich festgelegt wird. Man construire das Tragbeitsellipsoid fiir den Punkt 0 
und 6 sei der Winkel zwiscben den excentriscben Linien (§ 40) der beiden Axen 
OJ, 0I\ Man beweise, dass T' = Tcos^a Daraus folgt, dass die lebendige 
Kraft jedesmal verringert wird, wenn eine neue Axe festgelegt wird. 

§ 292. Pall 4. Die Bewegung des Korpers sei durch die Bewegungs- 
componenten u, v, w, g)x, (Oy, co. gegeben und der Scbwerpunkt sei der 
Reductionspunkt. Die Gleichung der Geraden, deren Bewegung plotzlich 
geandert wird, sei 

I m n ’ 

worin I, m, n die augenblicklichen Richtungscosinusse sind. 

Man nehme an, die Gerade werde plotzlich im Raum fixirt. Die 
Winkelbewegungsgrosse vor der Pixirung ist in § 266 gegeben. Ist co 


die Wintelgescliwindigkeit um diese Gerade nach der Fixirung, so ist 
die Winkelbewegungsgrdsse Jco', worin 1 in § 17, Beisp. 9 gegeben 
ist. Setzt man beide Ausdriicke gleicli, so ergibt sicli to'. 

§ 293. Man nehme ferner an, die Bewegung, welche der Geraden 
plotzlich aufgezwungen wird, werde durch die Gescbwindigkeiten 
U, F, TF eines Punktes P der Geraden und die Winkelgesckwindig- 
keiten 0, g?, tA dargestellt. Die Bewegung des Kdrpers kann dann 
durch die Translationsgeschwindigkeiten 11, F, TF des namlichen 
Eeductionspunktes P imd die Winkelgeschwindigkeiten 6 Sll. 
<p + ^m, if + Sin ausgedriickt werden, worin SI die einzige unbekannte 
Grosse ist. 

Die 'Winkelgescliwindigkeiten 0, g?, 'tp kann man, um die gegebene Bewegung 
der Geraden darzustellen, auf unendlich verschiedene Art wablen, weil eine ‘Winkel- 
geschwindigkeit um die Gerade die Linie selbst nicM bewegt. Wahlt man nun 
6, cp^ i so, dass die Componente 16 -f- i-iui die Gerade Null ist, und 

sind (Z, m, n) die augenblicklichen Richtungscosinusse der Geraden, so ist die 
Winkelgescbwindigkeit des Kdrpers um die Axe grade nacli dem Wecbsel. 

Diese Grosse SI, ihre Bedeutung mag sein, welche sie woUe, fiudet 
man durch Gleichsetzung der Winkelbewegungsgrossen um die Axe Yor 
und nach dem Wechsel Diese Momente kann man so aufsteilen, wie 
in § 266 erklart wurde. 

§ 294. Wird die der Geraden plotzlicli aufgezwungene Bewegung 
dadurcli dargestellt, dass man die Geschwindigkeiten zweier Punkte 
P, P' der Geraden gibt, und stellen die Bewegimgscomponenten w , Vj w\ 

G)Jy ftiJ* den Scliwerpunkt als Beductionspunkt die gesuclite 
Bewegung des Korpers nach dem Wechsel Yor, so lassen sich die 
Winkelbewegungsgrossen Yor und nach dem Wechsel niederschreibenj 
wie in § 266 angegeben wurde. Setzt man sie gleich, so erhalt man 
die dynamische Gleicliung. Die Componenten der Geschwindigkeiten 
von P und P' kann man nach § 238 finden und den gegebeuen 
Werthen fur die erzwungenen Geschwindigkeiten gleichsetzen. Wii 
erlialten so im Ganzen sechs unahhdngige Gleichungen zur Ermittlung 
der sechs Bewegungscomponenteu nach dem Wechsel. 

Beisp, 1. Eine ellii3tiscbe Scheibe befinclet sich in Ruhe. Plotzlich wird 
das eine Ende der grossen und das eine der kleinen Axe gezwungen, sich senk- 
recht zur Ebene der Scheibe mit der Geschwindigkeit U bez. V zu bewegen. 
Man zeige, dass der Schwerpunkt sich mit der Geschwindigkeit ~ (?74' F) zu 
bewegen anfangt. 

Beisx3. 2. Eine elliptische Scheibe befindet sich in Ruhe. Plotzlich wird 
das eine Ende des Parameters gezwungen sich j)arallel zur grossen Axe mit dei 
Geschwindigkeit U zu bewegen, wahrend sicb das andere senkrecht zur Ebene 
der Scheibe mit der Geschwindigkeit W bewegt. Man zeige, dass die Compo- 
nenten der GeschYdndigkeit des Centrums parallel den Axen der Scheibe 
U ^Ue W 

2’ 2(1 — €2)’ 2(1-4-40 


sind. 
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Beisp. 3. Eine frei in ihrer Ebene, -welclie vertical ist, rotirende Ereisscheibe 
fallt anf eine andere ibr gleicbe Kreisscheibe, deren Ebene horizontal ist nnd 
welch e sich um eine feste verticale durch ihr Centrum gehende Axe dreht. Im 
Augenblick des Zusammenstosses werden die beiden Scheiben starr miteinander 
verbunden. Wenn der Punkt des Zusammenstosses einen Radius des hoiizontalen 
Kreises halbirt, zu zeigen, dass sich die Winkelgeschwindigkeit um die feste 
verticale Axe auf die Halfte reducirt. , 

Beisp, 4. Die Bevregung eines freien Korpers sei durch die Componenten 
w, w, < 0 ^, cOy, 00 ^, auf irgend einen Reductionspunkt bezogen, gegeben. Die 
plotzlich einer Geraden ertheilte Bewegung werde durch die Componenten C/, F, TF, 
0, qo, 1 /; dargestellt und auf denseiben Reductionspunkt bezogen. Die relative 
Bewegung ist dann durch die Componenten u — v — F, etc. gegeben. Man 
nehme an^ sie seien die gegebenen Grossen und finde die Componenten der Be- 
wegung nacli dem Wechsel unter der Voraussetzung, dass die Gerade xdotzlich 
festgelegt Diese Componenten seien v\ etc. Manbeweise, dass die gesuclite 
Bewegung dann dui'ch die Componenten U u\ F+^', etc. dargestellt wird. 
Lies Verfaliren, die Losung zu fmden, Jcann man das zur Muhe Bringen der 
Geraden nennen, 

§ 295. Tall 5. Manchmal wird statt einer Geraden ein einzelner 
Punkt P des Korpers ergriffen nnd gezwungen sich auf gegebene Art 
zu bewegen. Alsdann bleibt die Winkelbewegungsgrosse um jede durch 
den festgelegten Punkt gehende Gerade unverandert. Wahlt man drei 
geeignete sich in dem Punkt schneidende Axen und setzt die Winkeh 
bewegungsgrosse um jede vor dem Wechsel der nach dem Wechsel 
gleich, so erhiilt man drei dynamische Gleichungen, Ausserdem hat 
man die geometrischen Gleichungen nach § 238, welche ausdriicken, 
dass die Componenten der Geschwindigkeit von P den gegebenen 
Componenten der dem Punkt aufgezwungenen Geschwindigkeit gleich 
sind. Auf diese Art kommt man zu ‘sechs Gleichungen fiir die Er- 
mittlung der sechs Componenten der Bewegung. 

§ 296. Wir wollen ein Beispiel zu diesem Verfahren betrachten. 
Man nehme an, die Bewegung des Korpers sei durch die Componenten 
Uj Vj w, coxj coijf cojs gegeben, sein Schwerpunkt sei der Keductionspunkt 
und der Punkt P mit den Coordinaten /*, h werde plotzlich fest- 
gelegt, P, (7, P, J5, F seien die Tragheits- und Deviationsmomente 
des Korpers fiir die durch den Schwerpunkt gehenden Axen und die 
mit einem Strich versehenen Buchstaben mogen die entsprechenden 
Grossen fiir die durch P gehenden parallelen Axen darstellen. Sly, 
seien die gesuchten Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um die sich 
in P schneidenden Axen, die deuen des Schwerpunktes parallel sind. 
Dann liefern die Gleichungen der Bewegnngsgrossen 

Acdx — Fcoy — Ecoz + M(vh — wg)= ' — F*Sly — , 

— Fcox “f” JBcoy — Fcoz “f- ]i£(wf — uJi) = — F S^x "4“ E'SZy — jy 

— Eoox — F (Oy “I" 0 (X)g JM. (ug — v /*) = — F F Siiy -j- 0 • 
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Kapitel VI. Die Bewegungsgrosse. 


Man sielit, dass die Gleicliungen sicb. viel einfacher gestalten^ weiin 
man die Axen so wahlt, dass das eine System aus Hauptaxen besteht. 

§ 297. Wenn der Korper grade, ehe der Punkt P festgebalten 
■wird, um eine dnrcb. den Scbwerpnnkt Cr gebende Axe Crl rotirt, so 
verscbwinden aus den Gleicbungen die Ausdriicke, welcbe ,die Ge- 
scbwindigkeiten des Scliwerpunktes entbalten. Sie lassen nun eine 
leicbte geometriscbe Deutung zu. Die Gleicbung des Tr^beitsellipsoids 
fiir den Scbwerpnnkt ist 

AX^ +BY^+CZ^—2DYZ - 2JEZX — 2FX Y = Ms\ 

Es ist daber klar, dass die linken Seiten der Gleicbungen den Ricbtungs- 
cosinussen der Diametralebene proportional sind, welcbe einer Geraden 
conjugirt ist, deren Ricbtungscosinusse (cox, gj^) proportional siiid. 
Ebenso sind die recbten Seiten, wenn man das Tragbeitsellipsoid fur P 
construirt, den Ricbtungscosinussen der Diametralebene, welcbe zur Axe 
(Slxy geborfc, proportional. Dieser Art stehen die Momentan- 

axen vor und nach dem Festlegen wn P in der Bemhung m einander^ 
dass Hire conjugirten Diametralebenen in Bemg auf die TrdgheitselUpoide 
filr G be0. P einander parallel sind. 

Dieses Resultat lilsst sicb aucb dine Scbwierigkeit aus § 118 ab- 
leiten. Die Bewegung des Korpers um die Axe GI kann durcb ein 
Momentanpaar in der zu GI conjugirten Diametralebene in Bezug aui 
das Tragbeitsellipsoid fur G bervorgebracbt werden. Nehmen wir nun 
an, der Korper befinde sicli in Buhe und P liege fest, und lassen dieses 
Paar auf ihn einwirhen, Es folgt dann aus § 118, dass sicb der Korpei 
um eine Axe PF zu dreben beginnt, deren zugeborige Diametral 
ebene in Bezug auf das Tragbeitsellipsoid fiir P der Ebene des Paares 
parallel ist. 

Die Ricbtung des Stosses bei P lasst sicb aucb leicbt finden, 
Der Scbwerpunkt, der sicb in Rube befand, beginnt sicb plotzbcL 
senkrecbt zu der durcb ibn und die Axe PF gelegten Ebene zu be- 
wegen. Dies ist daber offenbar die Ricbtung des Stosses. 

§ 298. Beisp. 1. Fine Efiigel auf dem Breitengrad 90® — 0 ist an eineu 
P^mlct ihrer Oherfldclie aufgelidngt wid befindet sich unter der Einwirkwig dei 
Schwere im G-leiehgewicht. PlbtzUch liort die Botation der Frde auf; man soli dit 
Bewegvmg der Kugel bestimmen. [Math. Tripos, 1857.] 

G sei das Centrum der Kugel, 0 ihr Aufhangungspunkt und a ihr Eadius 
C sei der Mittelpunkt der Erde. Man nehme an, diePigur, S. 271, sei so gezeichnet 
dass sich die Kugel von dem Beohachter entfemt. Ist co die Winkelgeschwindigkeh 
der Erde und C6r = fia, so rotirt die Kugel um eine zu CJP, der Erdaxe, paraUeh 
Axe 6rp mit der ‘Winkelgeschvrmdigkeit co, wahrend sich ihr Schwerpunkt uih 
der Geschwindigheit /ta sind • oo bewegt. 

00, Op und das auf der Ebene 00, Op errichtete Loth seien die Axer 
der X, y bez. z und Sl^, Sly, Sl^ die "Winkelgeschwindigkeiten um sie, grade 
nachdem die Eotation der Erde aufgehort hat. 


JLLUJvJJ. KJUXJ.JUO UCCXAV-I. VJ.JLXM;JLLVtUl. VVCVJLLVX 

Mh^Gi cose = MJc^Sl^, 

worin Mlc^ das Tragheitsmoment der Kugel fur 
einen Durchmesser ist. Femer sind die Winkel- 
bewegiingsgrossen um Oy einander gleicli; dalier 

— sin 0 + M fiasco sin 9 == M{Jc^ + 

und schliesslidi auch die um 0^; dalier 


0 = M/c^Sl^. 

Lost man diese Gleichungen auf, so wird 


%= “ sine 


— /c“ + fia^ 

~F+"a^ 


= CO sin 0 


— 2 “j— 5 ft 

7 



und == CO cos 0. Durcii Addition der Quadrate von Sl^ erhillt man 

a* = ( 0 ® [cos* e + sin* e] , 

worin SI die Winkelgescliwindigkeit der Kugel um ihre Momentanaxe ist. 

Beisp. 2. Ein Punkt von der Masse i!f , der keine Geschwindigkeit besitzt, 
wird plbtzlich an die Oberflache der Erde in dem Endpunlct eines liadiusvectors 
befestigt, der den Winkel 0 mit der Erdaxe macbt. Wenn JS die Masse der Erde 
vor dem Hinzukommen von M ist, A und G ibre Haupttragbeitsmomente fiir den 
Mittelpimkt und co die Winkelgeschwindigkeit um ihre Axe ist, zu beweisen, dass 

oo 

a 

cotg qo 


1 + 


jE'Af ALr^ sin® 0 


= cotg0 + 


{JS + M) AC + JEMGr^ cos® 0 ’ 
JE+M A 


E 


Mr^ sin 0 cos 0 


ist, unter SI die Anfangs winkelgeschwindigkeit um eine zur Erdaxe parallele Axe 
und unter cp den Winkel verstanden, den die Anfangsrotationsaxe mit der Erd- 
axe bildet. 


Beisp. 3. Ein regelmS-ssiges homogenes Prisma, dessen Konnalschnitt ein 
regelmassiges Polygon von oi Seiten ist, rollt auf einer vollkommen rauhen Flache. 
Man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit, wenn die flotationsaxe von der 
einen Kante auf die andere iibergeht, in dem Verhaltniss 


reducirt wird. 


^ „ 23r _ , 

2 4- 7 cos — : 8 + cos 
' n 


2% 

n 


§ 299. Allmalige Aenderungen. In den obigen Beispielen waren 
die Aenderungen der Bewegung plotzlicb; man verfahrt jedocb ebenso^ 
wenn sie aUmalig vor sicb geben. 

Beisp. 1. Bin Kugelchen von der Masse m gleitet langs eines kreisformigen 
Drahtes von der Masse M und dem Kadius a und der Draht kann sich frei um 

St • j, 

einen verticalen Durchmesser drehen. Man beweise, dass ^ "b ^ ^ 


Beisp. 2. Wenn die Erde sicE allmalig durch Ausstrahlung von Warme so 
zusammenzieht, dass sie sicb. in Bezug auf ihre pliysiscbe Bescliaffenheit und 
Gestalt immer alinlicli bleibt, zu beweisen, dass, wenn jeder Eadmsvector sicli 
um den Theil seiner Lilnge zusammengezogen hat, sicli die Winkelgescliwindig- 
keit nm den Theil Hires Wertlies vermehrt hat, wobei n klein ist. 

Beisp. 3. Zwei Eisenbahnziige, von deneu jeder die Masse M hat, geheu 
in entgegengesetzten Riohttingen von dem Pol langs eines Meridians ab nnd 
koinmen gleichzeitig auf dem Aequator an; man beweise, dass die Winkei- 

geschwindigkeit der Erde um Hires Werthcs abnehmen wurde: unter a 

den Radius des Erdiiquators und unter Eh^ das Tragheitsmoment der Erde um 
ihre Axe der Eigur verstanden. 

Welche Wirkung wurde es haben, wenn nur ein Zug von dem Pol nach 
dem Aequator fuhre? 

Beisp. 4. Eine Pliege lasst sich senkrecht auf einem Blatt Papier nieder, 
das auf einer glatten horizontalen Ebene liegt, und schreitet auf der Curve 
r = f(Q) voran, die auf dem Papier aufgezeichnet ist und deren Gleichung sich 
auf den Schwerpunkt des Papiers als Coordinatenanfang bezieht. Man nehme an, 
die Pliege sei im Stand sich ohne zu gleiten auf dem Papier zu bewegen und 
zeige, dass ihre Winkelgeschwindigkeit im Eaum um den gemeinschaftlichen 

Schwerpunkt des Pax3ier8 und der Pliege r ^ ^ 

und m die Massen des Papiers und der Pliege und Ic den Tragheitsradius des 
Papiers um seinen Schwerpunkt bedeuten. Man leite daraus die Bahn der Pliege 
im Eaum ab. 


Beisp. 6. Nimmt man an, das Eis schmelze in den Polarregionen zwanzig 
Grad um jeden Pol herum etwa 31cm dick, so reicht dies aus, jene Flachen 
33 cm tief oder die ganze Erde 2 cm tief unter Wasser zu setzen, wobei das 
Niveau des Meeres sich nur um die kaum merkbare Differ enz von 2 cm oder 
2,5 cm heben wurde. Die Geschwindigkeit der Erde als Chronometer wurde da- 
durch um den zehnten Theil einer Secunde pro Jahr verlangsamt warden. Dieses 
Beispiel wie das nachste sind dem Phil. Mag,, 1866 entnommen. Man vexdankt 
beide Sir W. Thomson^ jetzt Lord Kelvin. 


Bedeutet E die Masse der Erde, a ihren Radius^ k ihren Tragheitsradius fur 
die Polaraxe, co ihre Geschwindigkeit vor dem Schmelzen, so ist nach dem Prin- 

cip der Flachen — — — cos d (1 + cos 6) , worin M die Masse des se- 

^ CO SEk^ \ I y 1 b 


schmolzenen Eises und 0 zwanzig Grad ist. Setzt man fur die Buchstahen ihre 


bekannten Zahlenwerthe ein, so findet sich dm leicht. 


Beisp. 6. Durch das Fallen von Meteoren, die von alien Seiten die Erde 
erreichen, hat sich auf der Erde eine h Meter dicke Staubschicht gebildet, wobei 
h klein ist. Man zeige, dass die Aenderung in der Lange des Tages nahezu 
5 D 

— eines Tages betragt, wenn a den Radius der Erde in Metern, q und JD 

die Dichtigkeiten des Staubes bez. der Erde bedeuten. Man drficke das Eesultat 
in Zahlen aus, wenn die Dichtigkeit des Staubes doppelt so gross als die des 
Wassers und h = 0,015 ist. 

Oppolzer {Astronomische Nachichten., Nr. 2573) und spater H. A. Newton 
{American Jon/rnal of Science, Vol. XXX, 1884) haben die Wirkungen untersucht, 
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Avelche das Aufschlagen von Meteorcn und ilai’e Anzieliungskraft durcli die Scliwere, 
wenn sie in die Nahe der Erde kominen, ohne sio zu treften, auf die Erde 
ansiiben. 

Beisp. 7. Eine spiralfdrmige B.6hre von kleineni gleichmassigen Querseknitt 
kann sick frei nm eine vcrticale Axe dreken, in welcker ikrc beiden Enden liegen. 
Eine variable Quantitilt Q Fliissigkeit tritt pro Secunde in das obere Ende ein 
imd fliesst aus dem nntcren heraus, M. ist die Masse der Rokre, m der in ikr 
cntkaltenen FKissigkeit; man zeige, dass 

(M -(- m) lc^co-{- Q Jr sin cp ds 

constant ist, wenn (p der Winkel ist, den die Tangente an die Rolu'c in irgend 
oincin Punkt P nxit der Ebene bildet, welcke P und die Axe entkalt. Maxwell 
kat ein aknlickes Experiment geinacbt, nm zu bestimmen, ob die Elektricitat 
Bewegungsgrusse babe. Man seke seine Electricity , Vol. II, Art. 574. 

§ 300. Das Princip der Translationsbe-wegungsgrosse kanu ebenso 
wie das der Flilcben dazu benufczt werden^ die allrnaligen durcli eiueu 
Wechsel der Massen bewirkten Aenderungen zu bestiminen. Im All- 
geuieiiieii verfahrt man wie folgt. 

An einem Korper von der Masse Mj clessen Gescliwindigkeits- 
componente parallel der .-r-Axe v ist^ greife eine endlicbe Kraft X 
an. Der Kdfper moge einen kleinen Tlieil m — — dM seiner Masse 
in jedem Zeitelement dt verlieren. Man soli seine Bewegungsgleicbung 
finden. La der Zeit dt vergrossei't die Itraft die Translationsbewegungs- 
grosse um JLdtj wilbrend die durch Verringerung der Masse verloreue 
Bewegungsgrosse mv ist. Der Gewinu an Bewegungsgrdsse betragt 
aber im Ganzen d(JlP«?); dalier ist die Bewegungsgleicbung 

d{Mv) — Xdt vdM^ 
also 

= 

Man erklllt dieseibe Gleickung, wenn man unter M die Masse des Korpers 
grade nack dem Verlust des Elementes 7)1 verstekt. Setzt man damn die beiden 
Ausdrucke far den Gewinn an BewegungsgX’osse in dem nilcksten Zeitelement ein- 
ander gleick, so kat man 31 dv — Xdt 

Wir woUen nun weiter annebmen; der Korper nelime um eine 
Masse m = dM in der Zeit dt zu und die Componente der Geschwindig- 
keit dieses Zuwachses grade vor seiner Verbindung mit M sei -y'. Der 
vollstandige Gewinn an .Bewegungsgrosse ist nun Xdt in Folge der 
Kraft und mv' in Folge des Zusammenstosses, welcber durcb die 
pldtzbclie Verbindung der Massen M und m, die versebiedene Ge- 
scliwindigkeit haben; bervorgerufen wird. Die Bewegungsgleicbung 
lautet daber 

d(Mv) == Xdt + v'dM, (2) . 

1st V — Vj so erhiilt man wieder das friibere Result at. 

Kacb der in § 85 ffe^ebenen Regel soUte die endlicbe Ki’aft X 
bei der Bestimmung der Wirkung einer Momentankraft vernacblassigt 

Eouth, Dynamik. I. 18 
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werden. m ist aber als eine dM gleiche Grosse unendlicb klein, die 
Aenderung der Bewegungsgrbsse durch den Stoss ist daber eine kleine 
Grosse von derselben Ordnung wie Xdt Die Kraft X muss mithin 
bier in die Gleicbnng eingescblossen werden. 

Die vorstebenden Satze sollen durcli die Auflosung einiger Probleme iiber 
die gradlinige Be-wegung von Filden erliiutert werden, wakrend wir nns vor- 
behalten die krununlinige in dem zweiten Band zu bespreoben. 

Beisp. 1. Ein gleicliformiges Seil von dor Lilnge 2L bangt liber eine kleine 
glatte Rolle A, die in der Holie L liber einem unelastischen Tiscli angebracbt iat, 
und an jedem Ende des Seiles ist eine Masse befestigt, die der Masse des lialben 
Seiles gleicbkommt. Anfangs befindet sick die eine Masse P sekr nake bei der Rolle, 
wilkrend die andere Q auf dem Tisck neben dem kalben aufgerollten Seil licgt. 
Die obere Masse wird nun losgelassen; man beweise, dass die grosstc Hoke, bis 
zn welcker die untere sick eventuell erkeben kann, IP ist, worin | sick aus der 

Gleiciung l-j- 2 log (l - i ergibt. |-gt ,896.] 

Es gibt drei Stadien der Bewegung. Znerst senkt sick P und werden 
successive (mit der Gescbwindigkeit v' — 0) die Glieder der aufgewickelten Kette 
von dem Hanfen weggenommen und der sick bewegenden Kette hinzugefligt. Da 
die Masse von P der Masse einer Lilnge L der Kette gleick ist, so bat man, 
wenn x = 

d\{x + 2P) v\ = xgdt. 

Multiplicirt man mit {x-\-V:,L)v und integrirt, so lindet man, dass P auf 
dem Tisch mit der Gresckwindigkeit ankommt, die aus v^^~^Lg folgt. In 

diesem Augenblick findet ein Stoss statt; P wird durck den Tisck zur Ruke ge- 
bracht, aber die Kette und Q bewegen sick. Ist die Anfangsgeschwindigkeit 

von so kat man bmLv^ — %mLv^^ also Zuletzt steigt das 

G-ewickt Q in die Hoke und nackeinander werden die Glieder der Kette auf dem 
Tisck aufgekauft. Ist y die von Q erstiegene Strecke, so wird 

{BL — y)dv = — (L^y)gdt 

dv V dv 

Setzt man und integrirt, so ergibt sick die Gesckwindigkeit v von Q aus 

und daraus das gesuckte Resultat, wenn man L | fur y sckreibt und ^; = 0 setzt. 

Beisp. 2. Der eine Tkeil eines sckweren gleickformigen Seiles ist auf einem 
Tisck in einen kleinen Haufen A aufgerollt, der andere, namlick ACB^ lauft liber 
eine kleine Rolle C (die sick vertical liber A befindet) und kangt auf der andein 
Seite der Rolle frei bis zu einer Tiefe GB = & kerab. Es sei CA = a und h 
grosser als a; man finde die Bewegung, wenn das System vom Zustand der Ruke 
ausgekt. [Tait und Steele's Dynamics, 1856.] 

Bedeutet x die Lange von GP, so ist die Gesckwindigkeit durck 

{x + aYv^ = — g{x — h) (£c^ -{-hx-^-h^ — 3a-) 

gegeben. 

Beisp. 3. Eine biegsame Kette ABODE kangt im Gleickgewickt fiber 
einem glatten verticalen Kreis und das eine Ende A ist an dem Endpunkt eines 
korizontalen Durckmessers befestigt. Ein Tkeil ABC kangt auf der einen Seite 
und ein anderer Tkeil DE auf der andern Seite des Kreises vertical kerab. Das 
befestigte Ende A wird losgelassen; man zeige, dass 



die Grieicliung zur Bestimmung des Abstandes y des tiefsten Punktes der Kette 
Yon dem borizontalen Durchmesser wabrend des ersten Tbeils der Bewegung ist. 
Dabei ist I die gauze Lange des Seiles nnd 2 c der Umfang des Kjeises. 

[Matli. Tripos, 1870.] 

Ehe A losgelassen wird, sind die Langen AB^ BC^ JDJE sammtlich gleich 
and ABC bildet eine Kettenlinie, deren Parameter Null ist. Wird nun A los- 
gelassen, so bewegt sicb AB zuerst abwllrts. Jedes Element von AB fallt frei 

unter dem Einfluss der Scbwere; ist daber x =^AB^ so erbalt man y — x = 

Die Elemenfce von AB werden eines nach dem andem auf BG ubertragen, wobei 
ein jedes die Gescbwindigkeit v' ^ gt und die Lilnge — dx bat. So ist die Be- 
wegungsgleicbung von BGJDE fur die Zeit, in welcber sicb BG abwarts und 
BB aufwilrts beivegt, 

d[{l — x)v\ = {~dx)v+ g{^y-{-x^c-l)dt 

V ist bierin die Gescbwindigkeit der Kette BGDE und diese ist der Gescbwindig- 
keit gleicb, mit der sicb E aufwarts, nicbt aber B abwarts bewegt. Da 

^ -r, , . , dx , dy 

EE==l — c — x — y, so 1 st + 

Setzt man fur v und v' ibre Wertbe ein, so erbalt man das Besultat obne 
Scbwierigkeit. 

Beisp. 4. Ein unelastiscber Faden von der Lange L ist mit seinem einen 
Ende an den unteren Rand eines glatten borizontalen feinrandigen Tiscbes be- 
festigt, auf welcbem der Rest des Fadens liegt, wabrend er am andern Ende 
recbtwinklig zum Rand durcb eine Kraft straff angezogen wird. Das letztere 
Ende wird losgelassen; man zeige, dass die Gescbwindigkeit, mit welcber es den 
Tiscb verlasst, ')/[2^Xp4 — 1)] ist. [June Exam>] 

Beisp. 5. Eine diinne gleicbfdrmige Kette liegt in einen Haufen zusammen- 
gerafft auf einem borizontalen Tiscb; an ibr eines Ende ist ein dunner Faden 
befestigt, der uber eine glatte vertical iiber der Kette befestigte Rolle lauft und 
ein Gewicht tragt, das dem Gewicbt einer Lange a der Kette gleicbkommt. Man 
beweise, dass die Lange der Kette, die in die Hdbe geboben wird, ebe das 
Gewicbt zur Rube kommt, a]/3 ist, und finde die Lange der nocb bangenden 
Kette, wenn das Gewicbt zum zweiten Mai zur Rube kommt. [May Exam.] 

Beisp. 6. Eine Kette von der Lange a liegt zusammengeroRt auf dem 
bocbsten Punkt einer rauben scbiefen Ebene und ibr eines Ende lasst man 
binabgleiten. Man zeige, dass die Kette sicb am Ende der durcb = Sacotgl 
gegebenen Zeit t frei bewegt, wenn die Neigung der Ebene doppelt so gross als 
der Reibungswinkel I ist. [Coll. Exam., 1887.] 

Beisp. 7. Ein Luftballon befindet sicb in einem gewissen Moment in der 
Hobe h, fallt mit der Gescbwindigkeit V und bewegt sicb in horizontaler Ricbtung 
mit der Gescbwindigkeit V\ die der Gescbwindigkeit des Windes in dieser Hobe 
gleichkommt. Wenn die Gescbwindigkeit des Windes der Hobe proportional ist 
und wenn das Entweicben des Gases, um sicb auf einen gewissen Punkt berab- 
zulassen, so regulirt wird, dass die Gescbwindigkeit des Fallens constant bleibt, 
so bringt ein Febler dh in der Berecbnung der Anfangsbobe an dem zu er- 
reicbenden Punkt einen Intbum 



beiTor, worin V^e ^ gJi ist. [Matb. Tripos, 1871.] 
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Beisp. 8. Ein kugelfonniger Regentroi)fen, der durch die Wirkung der Schwere 
lierabfilllt, erfahiii bestandig durch das Niederscblagcn von Dainpf einen Ziiwachs 
an Masse, der seiner Oberflaclic proportional ist; c ist sein Radius im Beginn des 
Fallens, sein Radius nacb dem Zeitintervall t; man zeige, dass seine Gescbwindig- 
keit V durch die Grleichung 




gegeben ist, wenn man den Widerstand der Luft nicbt in Rechnung zicht. 

[Smith’s Prize Ex., 1853.] 


Die iiiTariaMe Eteae. 

§ 301, Wir 'vvollen die Bowegungsgrosse mv eines Massenpuuktej 
P durch die von dem Punkt aus in der Richtung seiner Beweguu^ 
gezogene Gerade PP' darstellen. (Siehe § 283.) Nach den Lehrei 
der Statik ist diese Bewegungsgrosse einer gleichen und paralleleii, ax 
einem willkiirliclien Punkt 0 angehrachten Translationsbewegnngsgrbss( 
ilquivalent mit einem Paar zusammen, dessen Moment mvjp ist, weni 
jp das Loth von 0 auf PP' hedentet. Wir -vvollen diese transferirti 
Translationsbewegungsgrosse durch die Gerade OM darstellen, di( 
selbstverstandlich PP' gleich und parallel ist. Das Paar liegt in de: 
Ebene, die OM und P enthillt und sei durch eine auf seiner Eben 
senkrechte Axe ON der Richtung und Grosse nach dargestellt. 

ISTimmt man alle Massenpnnkte des Systems zusammen, so kam 
man die Translations- und Paarbewegungsgrossen der verschiedene] 
Punkte in eine einzelne resultirende an dem beliebigen Punkt 0 an 
gebrachte Translationsbewegungsgrosse zusammen mit einem einzelne] 
Paar vereinigen. OP und ON seien die von 0 ans gezogenen Gerader 
die der Richtung und Grosse nach diese beiden Resultanten dai 
stelleii. Die beiden Geraden stellen dann graphisch die augenblick 
lichen Bewegungsgrossen der als ein System betrachteten Massen 
punkte dar. 

Das System werde auf . Cartesische Coordinaten bezogen. D; 
m ^ ^ Componenten der Bewegungsgrosse des Punkte 

m siud, so ist der Vector OF die Resultante von 

^ dt ’ dt 

Sm • Eerner ist, nach § 74, das Moment der Be 

wegnngsgrosse desselben Punktes um die x-Axe. OH ist dahex di 
Resultante der drei Paar -Bewegungsgrossen 

7 ^ I dx dz\ 


Wir woUen nun annehmen, es wirkten keine ausseren Krafte auf 
das System, so dass es bei seiner Bewegung nur den gegenseitigen 
Actionen nnd Reactionen seiner verschiedenen Theile unterworfen ist. 
Alsdann sind die beiden Geraden OFund OR, weil keine zusatzlicbe Be- 
wegungsgrosse dem System gegeben wird, der Grosse und Ricbtung 
uacli wabrend der Bewegung festliegend. (Siebe § 283.) 

Die Componenten von OV und OR miissen constant sein. Daraus 
folgt, dass jede der Grossen \ constant ist. Bezeicbnen wir 

mit h die Winkelbewegungsgrosse urn OR^ so ist = 

Die Verhaltnisse sind daber die Ricbtungscosinusse einer 

Geraden (nilmlicb OR), welche wabrend der Bewegung festliegt. 

Dass die Componenten \ der Winkelbewegungsgrosse 

constant sind, folgt aucb sofort aus § 77. Betracbtet man die zweite 
Gleicbung dieses Paragrapben, so siebt man, dass die Winkelbewegungs- 
grosse um eine im Raum festliegende Gerade constant ist, wenn das 
Moment der ausseren Krafte um diese Linie Null ist. 

Die Gerade OR beisst die ftir 0 inva/riable Linie und eine auf 
OR senkrechte Ebene die ftir 0 invariable Ebene, Die Gerade OR 
beisst aucb manchmal die resultirende Axe der Winkel- oder Paar- 
bewegungsgrosse ftir 0. 

Wird durcb 0 eine Gerade OL gezogen, die den Winkel Q mit 
der ftir 0 invariablen Linie OR macbt, so ist die Winkelbewegungs- 
grosse um OL alsdann li cos 0. Denn die Axe des resultirenden Be- 
wegungsgrossenpaares ist OR und die Componeute um OL daber 
OR cos 0. Mitbin kann die invariable Linie fur 0 aucb als die durcb 
0 gebende Axe definirt werden, um welcbe das Moment der Be- 
wegungsgrosse am grossten ist. 

Ftir verscbiedene Punkte des Systems sind die Lagen der in- 
variablen Linie verscbieden. Sie sind aber durcb dieselben Gesetze 
miteinander verbunden, wie die Axen des resultirenden Paares eines 
Systems von Krilften, wenn der Coordinatenanfang geandert wird, 
Diese Gesetze sind bereits in § 236 in Kap. V gegeben worden und 
bier braucben wir ims nur im Allgemeinen auf sie zu bezieben. 

Wenn an clem System aussere Krafte angreifen, so konnen die Geraclen OV 
nnd OH beide im Ranm nicbt festliegend sein. Man betracbte zuerst einen be- 
liebigen Massenpnnkt; OM, ON-, OM', ON' seien seine Translations- und Paar- 
bewegimgsgrossen zur Zeit t und t dt Dann stellt MM', NN' der Ricbtung 
und Grosse nacb die Translationsbewegungsgrdsse und die Paar- oder Winkel- 
bewegungsgrosse dar, die in der Zeit dt binzukommt. Die Effectivkrafb an einem 

MM' 

Massenpunkt m ist daber einer einzelnen an 0 angreifenden durcb dar- 

gestellten linearen Eifectivkraft und einem einzelnen Effectivpaar Equivalent, das 
NN' 

durcb — — dargestellt wird. 
clt 

Alsdann nebme man das ganze System vonMassenpunkten. OV' und OH' mogen 
seine Translations- und Paarbewegungsgrdssen nacb dem Zeitintervall dt darstellen. 
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OV ist so die Hesultante der alien Massenpunkten des Systems entsprechcnde 

F7' 

Gruppe OM-, OV' die Resiiltante der Gruppe OM', stellt daher die ganz 

SH' 

lineare Effectivkraft des Systems zur Zeit t dar und ebenso — — das resultirend 
Effectiypaar des Systems. 

Daraus ergibt sicb, dass die Punkte V imd II zwei Eaumcurven bescbreibei 
deren Eigenschaften denen des Hodographen in der Dynamik der Massenpunld 
analog sind. 

Es folgt daraus auch, dass, wenn die Componente der Bewegungsgross 
eines Systems in der Eicbtung einer Geraden Ox und das Moment der B( 


1 

wegungsgrosse um dieselbe Gerade ist, --t— die Componente und das Me 

dt dv 


ment der EfPectivkrafte des Systems kings dieser Geraden bez. um sie sind. 

Nach dem D’Al ember t’seben Princip aber sind die Effectivkrafte einc 
Systems den gegebenen Kraften iiquivalent. Daber, was fur Coordinaten ma 
aiicb benutzen mag, wenn X und L die Componente und das Moment der gc 
gebenen Krafte fCir eine beliebige Gerade sind, die wir die x-Axq nennen wollei 


dV^ dH^ 

so ist -jT- == X und — ^ 
dt dt 


Diese Gleichungen entspreeben den im § 71 m; 


(A) und (B) bezeiebneten. 

Zu beachten sind die folgenden Plille: 

(1) Wenn die gegebenen Krilfte sainmtlicb durcb einen festen Punkt gebe 
und dieser Punkt zum Coordinatenanfang gewilblt wird, dann kann OV variab( 
sein, OH liegt aber stets der Lage und Grosse nacb fest. 

(2) Wenn die gegebenen Erafte einem System von Paaren a,quivalcnt sint 
kann zwar OH veranderlicb sein, OF dagegen liegt der Lage und Grosse nacb fes 

In einer Abbandlung ^Differential coefficients and determinants of lines^^ b£ 
Coben die Eigenschafben dieser resultirenden Linien besproeben. DMl, Trans. 186! 


§ 302. Die Lage der invariablen Ebene fur den Scbwerpunkt de 
Sonnensy stems bann man folgendermassen finden. Man beziehe da 
System auf beliebige durcb den Scbwerpunkt gebende recbtwinklig 
Axen. C3 sei die Winkelgescbwindigkeit eines Korpers um seine Ec 
tationsaxC; Mh^ sein Tragbeitsmoment um diese Axe und {a, y) di 
Ricbtungswinkel der Axe. Die TJmdrebungsaxe und zwei senkreebi 
Axen bilden am Scbwerpunkt ein System von Hauptaxen. Die Winke 
bewegungsgrosse um die Eotationsaxe ist Mh^cj und daber die Winke 
bewegungsgrosse um eine zur ^-Axe parallele Axe Mk^co cos y. Ds 
Moment der Bewegungsgrosse um die ^-Axe fur die ganze im Sebwe: 

punkt vereinigte Masse m{x^ — y , woraus 

As = oosy-i- — ||) 

folgt. Ebenso erbalt man die Wertbe von \ und Ag* Damit ist di 
Lage der invariablen Ebene gegeben. 


§ 303. Die invariable Ebene kann in der Astronomic als Norma 
bezugsebene benutzt werden. Man kann die Lagen der Himmelskorpe 


Die inTariable Ebene (§ 301 — 303). 
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mit der grossten Sorgfalt beobachten imd die Coordinaten eines jeden 
mit Bezug auf ganz beliebige Axen bestimmen; offenbar baben wir 
aber; wenn diese Axen im Raum nicbt festliegen oder in Bewegung 
sind, obne dass ihre Bewegung bekannt ware^ kein Mittel unsre Kennt- 
nisse der Nachwelt zu nberHiitteln.__ Die Ebenen der Ekliptik und des 
Aequators sind allgemein zu Hauptbezugsebenen geiiommen worden. 
Sie sind beide in Bewegung und ibre Bewegungen sind bis zu einem 
grossen Grad der Genauigkeit bekannt und werden es spater wabr- 
sclieinlich nocb mebr sein. Es ist daher yielleicbt moglicb, in der 
Zukunft zu berecbneU; welche Lagen sie im Raum zu der Zeit batten, 
als wertbvolle Beobacbtungen gemacht wurden. In sebr langer Zeit 
jedocb kann ein Pebler von Jabr zu Jahr wacbsen und scbliesslicb 
betracbtlicb werden. Die jetzige Lage dieser Ebenen im Raum kann 
aucb dadurcb der Nacbwelt uberliefert werden, dass man Beobacbtungen 
an den Fixsternen anstellt. Diese Korper liegen aber nicbt absolut 
fest und daber kann man aus diesen Beobacbtungen die Lage der Be- 
zugsebenen mit der Zeit immer weniger genau ermitteln. Die dritte 
von Laplace vorgescblagene Metliode bestebt in der Benutzung der in- 
variablen Ebene. Unter der Annabme, die Korper, welche unser System 
bilden, namlicb Sonne, Planeten, Satelliten, Kometen etc. unterlagen nur 
ibren gegenseitigen Anziehungen, folgt aus den obigen Paragrapben, dass 
die Ricbtung der invariablen Ebene fur den Scbwerpunkt im Raum 
absolut festliegt. Aucb ergibt sicb aus § 78, dass sicb der Scbwer- 
punkt entweder in Rube befindet oder sicb gleicbformig in einer Ge- 
raden bewegt. Die Anziebuugskrafte der Stone sind bier vernacb- 
lassigt worden; sie sind jedocb zu klein, als dass man sie bei dem 
jetzigen Zustand unserer astronomiscben Kenntnisse in Recbnung zu 
zieben brauchte. Wir konnen daber bis zu einem gewissen Grad der 
Genauigkeit die Lage unserer Coordinatenebenen im Raum bestimmen, 
indem wir sie auf die invariable Ebene bezieben, welche von alien 
andern bekannten Ebenen des Sonnensystems dem Zustand des Pest- 
liegens am nacbsten kommt. Ibre Lage lasst sicb zur jetzigen Zeit 
aus dem jetzigen Zustand des Sonnensystems berecbnen und in der 
Zukunft lasst sicb eine ahnlicbe Berecbnung auf Grand des dann be- 
stehenden Zustandes des Systems ausfubren. So kann die Kenntniss 
ibrer Lage nicbt veiioren geben. Die Kenntniss der Coordinaten der 
invariablen Ebene reicbt iibrigens nicbt bin, umgekebrt die Lage 
unserer Bezugsebenen zu bestimmen. Wir miissen aucb die Coordinaten 
einer graden in der invariablen Ebene liegenden Linie kennen, deren 
Ricbtung im Raum festliegt. Eine solcbe Linie liefert, wie Poisson 
vorgescblagen bat, die Projection der Bewegungsrichtung des Scbwer- 
punktes des Systems auf die invariable Ebene. Wenn der Scbwerpunkt 
des Sonnensystems sicb in Rube befindet oder sicb senkrecbt zur in- 
variablen Ebene bewegt, so lasst uns diese Metbode im Stick. Jeden- 
falls reicbt unsere Kenntniss der Bewegung des Scbwerpunktes gegen- 
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wartig nicht aiis, uns die voile Benutzimg dieser im Raim festen 
Richtung zu ermogliclieii. 

§ 304. Wenn man die Planeten nnd Korper^ weldie das Sonnen- 
system bilderij als Kugeln anselien kann, deren Schicliten gleicher 
Dichtigkeit concentrisclie Kiigelflilclieii sind^ so wirken ilire gegen- 
seitigen Anziehimgskrafte langs der Greraden^ die ilire Mittelpimkte 
verbinden. Alsdann bewegen sicb ihre Centren ebenso, als ob jede 
Masse in ihrem Scbwerpiinkt vereinigt ware^ wabrend die Bewegung 
eines jeden Korpers iim seinen Scbwerpunkt immer unverandert bleiben 
wilrde. Wir erlialten so eine zweite feste Ebeiie, indeni wir die 
letzteren Bewegimgen ilberliaupt weglassen. Dies liat Laplace ge- 
tban imd ans seinen Formeln die in den obigen Wertlien von \ 

von den Rotationen der Korper herrulirenden Grlieder ausgescbieden. 
Man kann diese Ebene die astronomiscbe invariable Ebene zum TJnter- 
scliied von der wabren dynamisclien invariablen Ebene nennen. Die 
erste steht senkrecbt aiif der Axe des von den Translationsbewegungen 
der verscbiedenen Korper berriilirenden BewegungsgrdssenpaareS; die 
zweifce aiif der Axe des von den Translations- und Rotationsbewegimgen 
herrilbrenden Paares. 

Die astronomiscbe invariable Ebene liegt nicbt genan im Raum 
fest^ weil die gegenseitigen Anziebungen der Korper nicbt genau in 
der Richtung der ihre Mittelpimkte verbindenden Gieraden wirken imd 
daher die in den Ausdrucken fur ausgelassenen Glieder nicht 

durcbaus constant sind. Die Prilcession bewirkt, dass die Rotationsaxe 
eines jeden Korpers einen Kegel im Raum beschreibh in Folge clessen 
die Lage der astronomiscben invariablen Ebene im Raum, obgleicb die 
Winkelgescbwindigkeit unverandert bleibt, sicb um ein Geringes andern 
muss. Eine Collision zwiscben zwei Korpern des Systems, wenn dies 
moglicb ware, oder die Explosion eines Planeten ahnlicb derjenigen, 
diirch die nach der Annabme von Gibers (1802) die Planeten Ceres, 
Pallas, Juno, Vesta etc. entstanden sein sollen, konnte eine betracbt- 
liclie Aenclerung in der Summe der ausgelassenen Glieder bervorbringen. 
In diesem Pall wlirde wobl die Lage der astronomiscben invariablen 
Ebene, nicht aber die der dynamischen afficirt werden. Man konnte 
versucht sein, anzunebmen, der Gebraucb der wabren invariablen Ebene 
sei in der Astronomie vorzuziehen. Es braucht dies jedocb nicbt noth- 
wendig der Fall zu sein, weil die Winkelgeschwindigkeiten und Trag- 
heitsmomente der Korper, die unser System bilden, nicht sammtlicb 
bekannt sind und wir mi thin die Lage der dynamischen invariablen 
Ebene nicht bis zu einem sehr grossen Genauigkeitsgrad berecbnen 
konnen, wabrend wir wissen, dass die Glieder, in welcben diese un- 
bekannten Grossen auftreten, sammtlicb sehr klein oder nabezii con- 
stant sind. Da alle Glieder, die weggelassen wurden, im Vergleicb zu 
den beibebaltenen klein sind, so muss die astronomiscbe mit der 



Momentanknlfte (§ 303 — 306). 
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clynamisclien inyariablen Ebeae einen nur kleinen Winkel macben. 
Obgleicli nua die Ebeae aabezu im Kaum festliegt, so kaaa dock ihr 
Durchscbnitt mit der dyaamischea in Folge der geringen Grrosse der 
Neigimg betriiclitliche Aenderungen der Lage erleiden. 

In seiner Mecanique Celeste, tome HI, p. 188, bereebaete Laplace 
die Lage der astronomisebea invariablea Ebeae fur zwei Epoeben 1750 
iind 1950, indem er annabm, dass fur diese Periode seine Pormeln fiir 
die Variationen der Excoatricitaten, Inclinatioaea und Knotealinien der 
Planetenbabaen correct seiea. ladem er die Sectoreabeweguagsgrossen 
in Folge der Bewegung der Satelliten am ihre Hauptplaaeten, ebeaso 
wie die des Planeten Neptun vernachlassigte, kam er zu dem Resultat, 
dass zur ersten Epoebe die Neigung der Ebeae gegen die Ekliptik 
1® 35' 31" und die Lange des aufsteigenden Kaoteas 102^ 57' 29" be- 
trug und dass zur zweiten Epoche die Neigung dieselbe bleibt, wie 
zuvor, die Lange des Kaoteas dagegen 102® 57' 14" seia wird. 

In den Smithsonian Contributions to Knoivledge Yol. 18, 1873, gibt 
J. K Stockwell die Neigung der astronomisebea invariablea Ebeae 
gegen die (als festliegead aagenommene) Eldiptik von 1850 zu 1® 35' 
19, "376 an. Er sebliesst Neptun ein, liisst aber die Satelliten aus. 
Die Neigung ist niebt constant, muss aber innerbalb der Grenzen 0® 
imd 3® 6' liegea. Er bereebaete aucb die Neigungen der Babnen der 
aebt Hauptplaaeten gegen die invariable Ebeae und ibre Maximal- und 
Miniinalwertbe, ebeaso wie die Lagea der Knotenliaiea und ibre mitt- 
leren Bewegungen fiir das Julianisebe Jabr. 

Poinsot maebte in eiaer Anmerkung zu seiner Statik darauf auf- 
merksam, dass die Ebene von Laplace niebt die wabre invariable 
Ebeae sei. Er bemerkt, dass die Sectoreabewegungsgrosse in Folge 
der Rotation der Sonne mindestens 25 mal so gross als die in Folge 
der Bewegung der Erde um die Sonne ist. Dieses Weglassen andert 
die Neigung der Ebene gegen die Ekliptik um eiaige Minuten und 
die Lange des aufsteigenden Knotens um mebrere Grade. 

§ 305. Beisp. 1. Man zeige, dass die invariable Ebene fiir einen beliebigen 
Punld des Eanmes, -welcber in der von dem Scbwerpunkt des Sonnensystems be- 
sebriebenen G-eraden liegt, der fiir den Scbwerpunkt parallel ist. 

Beisp. 2 , Wenn die invariablen Ebenen fClr alle Punkte einer gewissen Ge- 
raden parallel sind, so ist diese Gerade der von dem Scbwerpunkt besebriebenen 
Geraden parallel. 

Momentanlirafte in dem Ranm von drei Dimensionen. 

§ 306. Der einzeliie Korper uater Zwangsljediuguiigeii. Man 

soil die allgemeinen Gleichimgen der JBetvegung eines Korpers tm einen 
festen PunJet imter der Eimoirkimg gegebener Momentankrdfte bestimmen, 

Der feste Punkt sei der Coordinatenanfang und die Axen reebt- 
winklig zu einander. coy^ a?~) seien die Winkel- 


geschwindigkeiten des Korpers grade vor und grade nacli dem Stoss 
imd die Differenzen cOy — ^ Oj, — mogeii co^'j coy co^ 

keissen, Dann sind (dJ, cdJ die durch die Momentmzlcraft ermigten 
Winhelgesdmindiglmten, Nach dem D’Alembert'schen Princip (siehe 
§ 86) ist der Unterscliied zwischen den Winkelbewegungsgrossen des 
Systems grade vor und grade nacb der Wirkung der Momentankrafte 
dem Moment der Momentankrafte gleich. Mitbin ist nacli § 262 


Acox — {Emxy) ca/ — (Umxz) (X)/ = L 
Bwy — (^Zmyz) g }/ — {^Emyx) cox — M 
C(x)/ — (Umi^x) oj — co/ = N, 


(1), 


worin L, M, N die Momente der Momentankrafte um die Axen sind. 
Die drei Gleicbungen reichen aus, die Wertbe von co-J, coj zu be- 
stimmen. Addirt man sie zu den Winkelgescliwindigkeiten vor dem 
Stoss, so findet man die Anfangsbewegung des Korpers nach dem Stoss. 


§ 307. Beisp. 1. Man zeige, dass die Gleiclmngen unahlidoigig von einander 
sind und dass keine der Winkelgescli-windigkeiten ca^, co^ unendlicb gross isfc. 

Dies folgt aus § 20, in welcliem gezeigt mirde, dass die Determinante der 
Gleicbungen nicbt verschwinden kann. 

Beisp. 2. Man zeige, dass die scbliessliclie Bewegung eines Korjpors, auf den 
eine cndliche Anzabl gegebener Moment anlcrafte einwirkt, die einander in unend- 
licb kleinen Zwiscbenraumen folgen, von ibrer Eeibenfolge unabbangig ist. 

§ 308. Man beachte, dass in diesen Gleicbungen die Bezugsaxen 
willkurlicb sind. Man sollte sie so wablen, dass die Wertbe von Aj 
Bmxy, etc. sicb moglicbst leicbt ermitteln lassen. Ist die Lage der 
Hauptaxen fiir den festen Punkt bekannt, so wird man im Allgemeinen 
am besten thun, wenn man sie wahlt. 

Die Gleicbungen erbalten dann die einfacbe Form 

Am^^L, = Gcd:=N .... ( 2 ). 

Sind die Wertbe von coj , coy^ wj bekannt, so lasst sicb der Druck 
auf den festen Punkt finden. Denn nacb D’Alembert’s Princip ist 
die Aenderung der Translationsbewegungsgrosse des Korpers in einer 
beliebigen Ricbtung der Componenten der Momentankrafte gleicb. 
Sind daber F, Cij H die Druckkrafte des festen Punktes auf den Korper, 
so ist 

= ilf II nach § 85 

= M {ay's — az'y) nach § 238 
2j r + (? = jf («;» — wi) 

SZ + H^M{a^y — «/«) 


• • ( 3 ). 


Momeiitankraftc (§ 306 — 310). 
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§ 309. Beisp. Der SclieitelpunJct 0 einer gleicliformigen Scheiber die von dem 
Bogcn OP einer Parahel, der Axe ON mid der Ordinate PN hegrenzt wird, Uegt 
fest. Sie erlidlt senJcrecM zu Hirer JB/bene auf den JEndpimlct P des gehriimmten 
Tlieile ih/ixs Umfanges einen Stoss B. Man finde die Anfangsbeivegung unter der 
Annahne, die Scheibe liahc sich^ eJie sie den Stoss erhdlty in Biihe befunden. 

Die Gleichung der Parabel sei y^ = 4:ax iind die 5 ?- Axe stehe senkrechfc auf 
ihrer Ebene. Alsdann ist Bmxz — 0^ Hmyz=0. jit sei die Masse der Flachen- 
einbeit und ON=c. Man hat 


2mxy 


= J xy dx dy ~ x'^ dx— 2 /it j* : 


ax^ dx=^ — 


^ 3 5 ® 

A^^gJ^y^dx — ^yba"^ ^ B g,^x^y dx== j 

0 0 
und C= A-\- B nach § 7. 

Die Momente des Stosses B um die Axen sind Zf = J5|/4ac, M = 
Durch Substitution dieser Werthe er- 
haltcn die Gleichungen in § 306 die 
Gestalt 


(t 2 

jita c 


■BC, 


16 2 2 2 o 

TTfict c — ^ g,ac^<a. 


fia c CO — — LuaC^co 
7 ^ y 3 ^ X 

— — Bcj co^ = 0 

Diese Gleichungen bestimmen die An- 

fangsbewegung. Durch Elimination von 

B findet man das Verhilltniss von co zu w 

V 



Es ergibt sich leicht., dass die 
Scheibe um OQ zn rotiren anfangt, wenn man auf der Ordinate in N die Strecke 
NQ^^jSfp abtragt. 


§ 310. Eiiie andre Fassaiig des Problems, Wenn an einem Korper, 
der sich um einen festen Punkt frei drehen kann, eine beliebige 
Anzahl von Momentankraften angreifen^ so ist jede Momentankraft 
einer gleichen und parallelen an dem festen Punkt angreifenden 
Momentankraft zusammen mit einem Moment anpaar aquivalent. Die 
Momentankraft an dem festen Punkt kann keine Wirkung auf die Be- 
wegung des Korpers ausuben und kann daher ausser Betracht bleiben, 
wenn nur die Bev^egung gesucht wird. Setzt man aUe Paare zn- 
sammen, so lasst sich das allgemeine Problem so aussprechen: Auf 
einen Korper^ der sich um einen festen JPunM hewegt, wirkt ein gegehenes 
Momentankrdftepaar; man finde die durch dasselbe iewirhte Aenderung 
der JBewegung, Die analytische Lbsung ist in den im § 306 aufgestellten 
Gleichungen enthalten. Die folgenden Beispiele driiclcen das Besultat in 
geometrischer Form aus. 
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Beisp. 1. Man iveise aus den G-leicliungen nacli, class die resultirende Axe 
der clurcla das Paar crzeugten Winlielgescliwindigkeit die der Ebene des Paares 
conjugirte Diametrallinie mit Bezug anf das Tragheitsellipsoid ist. Man sehe 
aucb § 118, 

Beisp. 2. (t sei die Grosso des Paares, das Lotb von dem festen Punkt 
anf die BeriOirungsebene an das Tragheitsellipsoid parallel der Ebene des Paares 
G. SI sei die erzeiigtc Winkelgeschwindigkeit, r der Radiusvector des Ellipsoids, 
welcher die Axe von SI ist. Scliliesslicli sei h dor Parameter des Ellipsoids vrie 
in § 19. Man beweise, dass IcSl—prG ist. 

Beisp. 3, Sl^ seien die Winkclgeschwindigkciten um drei conjugirte 

Durclimesser des Tragheitsellipsoids fiir den Ibsten Punkt derart, dass ihre Kesul- 
tanto die von einem Stosspaar G erzeugte Winkelgeschwindigkeit ist; A\ B\ O' 
die TiTigiieitsmomente um die eonjugirten Durchmesser; man beweise, dass 
A! SI ^ cos a , IS' = 6r cos (? , C'Sl^~ G cos y ist, wenn a, (?, y die Winkel 

sind, welche die Axe von G mit den eonjugirten Durchmessern macht. 

Beisp. 4. Wenn auf einen Korper, der im Stande ist, sich um einen festen 
Punkt 0 zii drehen, ein Momentanpaar G einwirkt, dessen Axe der Kadiusvector r 
des reciproken Tragheitsellipsoids fur 0 ist iind wenn x> "von 0 auf die 

Berilhrungscbene in dem Endpunkt von r bedeutet, dann ist das Loth p die Axe 
der durch den Stoss erzeugten Winkelgeschwindigkeit und die Grosse SI durch 
die Gleichung G — MprSl gegeben. 

Beisp. 5. Man zeige, dass^ wenn an einem in Ruhe befindlichen Korper be- 
liebige Momentankrafte wirken, man die Momente um die Anfangsrotationsaxc 
nach dem in § 89 angegebenen Yerfahrcn so nehmen kann, als ware sie eino 
feste Axe. 

Beisp. 6. Wenn sich ein Kdi'per um einen festen Punkt dreht, heisst das 
halbe Product aus dem TrLlgheitsmoment fur die Momentanaxe und dem Quadi’at der 
Winkelgeschwindigkeit die lebendige Kraft. Die von der Ruhe aus durch eine 
Momentankraft erzeugte lebendige Kraft sei T und dieselbe Kraft durch den- 
selben Stoss erzeugt T'^ wenn der Korper gezwungen ist, um eine feste durch 
den festen Punkt gehende Axe zu rotiren. Man beweise, dass T' — T cos^ 0 ist, 
worin 9 den Winkel zwischen den cxcentrischen Linien (§ 40) der beidenRotations- 
axen in Bezug auf das Tragheitsellipsoid filr den festen Punkt bedeutet. 

Beisp. 7. Man leite daraus das Euler’sche Theorem ab, dass die von der 
Ruhe aus durch eine Momentankraft ei’zeugte lebendige Kraft grosser ist, wenn 
der Korper sich frei um den festen Punkt drehen kann, als wenn er gezwungen 
ist, um eine durch den festen Punkt gehende Axe zu rotiren. Dieser Satz wurde 
sp liter durch Lagrange und Bertrand in dem zweiten Theil des ersten Bandes 
der MGcaniqiie Analytigue verallgemeinert. 

§ 311. Der freie einzelne Korper. Man soil die Bewegimg ernes 
freien Korpers 'bestimmen, auf den eine gegebene Momentanlcraft tvirkt. 

Ba der Korper frei ist^ so bewegt er sich um seinen Schwerpunkt 
ebenso^ als ob dieser Punkt fest lilge. Daher findet man auch bier die 
Winkelgeseh-windigkeiten des Korpers nach den Gleichungen (1) imd 
(2) des § 306, wenn man als Axen drei beliebige sich rechtwinklig 
im Schwerpunkt schneidende Gerade nimmt. 

Um die Bewegung des Schwerpunktes zu ermitteln, seien (ZJ, V, W), 
w) die Oomponenten der Geschwindigkeit des Schwerpunktes grade 


Momentankrafte (§ 310—313). 
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yor und grade nach dem Stoss. X, Tj Z seien die Componenten des 
Stosses und M die ganze Masse. Man hat dann durcli Zerlegung 
parallel zu den Axen ' 

M{u—U) = X, M{v — r)=T, M{^v — W)^Z. 

Die DifPerenzen u — U, v — V, w — W kann maUj wie in § 306, 
u, v\ w nennen. 

§ 312. Beisp, 1. Axif oinen in Ruhe befindlichen Korper wirkfc einc Momentan- 
Icvaffc, dereii Componenten parallel zu den Hauptaxen fur den Schwerpunkt X, T, Z 
Hind und dcren Angriffspunkt in Bezug auf diese Axon die Coordinaten (p, g;, r) 
hat. Man beweiso, dass, •wcnn die resultirende Bewegung nur in einer Rotation 
uiu irgend eine Axe bcBteht, 

A (JB— 0) iiYZ+ B {G—A) (iZX-\- C{A-~B) rXY = 0 
ist. Ist diese Bodingung sowobl ausreichend, wie nothig? Siehe § 241. 

Beisp. 2. Einem homogenen Cricketball wird eine Rotation um eine hori- 
zontale in der verticalen Wurfebene liegende Axe mit der Winkeigeschwindigkeit SI 
ertlieilt. Wenn er den Boden triRt, der vollkommon rauh und unelastisch yoraus- 
gesetzt wird, bewegt sich sein Centrum mit der Geschwindigkeit F in einer 
Riclitung, die den Winkel a mit dem Horizont macht; man beweise, dass die 
Riditung der Bewegung des Balls nacb dem. Aufstossen mit der Wurfebene einen 

Winkel bildet, desson Tangente A Vr~ — ist, unter a den Radius des Balls yer- 
’ ^ 5 F cos o: ’ 

standen. 

§ 313. Die Bewegung eines Pimktes des Korpers. Man beweise, 
dass die Componenten der Aendenmg der GescMvindiglceit eines Piinlctes 
des Kdrpe 7 ''s lineare FuncUonen der Componenten der Momentanl^raft sind. 
Die Grleichungeu in § 311 bestiminen die Bewegung eines freien Korpers, 
auf den eine gegebene Momentankraft wirkt, vollstandig und aus ihnen 
liisst sicb nacb § 238 die Anfangsbewegung eines jeden Punktes des 
Korpers ableiten. (j?, r) seien die Coordinaten des AngrifPspunktes 
des Stosses; die Momente des Stosses um die Axen sind dam qZ rY, 
rX — pZ bez. pY—qX, Sie sind auf die reebte Seite der Cleicbungen 
in § 306 zu setzen. Q/, q'y r') seien die Coordinaten des Punktes, 
dessen Anfangsgescbwindigkeiten parallel zu den Axen man finden soli. 
(%, v^j (^^ 2 ; '^2 7 ^ 2 ) seien seine Gescliwindigkeiten grade vor und 
grade nacli dem Stoss. Die librige Bezeiebnung sei so, wie in § 306. 
Dann bat man 

+ co// — m/g 

und abnlicbe* Gleicbungen fiir Pg — ^^ 2 — Substituirt man in 

diese Gleicbungen die in § 311 gegebenen Wertbe von u, V j 
<x>J , cOyj 0 ?/, so siebt man, dass '^2 — ^2 '^1 

FuncUonen von X, T, Z sind von der Form 

U2 — % = GY FZ , 

worin F, (?, R von der Structur des Korpers und den Coordinaten 
der beiden Punkte abbangen. 


A{(d^ — Six) — F((x)y — Sly) — — SI;,) — (v — V)^-\~ (w — W)y=0, 
-~~F{(x)x — Slx)-\r^{^y — ^y) — — Sl^ — {w — W)x-\-{u — ?7)0==O^ 
— E^COx — I^ipy — Sl,J) + C (cD^ — SI;,) — {u — TJ)y-\-{v — V)x=0. 

Drei ahnliche Grleicliungen gelten iiix den andern Kdrper, die sicli 
von den vorstehenden nur dadurch untersclieiden; dass die Buchstaben 
mit einem Strich versehen sind. 

Die Componenten in der Richtung der ^-Axe fiir beide Korper 
ergeben 

— W) + M\w'—W) = 0. 

Die relative Compressionsgescliwindigkeit ist ftir den Moment der 
grdssten Compression Null und dalier 

W 05a; 2/ + CJy^ = W o// + (Oy X . 

Man hat so aclit Gleichungen zwischen den zwdlf unbekannten Compo- 
nenten der Translations- und Winkelgescliwindigkeiteu. 

§ 316. Sind die Korper glatt, so erhalt man vier v^^eitere Glei- 
cliungen, indem man fiir jeden Korper die Componenten parallel zur 
X- und y-Axe nimmt. Pur den einen Korper ist 

u~TJ=0, — F=0 

und iilinliche Gleichungen gelten fur den andern. 

§ 317. Sind die Korper voUl^ommen rmli, so erhalt man z-wei der 
nbthigen vier Gleichungen durch die Componenten der Translations- 
bewegungsgrosse parallel zur X' und y-Axe^ namlich 

M(u —U) + M\u — U') = 01 

M(v—r) + M' (v' — r) = oj 

Die beiden andern sind geometrische Gleichungen, die man findet, 
indem man die Componente der relativen Geschwindigkeit des Gleitens 
gleich Null setzt, namlich 

U — my^ + cOzV = 

V 05;^^?? -f- 05a;;2^ = t?' COz X + G5a:'^ 

§ 318. Glatte elastische Korper. Sind die Korper glaU imd m- 
volllcommen elastisch, so muss man die normale Reaction in die Glei- 
chimgen einfiihren. Das Verfahren ist genau so, wie in dem^ all- 
gemeinen Pall, wenn die Korper rauh und elastisch sind, den wir in 
den folgenden Paragraphen besprechen werden. Es wird selbstverstand- 
lich dadurch vereinfacht, dass man die Reibungen P und Q in den 
z-wolf Bevregungsgleichungen (1), (2), (3), (4) gleich Null setzt.^^ Auch 
verschwindet die Compressionsgeschwindigkeit C im Moment der starksten 
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Compression. Man erhalt daher eine weitere Gleichung, aus welcher 
die Normalreaction It abgeleitet werden kann. Multiplicirt man diesen 
Werfcli Yon It mit 1 + C; wobei e die ihm in § 179 gegebene Be- 
dentnng bat^ so erbalt man den vollstilndigen Wertb von B fiir den 
ganzen Znsammenstoss. Substituirt man den letzteren in die zwolf 
Bewegungsgleichungen (1) und (2), (3) und (4), so findet man die Be- 
wegung dei’ beiden Korper grade nacli ibrem Znsammenstoss. 

§ 319. Raulic elastisclie Korper. Das Problem, die Bewegung 
zweier beliebiger raulier Korper nacb ibrer Collision zu bestimmeii, 
erfordert eine ziemlicli binge analytische Bebandlung nnd unterscbeidet 
sicb in eimgen Punkten wesentlicb Yon dem entsprecbenden Problem 
in der Ebene. Wir wollen daher zuerst einen speciellen Fall unter- 
snchen, welclier eine knrze Bebandlung erlaubt und dann dieselben 
Principien auf das allgemeine Problem iin Baum von drei Dimensionen 
anwenden. 

§ 320. Z^vci rauhe Ellipsoide, die sich auf belielige Art hewegeUj 
stossen so ^vider einander, dass das Ende eines Hauptdurchnessers des 
einen das Ende eines Ilaupfdurchnessers des andcrn in einom AugcnUich 
trifftj in tvelcliem die drei Eawptdurclimesser des einen denen des andern 
imrallel sind. Man fmde die JBewegung grade nacli dem Stoss. 

Wir wollen die Bewegung auf Coordinatenaxen bezieben, die den 
Hauptdurcbmessern eines jeden Ellipsoids beim Beginn des Zusammen- 
stosses parallel sind. Da nun die Dauer des Zusammenstosses unend- 
licb kurz ist, die Geschwindigkeiten dagegen endlicb sind, so liaben 
die Korper keine Zeit, ibre Lage zu andern, die Hauptdurcbmesser 
bleiben daber wabrend des Zusammenstosses den Coordinatenaxen 
parallel. 

Uj V, W seien die Componenten der Gescbwindigkeit des Schwer- 
punktes des einen Kdrpers grade vor dem Stoss; w die Compo- 

nenten der Gescbwindigkeit zu einer beliebigen Zeit t nacb dem Be- 
ginn, aber vor Beendigung des Zusammenstosses. seien 

die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um seine Hauptdurcbmesser 
fur den Scbwerpunkt grade vor dem Stoss; coj,, zur Zeit t 
a, &, c seien die Halbaxen des Ellipsoids; A, G die Tragbeits- 
momente fiir den Scbwerpunkt und diese Axen. M sei die Masse des 
Kdrpers. Die Bucbstaben mit einem Strich mogen dieselben Grossen 
fiir den andern Korper bezeicbnen und die Korper mit den Enden der 
Axen Cy c aufeinander treffen. 

P, Qy It seien die Componenten parallel den Axen der in dem 
Korper M durcb den Stoss wabrend der Zeit t erzeugten Bewegungs- 
grdsse, Dann sind — P, — Qy — B die Componenten der in dem 
andern Korper in derselben Zeit erzeugten Bewegungsgrdsse. 

Die Bewegungsgleichungen des Kdrpers M sind 
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A{(Da:—- QC ] 

B(a>y~Sl,) = ^Pc\ (1), 

G (». — = 0 ] 

M{u— ?7) = P] 

M{v-r)^Q\ (2). 

M(w — W)=:=R) 

Sechs entsprecliende Gleichungen bestelien fur den andern Korper. 
Man erhalt sie, wenn man alle Buchstaben auf der linken Seite der 
vorstelienden Gleicliungen mit einem Stricli yersieht nnd statt P, Q, 
Jij c auf der rechten — Fj — Qj — Bj — c' schreibt. Diese neuen 
Gleicliungen mogen mit (3) und (4) bezeichnet werden. 

S sei die Geschwindigkeit, mit welcher das eine Ellipsoid auf dem 
andern gleitet und 0 der Winkel^ den die Ricbtung des Gleitens mit 
der x-Axe macht; man hat dann^ wie in § 192 

S cos 0 = ^ — j— C COij — Zl C G)y ^5) , 

/S sin Q — v' — c (Ox — (6) 

und; wenn C die relative Compressionsgeschwindigkeit ist; 

G = w' — w (7). 

Substituirt man in diese Gleichungen aus den dynamisclien, so 


folgt weiter 


S cos 6 = Sq cos 0q — pP 
S sin 0 = Sq sin 6q — qQ 
G=G. — tB, , . 


8q cos 6q 
Sq sin Oq 


u+csiy\ 
r—c'six— v—csix\ 


Gq=W—W I 

P — M + B JB' 

^-i+w+i+i\ (12)- 

1 I 1 

~ M~^ M' 

Es sind dies die' Constanten des Zusammenstosses. Sq, Gq sind 
die Anfangsgeschwindigkeiten des Gleitens und der Compression und Oq 
der Winkel; den die Ricbtung des anfanglichen Gleitens mit der x-Axe 
maclit. Als Norraalfall wollen wir den betrachteU; in welchem der Korper 
M' so auf ilP gleitet und ihn so zusammendriickt; dass sowolil Sq als Gq 
positiv sind. Die drei andern Constanten p, q, r sind von der Anfangs- 
bewe<?un 2 : unabliaiiffig und ihrem Wesen nach positive Grossen. 

o o o o 

K oil til, Dyuainik, 1 . 
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§ 321. Grenau wie in dem entsprechenden Problem fiir die Ebenc 
wollen wir die graphiscbe Metbode anwenden^ um die Aenderungeii 
die in der Reibung vorkommen; zu verfolgen. Man trage auf dei 
y~y ^-A.xe drei Liingen OP, OQj Oli ab, welche die drei Reactionei 
P, Qj B darstellen sollen. Betrachtet man sie als die Coordinatei 
eines Punktes T, so stellt die Bewegung von T den Wecbsel in dei 
Kraften dar. Es wird gut sein, die durch S = 0, G==0 gegebenei 
Orte aufzuzeicbnen. Der Ort fiir 8 == 0 ist eine der P-Axe parallek 
Gerade, welclie man die Linie Iceines Gleitens nennen kann, der fill 
0=0 eine der Ebene POQ parallele Ebene, welcbe die Ebene stdricste'i 
Compression heissen mag. Beim Beginn des Zusammenstosses gleite 
ein Ellipsoid auf dem andern so, dass nach § 154 die zur Wirkunj 
kommende Reibung ihren Grenzwertli hat. Da P, B die ganzei 
Componenten der in der Zeit t erzeugten Bewegungsgrosse sind, s( 
stellen dP, dQ, dB die Componenten der in der Zeit dt erzeugten Be 
wegungsgrosse dar, wo von die beiden ersten von dem Reibungs-, di( 
letzten von dem Normalstoss herrilhren. Die Richtung der Resultantei 
voji dP, dQ muss daher der Richtung, in welcher der eine Beriihrungs 
punkt liber den andern gleitet, entgegengesetzt sein, und die Grbss( 
der Resultanteii muss ^dB sein, wenn man unter ^ den Reibungs 
coefficienten versteht. Man hat daher 


^ eOtg«— g 


-pP 


aQ 


■ ( 13 ) 


{dPf + {dQf = ft® {dBf (14) 

Durch die Auflosnng dieser Gleichungen findet man die Art, wie de: 
darstellende Punkt I sich der Linie keines Gleitens nahert. 

Die Gleichung (13) lasst sich durch Trennung der Variablen auf 
losen. Man erhalt 

i. 

{Sq cos e^ — pPy = a {8 q sin 0o — 2 

worin a eine willkiiiiiche Constante ist. Im Anfang der Bewegung 
sind P und Q Null, daher ist 

A A 

/ 5„ cos - g P\F_ /iS„ sin I? _ ^ 

- \ cos ^ So sin Oq i ^ ^ 

wofiir man auch sclireiben kann 


Oder 



Diese Gleichung gibt die Beziehung zwischen der Richtung unc 
der Geschwindigkeit des Gleitens an. 
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§ 322. Aendert sich die Richtung des Gleitens wahrend des Zu- 
sammenstosses nicbt^ so muss 6 constant und 6^ gleicli sein. 

Aus (16) ist ersichtliclL, class fur p — 0 = 6^ und umgekehrt 

fiir O = 0Q, S constant ist, wofern nicht p = q ist. Ferner muss, 
wenn sin 0^ oder cos Oq Null ist, S Null oder unendlich gross sein, 
wofern nicht 6 = 6q ist. Die nothwendige tmd ausreichende Bedingimg 
dafilr, dass sich die EichUing der Eeibung ivdhrend des Zusammenstosses 
nicht clndertj ist daher p = q oder sin 2df^=0. Aus der ersten dieser 
beiden Bedingungen und (12) ergiht sich 

~ w) iir ~~ w) .... (18). 

Gilt diese Bedingung, so folgt aus (13), P — Q cotg Oq und dann 
aus (14) 

P = liB cos Oo) 

Q = sin oj 

Diese Gleicliungen zeigen, dass der darstellende Punkt T, wenn die 
Reibung ihren Grenzwertli hat, sich auf einer Geraden, die mit der 
R-Axo einen Winkel inacht, dessen Tangente ist, in soldier Riclitung 
bewegt, dass ,er die Gerade keines Gleitens triflft. 

§ 323. Gilt die Bedingung p — q nicht, so kann man durch 
Dijfferentiation von (8) und (9) und Elimination von P, Q und S die 
Bestimmung von R als Function von 6 auf ein Integral reduciren. 

Suhstituirt man den Werth von S aus (17) in (8) und (9), so er- 
halt man P, Q, R als Functionen von 6. Es sind dies die Gleichungen 
fiir die Curve, auf welcher der darstellende Punkt T wandert. Passender 
noch kann man die Curve, auf der sich T bewegt, durch die Eigen- 
schaft definiren, dass ihre Tangente nach (14) den con stanten Winkel 
arc tg ft mit der R - Axe macht und dass ihre Projection auf die 
P^-Ebene durch (15) gegeben ist. Die Curve muss die Gerade keines 
Gleitens treffen, weil der Gleichung(15)durchjpP=/SoCOS0o; q. sin(9o 
geniigt wird. 

§ 324. Der ganze Vorgang beim Zusammenstoss kann nun genau 
so verfolgt werden, wie bei dem entsprechenden Problem in der Ebene. 
Der darstellende PunM T ivandert auf einer gewissen hehannten GurvC) his 
er die Linie heines Gleitens erreicht JEr geht dann auf der Linie heines 
Gleitens in soldier Riclitung weiter, dass die Ahscisse R ivdchst Den 
vollstdndigen Werth R^ von R fur den ganzen Zusammenstoss findet man 
durch Multiplication der Ahscisse R^ des PunMes^ in welchem T die Phene 
der stdrhsten Compression hremtj mit 1 -\-e, so dass also R^ = (1 + e) 

istj ivenn man unter e das Maass der Elasticitdt der heiden Korper ver- 
steht Die voUstdndigen Werthe der mr Wirlmng hommenden Reihungen 
sind die Ordinaten der Lage von T, die der Ahscisse R — R^ entsqmeht 

19 =" 


SeM man sie in die dyna^nischen Gleichungen (1), (2), (3), (4) ein, so 
Icisst sich die JBewegimg der leiden Korper grade nach dem Zusammen- 
stoss finden. 


§ 325. Da die Linie keines Grleitens auf der P^^'Ebene senkreclit 
steht^ so sind P und Q constant, wenn T auf dieser Linie wandert. 
Dalier kommt, wenn einmal die gleitende Reibung aufgebort bat, keine 
weitere Reibung inelir zur Wirknng. Hdrt daber das Gleiten in irgend 
einem Moment vor der Beendigung des Zusammenstosses auf, wie z. B. 
wenn die Korper entweder sebr oder vollkommen raub sind, so sind 
die ganzen Reibungsstosse durcb 


gegeben. 


JP ^0 


Q- 


^0 >'^ia Op 

a 


Wenn o der Bogen der durcb die Grleicbung (15) gegebenen Curve 
vom Coordinatenanfang an bis zu dem Punkt ist, in welcbem er die 
Linie keines Gleitens scbneidet, dann trifft der darstellende Punkt T 


die Linie keines Grleitens in einem Punkt, dessen Abscisse P = — ist. 

Sind die Korper so raub, dass “ < ” ist, so kreuzt der Punkt T die 

Ebene starkster Compression erst, nacbdem er die Linie keines Grleitens 

G 

passirt hat. Der ganze Kormalstoss ist daber durcb R == (1 -j- e) 

gegeben. Durcb Substitution dieser Wertbe von P, Q, R in die djna- 
miscben Gleicbungen findet man die Bewegung grade nacb dem Stoss. 


§ 326, Beisp. 1. 0 sei der Winkel, welchen die Ricbtung des Gleitens des 

einen Ellipsoids anf dem andem mit der x-Axe macbt; man beweise, dass 6 
wakrend des Zusammenstosses entweder bestandig zunimmt oder bestandig ab- 

nimmt. Wenn ferner der Anfangswertb von $ zwisclien 0 und ™ liegt, dann 

A 

JZ? 

nabert sicb 0 entweder oder 0, je nacbdem p grosser oder kleiner als q ist. 

ji 

Man zeige auob, dass der darstellende Punkt die Linie keines Gleitens erreicbt, 
wenn 0 einen dieser beiden Wertbe bat. 

BeisxD. 2. Wenn das Gleiten wilbrcnd des Zusammenstosses dieselbe Eicbtung 
bebalt und vor der Beendigung des Zusammenstosses aufbbrt, dann miissen die 

S V 

Korper so raub sein, dass a > ^ — - ist. 

CoP(l + e) 

Beisp. 3. Zwei raube Eugeln stossen widereinander ; man beweise, dass die 
Ricbtung des Gleitens wabrend des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Der Satz 
wurde zuerst von Coriolis aufgestellt. Ru de hiUard, 1836. Siebe § 322. 

Beisp. 4. Wenn zwei unelastiscbe Rotationskorper widereinander stossen und 
clabei der Scbeitel eines jeden der Beriibrungspunkt ist, zu beweisen, dass die 
Ricbtung des Gleitens wiihrend des Zusammenstosses dieselbe bleibt. Dieser und 
der nacbste Satz riibren von Pbilli^Ds her, 14. Band von Liouville’s Journal, 

Beisp. 6. Wenn zwei Korper, deren Hauptaxen fur ibre Scbwerpunlite 
parallel sind, sicb so treffen, dass ibre Scbweipunkte in der gemeinschattlicheii 
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Norroalen im Bcriihrungspunkt liegen unci wenn die Anfangsriclitung des Gleitens 
eincr Hauptaxe fiir jeden der beiden Schwerpunkte parallel ist, clann behalt das 
Gleitcn wiibrend des Zusammenstosses dieselbe Ricbtung bei. 

Beisp. 6. Z-wei Ellipsoide von gleicber Masse stossen mit den Endcn ibrer 
Axon c, c widereinander und es ist aa ca man beweise, dass die 

Ricbtung der Reibung -wabrend des Stosses constant bleibt. 

Beisp. 7. Eine Billardkugel rollt auf der Tafel obne zu gleiten und stdsst 
wider cine Bande; man finde die darauf folgende Bewegung. 

Die Ebcnc der Bande und der Tafel seien die xy- bez, ic^^-Ebene. Die Com- 
poncnten der Anfangsgescliwindigkeit des Scbwei’punktes parallel zur x- und ^-Axe 
seien — und — w und die Winkelgescbwindigkeit um die Vcrticale n. Nacb 
dem Abprall maebt der Ball eine Reibe von sebr kleinen paraboliseben Spriingen, 
die Icanin wabrnebmbar sind. Sebliesslieb kann man annebmen, der Ball rolle 
auf der Tafel. Diese Endbewegung ist durcb 

U' = — y y “1“ , 

W'= w + y (1 + y + e) w 

gegeben, worin y die kleinere von den beiden Grbssen: y und ^ — Y ist. 

[w^+iu + an)^y^ 

§ 327. Z^pei raulie Korper, die sich auf beliehige Art leioegen, 
stossen widereinander. Man finde die Bewegnng grade nach dem Zu- 
safumenstoss. 

Wir wollen die Bewegung auf Coordinaten bezieten, deren x- und 
y-A-XQ in der Beriilirungsebene im Punkt des Zusammenstosses liegen 
und deren ^-Axe die Normale ist. U, V, W seien die Componenten 
der Gescbwindigkeit des Scliwerpunktes des einen Kdrpers grade vor 
dem Zusammenstoss; u, v, w die Componenten der Gescbwindigkeit zu 
einer beliebigen Zeit t nacb dem Beginn, aber Yor der Beendigung des 
Zusammenstosses. Sly, SI;, seien die Winkelgeschwindigkeiten 

desselben Kdrpers um den Coordinatenaxen parallele^ durcb seinen 
Scbwerpunkt gebende Axen grade ror der Collision; cOy, die 
Winkelgescbwindigkeiten zur Zeit t. A, JB, C, D, E, F seien die Trag- 
beits- und Deviationsmomente um Axen, die den Coordinatenaxen 
parallel durcb den Scbwerpunkt geben. M sei die Masse des Kdrpers. 
Buebstaben mit einem Stricb mdgen dieselben Grdssen fur den andern 
Korper bezeiebnen. 

F, Q, JR seien die den Axen parallelen Componenten der in dem 
Korper M vom Beginn des Zusammenstosses bis zur Zeit t erzeugten 
Bewegungsgrdsse. — P, — Q, — R sind dann die Componenten der 
in derselben Zeit in dem andern Korper erzeugten Bewegungsgrdsse. 

(x, y, 0 ), {x , y, /) seien die Coordinaten der Scbwerpunkte der 
beiden Korper, auf den Berubrungspunkt als Coordinatenanfang be- 
zogen. Die Bewegungsgleicbungen sind daber 


A{(Ox — — F{a)y — ^y) — E{coz— ^z) — yE-\- ^Q\ 

— F{g>^ — + S{c3y -- ily) — D(g3,— ^^,) = — . (1) , 

— — P(cay — ^^y) + G((y, — = —xQ + yp\ 

M{^ — ZT) = P| 

jf(^_F)=<3 (2). 

M{w — W)^e\ 

Seclis ilhiiliclie Grleichuugen bestehen fiir den andern Korper^ die 
sich von den obigen nur dadurcb. unterscheiden, dass alle Bncbstaben, 
mit Ausnahme von P, P, mit einem Strich versehen sind iind 
P, Q, M andere Yorzeicben babea. Sie sollen die Grleicbungen (3) 
und (4) lieissen. S sei die Gescbwindigkeib, mit welcher der eiue 
Kbrper auf dem andern gleitet und 0 der Winkel, den die Ricbtung 
des Gleitens mit der Axe macht. C sei ferner die relative Compressions- 
geschwindigkeit. Es ist dann 

S cos 6 = u — a)y/ + G)Jy — + (Dy0 
P sin 0 = V — ojx + ( 0 x 0 — -y 4" 

Q = w — wjy + ^ + ^xy 

und durcb Substitution .aus (1); (2), (3), (4) in (5) nacb § 314 

Sq cos 6 — S cos 0 = aP -j- fQ + gR \ 

SqSUiO — Psin0 = /*P + + cZP • ‘ • (6)y 

C, — G=eP-\-dQ-^cR} 

worin 0^, Cq die Anfangswertlie von /S', 0, G sind, die sicb aus 
(5) ergeben, weim man fur die Bucbstaben ihre Anfangswerthe setzt. 
Die Ausdriicke fiir aj h, Cj d, e, f sind etwas complicirt, es ist jedocb 
nicht nbtbig, sie zu berecbnen. 

§ 328, Wir konnen nun den ganzen Vorgang beim Zusammen- 
stoss auf grapbiscbe Art verfolgen. Man trage vom Beriibrungspunkt 
0 aus auf den Coordinatenaxen die drei Lilngen OP, OQy OR ab, 
welcbe die drei Reactionen P, P darstellen sollen. Wenn sie dann, 
wie frilber, als die Coordinaten eines Punktes T angesehen werden, 
so stellt dessen Bewegung die Aenderung in den Kraften dar. Die 
Gleicbungen der Linie keines Gleitens findet man dadurcb, dass man 
in den beiden ersten Gleicbungen (6) 8 = 0 setzt. Wie man siebt, 
ist es eine Gerade. 

Die Gleicbung der Ebene der starksten Compression ergibt sicb 
aus der dritten Gleicbung (6), indem man 0=0 setzt. 

Im Anfang des Zusammenstosses gleitet der eine Korper auf dem 
andern so, dass die zur Wirkung kommende Reibung ihren Grenz- 


— 05,2/ 1 

— (OxA • • (5) 

(^yX) 


ZuBimimenstoas raulier elastisoher Korper (§ 327—329). 


wertl). hat. Die Bahn des darstellenden Punktes von seineni Ausgangs- 
punkt 0 aus ist, wie in § 321, durch ^ 


gegeben. 


dP dQ 


Wenn der darstellende Pnnkt 1 die Linie keines Gleitens er- 
reicht^ so liort fiir den Augenblick das Gleiten des einen Korpers auf 
dem andern auf. Es kommt dann nur so viel Reibung zur Wirkung, 
als liinreicht um Gleiten zu verhiiten, vorausgesetzt, dass dieser Betrag 
geringer ist als der Grenzwerth der Reibung. Wenn daher der Winkel, 
den die Linie keines Gleitens mit der li-Axe macht, kleiner als arctg^ 
ist, so bewegt sicli der Pnnkt T auf ilir. Ist aber der Winkel grosser 
als arc tg^, so ist mehr Reibung noting, um Gleiten zu verhiiten, als zur 
Wirkung gebracht werden kann. Demgemass behalt die Reibung 
ihren Grenzwerth bei, aber ihre Richtung andert sich, wenn S sein 
Vorzeichen wechselt. Der Punkt T wandert dann auf einer Curve, 
die durch die Gleichung (7) gegeben ist, wenn man 0 um tc vergrdssert. 
§ 194. 

Den vollstilndigen Werth von B fiir den ganzen Zusanunen- 
stoss erhalt man durch Multiplication der Abscisse des Pimktes, 
in welchem T die Ebene der starksten Compression kreuzt, mit 1 e, 
wo e das Maass der Elasticitat ist, so dass also B^ = B^(l ~|- e) ist. 
Die vollstandigen Werthe von P'und Q werden durch die der Abscisse 
Rjj entspreclienden Ordinaten dargestellt. Durch Substitution in die 
dynamischen Gleichungen lasst sich die Bewegung grade nach dem 
Zusammenstoss finden. 


§ 329. Die Bahn des darstellenden Punktes, bevor er die Linie 
keines Gleitens erreicht, wird durch Integration von (7) gefimden. 
Differenzirt man (6), so erhalt man 

(Z(jS'cose) adP fdQ edB a^icosO fpbsm6~\- e 

~ Jd'P~+MQ~+ddB ~ 7>^bs 0 + ^ 

welches sich auf 


_j_ — . j? cos 26-{-f sin. 2 0 0 4- “ ^1^^ 

2 2 ^ ^ 


— sin 20 + fcos 20 + — cos0 — — sin 0 

2 * ' (I 


reducirt, 

Aus dieser Gleichung ergibt sich 8 als Function von. B in der 
Form S = Af{6), worin die Constante A mit Hiilfe der Bedingung 
bestimmt wird, dass fiir 6 = S = Sq ist. Differenzirt man die erste 
der GL (6) und substituirt aus (7), so findet man 

— ^(^[cos 0 f{0)] = {(ICC cos 6 4" f*'/ ® ‘ • 

und daraus B = AB (0) B, wobei die Constante B durch die Be- 


dingung bestimmt ist, dass B fur 6 


6q verschwindet. Durch 
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Substitution dieser Wertbe von S und E in die beiden ersten Glei- 
chimgen yon (6) erbalt man dann P und Q durcli 6 ausgedriickt. 
Die drei Gleicbungen^ die P, E als Functionen von 6 geben^ sind 
die Gleichungen der Bahn des darstellenden Punktes. Man beacbte, 
dass die Tangente an die Babn in jedem Punkt mit der P-Aze einen 
Winkel maclit^ dessen Tangente ist. 

§ 330. Wenn sicb die Ricbtung der Reibung wahrend des Zu~ 
sammenstosses niclit iindert^ so ist 0 constant und gleicb 0^^ so dass 
man also 0 nicbt zur unabhangigen Variablen wablen kann. In diesem 
Fall ist F = (lE cois0Q, Q==fiE sin 0 q und der darstellende Punkt 
bewegt sicb auf einer Geraden^ die mit der P-Axe einen Winkel maclit, 
dessen Tangente ^ ist. Durch Substitution dieser Wertbe von P und 
Q in die beiden ersten Gleichungen (6) erbalt man 

— ^ . :Z . j sin20Q + f cos20q 4“ ■“ cosd^j — ~ sin^o = 0 (11) 

als notbwendige Bedingung dafiir, dass sicb die Ricbtung der Reibung 
nicbt ilndert. Ist umgekebrt diese Bedingung erfullt, so kann man 
den Gleichungen (6) und (7) dadurch genugen^ dass man 6 constant 
macbt. In diesem Fall ist auch leicbt zu seben^ dass die Babn des 
darstellenden Punktes die Linie keines Gleitens scbneidet. 

Ist Sq Null; so liegt der darstellende Punkt auf der Linie keines 
Gleitens. Ist der Winkel, den diese Gerade mit der E-Axe macbt, 

kleiner als arc tg ft, so wandert der darstellende Punkt auf ibrj ist er 

aber grosser, so ist mebr Reibung erforderlicb um Gleiten zu verbuten, 
als zur Wirkung gebraclit werden kann. Da Sq Null ist; so kennt 
man den Anfangs-wertb von 0 nicbt. In diesem Fall differenzire man 
die ersten beiden Gleichungen von (6) und setze /S' = 0; man sielit 
danU; wenn man dividirt, dass der Anfangswertb von 0 der Gleicbung 
(11) gentigen muss. Die Bedingung dafur, dass die Ricbtung der 

Reibung sicb nicbt iindert, ist daher erfllllt. Dieser Wertb von 0 

macbt den zu integrirenden Ausdruck in (9) unendlicb gross, in Folge 
dessen man die dortigen Folgerungen modificiren muss. Aus dem 
eben Gesagten gebt aber bervor, dass die Babn des darstellenden 
Punktes eine Gerade ist, die mit der P-Axe den Winkel arctg^t macbt 
und den ricbtigen Anfangswertb von 0 hat. 

§ 331, Es sei 


A 

— F 

— E 

yB— zQ 


B 


zP — xB 


— D 

C 

xQ — yP 

1 

1 

xQ — yB 

0 


und d die Determinante, welche man durcli Weglassen der letzten Yertioal- und 
Horizontalreihe erkalt, G' und seien die entspreolienden Ausdriicke fiir den 



2lt!P, 2P() in der Gleichting fiir die Flache zweiten Grades 

(i + it) + z « + i' 

worin E cine Constante ist, Ton der sich zeigen lasst, dass sie die Summe der 
lebendigeii Krafte der in den beiden Korpern erzengten Bewegnngen ist, wie in 
§ 314 erklllrt wurde. Es liisst sich ferncr zeigen, dass diese Gleicbung ein Ellipsoid 
darstellt, indeni man sie mit der in § 28, Beisp. 3 Tergleicht. 

Man beweise auch, dass a, c nothwendigerweise positiv sind und dass 
iibyp, hc>d\ ca>c^ 

Man zeige, dass man dadurch, dass man die Bezugsaxen um die P-Axe dreht 
imd dabei den riebtigen Winkel besclireiben lasst, f ~ Null maeben kann. 

Beisp. 2. Man beweise, dass die Linie keines Gleitens dem zu der Ebene, 
welcbc die Beibungen P und Q entbalt, conjugirten Durcbmesser parallel lauft. 
Man beweise auch, dass die Ebene stlirkster Compression die der Reaction B 
conjugirte Diametralebene ist. 


Beisp. 3, Die Linie keines Gleitens ist dor Durchsebnitt der Polarebenen 
zweier auf der P- und <J)-Axo gelegener Punkte, die yon dem Coordinatenanfang 
2 P 2P/ 

den Abstand bez. baben. Die Ebene starkster Compression 


'% cos Q„ 


sin0„ 


ist die Polareliene einos Punktes der U-Axe, der vom Coordinatenanfang um 
2E 

-77- abstebt. 


Beisp, 4. Die P^J-Ebene sebneidet das Ellipsoid in Beisp. 1 in einer Ellipse, 
dcren Axen die Ebene in vier Quadranten tbeilt; die Linie keines Gleitens trift't 
die P<3- Ebene in dem Quadranten, in welcbem das Anfangsgleiten yor sicbgebt. 


Beisp. 5. Eine durch den Coordinatenanfang gebende der Linie keines 
Gleitens parallele Gerade trifft die Ebene starkster Compression in einem Punkt, 
(lessen Abscisse B dasselbe Vorzeichen wie Cq bat. Daraus beweise man mit Hiilfe 
geometriseber Betraebtungen, dass der darstellende Punkt T die Ebene starkster 
Compression kreuzen muss. 


Beispiele 

(den „Examination PaiDers“ entnommen, die auf der TJniyersitat Cambridge und 
in den Colleges gegeben wurden). 

1. Ein Kegel drebt sicb mit bekannter Winkelgeschwindigkeit um seine Axe. 
Die Hobe beginnt abzunebmen nnd der Winkel zu wacbsen, wahrend das Yolumen 
constant bleibt. Man zeige, dass die Winkelgescbwindigkeit der Hbbe propor- 
tional ist. § 299. 

2. Eine kreisfomige Sebeibe drebt sicb in ibrer Ebene um ibr Centrum; 
cin Punkt des Umfangs wird festgebalten ; man bade die neue Winkelgescbwindig- 
keit. Siehe § 173. 

3. Ein gleicbfdrmiger Stab yon der Lange 2 a liegt auf einer glatten bori- 
zontalen Ebene und gebt durch einen Ring, der ihm gestattet, in der borizontalen 
Ebene frei zu rotiren. Dem Stab, dessen Mittelpunkt dem Ring unbegrenzt nabe 
liegt, wird eine Winkelgeschwin(iigkeit mitgetbeilt; man zeige, dass, wenn der 
Stab den Ring yerlasst, der Radiusyector des Mittelpunktes einen Sector be- 
sebrieben bat, dessen doppelter Flacbeninbalt ist. 

4. Eine elliptiscbe Lamelle rotbt um ibren Mittelpunkt auf einem glatten 
borizontalen Tiseb. oog, cog sind ibre Winkelgescbwindigkeiten, wenn das 
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Ende ilirei’ grossen Axe, ilir Brennpunkt, bezilglich das Ende ihrer kleinen Axe fest- 

7 6 5 

gebalten wird; man Toeweise, dass — == — • -I ist. Sielie § 308. 

^ 

6. Ein starrer Korper, der um den festen Punkt 0, fiir welcben die Haupt- 
trilgheitsmomente A, 0 sind, beweglicli ist, wird Yon einem Schlag von ge- 
gebener Grosse in einem gegebenen Punkt getroft'en. Die dem Korper so mit- 
gctlieilte Winkelgeschwindigkeit sei die grosstmogliche ; man beweise, dass, wenn 
(a, c) die Coordinaten des gegebenen Punktes auf die Hauptaxen ftir 0 be- 
zogen und (?, w, n) die Riclitungscosinusse des Scblages sind, 


a(J^ 
I \B^ 


al + bm + c^^ = 0, 



ist. 


6. p]ine clreieckige Lamellc ABC kann sich frei um ihren festliegenden 
Eckpunkt 0 bewegen. Ein Stoss tritffc B scnkrecht zur Ebene des Dreiecks. Man 
zeige, dass die Anfangsrotationsaxe von den durch 0 gelienden Geraden, welcho 
AB in drei gleicbe Tlieile zerlegen, die von B am weiteston abstehendc ist. 

Ersetzt man die Lamelle durcb ilire drei gleicliwerthigen Massenpunkte und 
setzt die Winkelbewegungsgrosse um BG gleich Full (§ 149), so haben offenbar 
die Massenpunkte in E und F (den Mittelpunkten von AG, AB) gleiche und 
cntgegengesetzte Anfangsgescbwindigkeiten. Daraiis folgt, dass die Momentanaxc 
Eh' halbirt und durch G geht. Betrachtet man die Axe als Transversalc des 
Dreiecks, so folgt daraus, was zu beweisen war. 

7. Ein Kegel, dessen Masse m und dessen Winkel an der Spitze 2a ist, 
kann sich um seine Axe frei bewegen. In seine Oberflache ist eine feine glatte 
Rinne eingeschnitten, welch e den constanten Winkel (3 mit seinen Erzeiigenden 
bildet. Ein schwerer Punkt von der Masse P bewegt sich auf der Rinne unter 
dem Einfluss der Schwere und das System befindet sich im Anfang in iiiihe, 
wobei der Massenpunkt den Abstand c von der Spitze hat. Man zeige, dass 

mP + Pc*sm*c£ “ 

ist, wenn 0 den Winkel bedeutet, um welchen der Kegel sich gedreht hat, wenn 
sich der Massenpunlct in irgend einem Abstand r von der Sxhtze befindet, und k 
der Triigheitsradius des Kegels fiir seine Axe ist. 

8. Bin Korper befindet sich in Bewegung um eine durch seinen Schwer- 
I)unkt 0 gehende Axe^ plotzlich wird der Punkt P in ihm festgehalten. Soil 
die neue Momentanaxe eine Hauptaxe fiir P sein, so ist der Ort der Punkfce P, 
wie man zeigen mdge, eine gleichseitige Hyperbel. 

Grade ehe P festgehalten wird, ist die ganze Bewegungsgrosse einem Paar 
G aquivalent, das in der zur Momentanaxe conjugirten Diametralebene in Bezug 
auf das Traglieitsellix)soid fiir 0 liegt (§ 118 oder § 310). Wird P festgehalten, ao 
kann man annehmen, der Korper befinde sich in Ruhe und das Paar G wirke 
auf ihn; er beginnt daher um die zur Ebene von G conjugirte Diametrallinie in 
Bezug auf das Trilgheitsellipsoid fiir P zu rotiren, siehe § 297. Nach dem Problem 
soli diese eine Hauptaxe sein; sic steht daher senkrecht auf der ihr conjugirten 
Diametralebene. Der Ort der Punkte P ist demnach derart, dass eine Hauptaxe 
fiir P einer festliegenden Geraden, namlich dem Loth auf die Ebene von G^ parallel 
ist. Nach § 51, Beisp. 4 ist der Ort eine gleichseitige Hyperbel. 

9. Ein Wilrfel rotirt mit der Winkelgeschwindigkeit co um eine seiner 
Diagonalen; eine Kante, welche die Diagonale nicht Irifit, wird ]plotzlich fest- 
gehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit co' um diese Kante durch 
4]/3 g)' = CO gegeben ist. 


Ebene in Bewegung 'befindlichen Massenpunkten greifen keine ausseren Kraffce 
an; man zeige^ dass 



ist, wenn man unter A die Summe der absolufcen in der Zeit t you den beiden 
nicht aufgewickclten Theilen des Fadens beschriebenen Flilclien und unter T die 
Spanniing dcs Fadens zu irgend einer Zeit versteht. 

11. Ein Stuck Drabt in der Gestalt eines Kreises liegt in Buhe so auf 
einem glatten horizontalen Tisob^ dass seine Ebene in Berilbrung mit ibm ist. 
Plotzlicb beginnt ein Insect mit gleicliformiger relatiyer Geschwindigkeit auf ibm 
zu wandern. Man zeige, dass sick der Drakt um scinen Mittelpunkt mit gleick- 
formiger Winkelgesckwindigkeit drekt, wahrend der Mittelpunkt selkst ini Raum 
einen Kreis mit gleickformiger Winkelgesckwindigkeit besekreibt. 

12. Ein gleickformiger Drakt von der Gestalt eines Kreises mit dem Radius 
a, der um einen festen Punkt seines Umfanges keweglick ist, liegt auf einer 
glatten, korizontalen Ebene. Ein Insect, dessen Masse der dcs Draktes gleicli ist, 
krieokt von dem Ende des Durckmessers aus, welckes dem festen Punkt gegen- 
iiker liegt, auf dem Drakt kin, wobei seine relative Gesekwindigkeit in Bezug 
auf den Drakt glcickfdrmig und gleick V ist. Man beweise, dass nack der Zeit t 
der Drakt sick um den Winkel 



gedrekt hat. 

13. Ein kleines Insect bewegt sick auf einem glcickformigen Stab, der die- 
selbe Masse wie dieses selkst und die Lange 2 a hat und dessen Endjiunkte gezwungen 

2 c(/ 

sind auf dem Umfang eines festliegenden Kreises vom Radius — rr zn bleiben. 

l/3 

Man nekme an, das Insect geke von dem Mittelpunkt des Stakes aus und seine 
relative Gesekwindigkeit in Bezug auf den Stab sei gleickformig und gleick Y 
und beweise, dass sick der Stab in der Zeit t um den Winkel 6 drekt, der sick 
aus atg0]/3= Vt ergikt. 

14. Eine rauke kreisformige Sekeibe kann sick frei in einer korizontalen 
Ebene um eine verticale durck ikr Centrum gekeude Axe dreken. Eine logarith- 
miseke Spirale ist auf der Sekeike aufgezeicknet und bat das Centrum zum Pol. 
Ein Insect, dessen Masse wmal so gross als die der Sekeibe ist, krieckt von dem 
Punkt aus, in welckem die Curve den IJmfang des Kreises sekneidet, auf ikr kin. 
Man zeige, dass sick die Sekeibe, wenn das Insect den Mittelpunkt erreickt, um 

den Winkel ~ tg a log(l + 2^^) gedrekt bat, worin a den Winkel zwisoken der 
Tangente und dem Radiusvector an irgend einem Punkt der Spirale bedeutet. 

15. In eine gleickfclrmige Sekeibe von der Gestalt eines Kreises, die uin 
ikren Mittelpunkt in ikrer eigenen Ebene (welcke horizontal ist) sick kewegen 
kann, ist eine feine Rinne langs eines Radius eingeseknitten. Die Sekeibe wird 
mit der Winkelgesckwindigkeit co in Rotation gesetzt. Eine kleine Rakete, deren 

Gewickt -i- desjenigen der Sekeike ketragt, wird in das innere Ende der Rinne 

gelegt und akgefeuert; wenn sie die Rinne verlassen bat, gesekiekt das Namlicke 
mit einer andern gleichen Rakete u. s. f. Man fincle die Winkelgesckwindigkeit 
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nach n solchen Operationen und zeige, class der G-renz-wcrtli tiers elben, wenn 
imbegrenzt zimimmt, ist. 

1C. Ein starrer Korper ist in Rotation um eine Axe durch seinen Scbwer- 
punlct begriffen-, plotzlicli wird ein gewisser Punkt des Korpers festgelialten nnc 
gleichzeitig die Axe freigelassen. Man findc die Gleichungen der neuen Momentan 
axe und beweise, class der Punkt, wenn cliese Axe der iirsprilnglicli festliegendei 
Axe parallel sein soil, in ciner Linie liegen muss, die clurcli die Gleichungen 

a^lx 4 “ h^my = 0 , 

— c‘) -f + (c^ — a-) y- 4- (a^ — h^)^=o 


dargestcllt wird. Dabci sincl die Hauptaxen durch den Schwcrpunkt die Coordinaten 
axen, c die Traglieitsradien fiir diese Axen und Z, vi, n die Richtungseosinussi 
der ursprunglicli festen Axe in Bezug auf sie, (§ 296.) 


17. Ein fester Korper rotirt mit gleicliformiger Geschwincligkeit q} um cin( 
feste Axe und enthlilt einen geschlossenen rohrenformigen Kanal von klcinen 
gleichformigen Quersclinitt, der mit einer nicht zusammendriickbaren Plussigkeit 
die sich in relativem Gleichgewicht befindet, gefiillt ist. Wenn die Rotation dei 
massiven Koi*pcrs plotzlich aufhort, bewegt sich die Plussigkeit in der Rohre mi 
der Geschwincligkeit die durch vl == 2Aco gegeben ist. Dabei ist A die voi 
der Projection der Axe der Rohre auf eine zur Rotationsaxe senlaechte Ebem 
beschriebene Plache und Z die Liinge der Rohre. 

Jedes Element von der Masse mds bewegt sich mit der Geschwindigkeit co', 
in einer Riclitung, die senkrecht auf der Ebcne steht, die das Element und di( 
Rotationsaxe enthalt. Der Normaldruck der Rohre zerstort jecle Bewegung, di< 

rdO 


senkrecht zur Rohre gerichtet ist, so class wir nur die Componente cor zr 


betrachten brauchen (§ 307)< Jedes Element stosst wider die anliegenden, dit 
Translationsbewegungsgrosse bleibt durch diesen Stoss jedoch unveranclert. Inte 
grirt man die Bewegungsgrosse liings der ganzen Rohre, so erhalt man 


woraus sich das Resultat ergibt. 


,Z^; = J^viayr^dO^ 


18. Eine Thiir ohne Schloss, welche die Gestalt einer rechteckigen Lamellt 
hat, ist an ihrem oberen Eclq^unkt mit einem Universalgelenk versehen, wahrenc 
sich an ihrem unteren ein kurzer Querbalken befindet, der senkrecht zur Ebenc 
der Thiir gleichmassig nach beiden Seiten vorsteht. Wenn nun die Thiir vor 
ihrer stabilen Ruhelage aus nach der einen und der anclem Seite schwingt, wire 
das eine oder das anclere Ende des Balkens ein fester Punkt. h ist die Hoh( 
der Thiir, Z^tga ihre Lange und der Winkel, den die Linien, wclche di( 
Enden des Balkens mit dem oberen Eckpunkt verbinden, miteinander bilden; mai 
zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Thiir durch die Stosse bei ihren 

Durchgang durch ihre Ruhelage in dem Yerhaltniss ^ n verminclen 

® ^ sin® a + (3 

wire! und dass die Zeit, welche zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stossen ver 
fliesst, wenn die Schwingungen klein werden, in clemselben Verhaltniss abnimmt 
wobei die Gewichte des Balkens und des Gelenkes zu vemachlassigen sind. 


il 


Kapitel VII. 

Die lebendige Kraft. 

Die Kraftefunction mid die Arbeit. 

§ 332. Zeit- und Raumintegrale. Wenn ein Punkt von der Masse 
m in der Richtung der mit der Anfangsgescliwindigkeit V ge- 

sclileudert wird und eine Kraft F in derselben Richtung an ikm an- 

greift, so ist die Bewegung durcli die Gleichung m-^ — F gegeben. 

Integrirt man sie in Bezug auf t und ist v die Gresch-windigkeit 
nach der Zeit % so hat man 

c 

m {v — V) F dt . 

Multiplicirt man beide Seiten der Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit und integrirt^ so erhalt man^) 

X 

r^) = jFdx. 

0 

Das erste Integral zeigt^ dass die Aenderung der Bewegungsgrosse 
dem Antrieb der Kraft gleich ist. Indem wir eine ahnliche Schluss- 

1) Man wird seiten Mathematiker in einen Streit verwickelt finden, wie der 
war, welciier 40 Jahre hindurck im vorigen Jakrliundert toTbte. Es handelte sick 
darum, zu bestimmen, wie die Kraffc eines sick bewegenden Korpers zu messen 
sei. Bis zum Jakr 1686 war das Maass das Product aus der Masse des KOrpers 
in seine Gresckwindigkeit. Leibnitz jedock glaubte einen IiTtkum in der all- 
gemeinen Meinung zu entdecken und wollte zeigen, dass das ricktige Maass das 
Product aus der Masse in das Quadrat der Gesckwindigkeit sei. Bald war ganz 
Europa in zwei Lager getkeilt. Deutschland kielt es mit Leibnitz und Ber- 
noulli, wakrend England dem alten Maass treu blieb und ikre Argumente mit 
Erfblg bestritt. Prankrcick war getkeilt; eine beriikmte Dame, die Marc^uise 
du Ckatelet war zuerst eine eifrige Ankangerin und dann eine Gegnerin der 
Leibnitz’scken Ansickten. Holland und Italien waren im Allgemeinen dem 
deutschen Pkilosopken giinstig gesinnt. Das Seltsamste bei diesem grossen Streit 
aber war, dass dasselbe Problem, von den Geometern entgegengesetzter Meinung 
gelost, dasselbe Resultat ergab; wie man auck die Kraft messen mockte mit der 
ersten oder der zweiten Potenz der Gesckwindigkeit, die Antwort blieb die nam- 
licke. Die Argumente und Erwiderungen, die von beiden Seiten vorgebrackt 


weise auf die Bewegung der dynamischen Systeme anwandten^ kamei 
wir im letzten Kapitel zu dem allgemeinen Princip in § 283 unc 
spilter zu seiner Anweudung auf die Bestimmung der Aenderungeu 
welche sehr grosse Krilfte hervorbringen^ die sebr kurze Zeit wirlcen 
Das zweite Integral zeigt, dass die Aenderung der lebendigen Krafi 
dem Raumintegral der Kraft gleicli ist. In diesem Kapitel ist es 
iin.sere Aufgabe, auch dieses Resultat auszudelinen und auf die all- 
gemeine Bewegung der Systeme ron Korpern aiizuwenden. 

§ 333. Die lebendige Kraft. Der bequemeren Darstellung wegei 
bat man den beiden Seiten unsrer Gleicbung Namen gegeben. Di( 
linke Seite beisst gewohnlicb die lehendige Kraft des Massenpunktes 
eine Bezeichnung^ die Leibnitz um das Jabr 1695 eingefubrt bat 
Die lebendige Kraft wird aucb die hinetisclie Energie des Massen 
punktes genannt. Die recbte Seite hat zu verschiedenen Zeiten yer 
schiedene Namen gefubrt. Sie wird jetzt allgemein die Arbeit de\ 
Krafi) F genannt. Wenn die Kraft nicbt in der Ricbtung der Be 
wegung ihres Angriffspunktes wirkt^ bedarf der Ausdruck Arbeit^ 
einer umfassenderen Definition, die wir im nacbsten Paragrapben be 
sprechen. 

§ 334. Die Arbeit. Eine Kraft F wirke an einem Punkt A eiiiei 
Korpers in der Ricbtung AB und der Punkt A bewege sich in eiiu 
andere Lage A, die sebr nabe bei A liegt. Wenn cp der Winkel ist 
den die Ricbtung AB der Kraft mit der Ricbtung A A der Verscbiebun^ 
des AngriflFspunktes macbt, so beisst das Product F • AA • cos cp di< 
Yon der Kraft verricbtete Arbeit. Wenn wir an die Stelle von cp dei 
Winkel setzen, den die Ricbtung AB der Kraft mit der der Ver 
scbiebung entgegengesetzten Ricbtung A A macbt, so beisst das Pro 

Avurden, findet man in Montucla’s Histoirej sie sind von grossem Interesse 
Hier jedocb mirde dies zu weit fukren. Der Kampf nahm scKliesslicb ein Ende 
als D’Alembert in seiner Abkandlung liber Dynamik zeigte, dass es sich mi 
um einen Wortstreit handelte. Er sagt: Wenn -wir von der Kraft eines in Be 
•wegung befindlichen Korpers sprechen, so verbinden -wir mit dem Wort entwede 
keinen klaren Sinn oder wir verstehen darunter weiter nichts als die Eigenschaft 
dass gewisse Widerstande von dem sich bewegenden Korper •dberwunden werde] 
konnen. Wir miissen daher diese Kraft nicht einfach nur nach der Masse uir 
Geschwindigkeit des Koipers schatzen, sondem nach der Beschaffenheit der tlber 
waltigten Hindemisse. Wir konnen sagen, dass die Kraft um so grosser ist, j 
grosser der uberwundene Widerstand ist, wenn wir unter diesem Wort nicht et 
dem Korper anhaffcendes angebliches Leben verstehen, sondem es einfach nur al 
eine ahgekiirzte Art betrachten, eine Thatsache auszudriicken. D ’A 1 ember 
weist dann darauf bin, dass es verschiedene Arten von Hindernissen gibt un< 
untersucbt, Avie sich ihre verschiedenen Arten von Widerstanden als Maass be 
nutzen lassen. Es reicht wohl bin, wenn wu- bemerken, dass der Widerstau' 
in manchen Fallen besser durch das Kaumintegral, die Albeit, in anderen besse 
durch das Zeitintegral, den Antrieb, gemessen wird. Siehe Montucla’s Ilistoin 
Vol. Ill imd Whewell’s Eistory, Vol. U. 
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auf ABy so ist die von der Kraft verrichtete Arbeit auch dem Pro- 
duct F • AM gleicb^ worin AM als positiv angeselien wird^ wenn es 
in die Richtung der Kraft fallt. 1st F' die Componente von F in der 
Ricbtung der Verschiebung, so ist die Arbeit aucb gleicli F'-AA'. 
Wirken mehrere Krafte^ so kann man auf diese Art die Arbeit jeder 
einzelnen finden. Die Sunanae aller ist die Arbeit des ganzen Krafte- 
systems. 

So definirt ist die einer unbegrenzt kleiuen Verscbiebung ent- 
sprecliende Arbeit einer Kraft dasselbe^ wie das virtuelle Moment der 
Kraft. In der Statik haben wir es nur mit den kleinen bypothetischen 
Verschiebungen zu tbun, die dem System bei der Anwendung des 
Princips der virtuellen Arbeit gegeben werden und reiclrt diese Defi- 
nition dalier liin. In, der Dynamik dagegen sind die Korper in Be- 
wegung, und wir milssen mithin unsere Definition der Arbeit so aus- 
debneU; dass aucb der Fall einer Verscbiebung von beliebiger Grrdsse 
einbegriffen ist. Wenn die Angriffspunkte der Krafte endliche Ver- 
scbiebungen erleiden, mlissen wir die Bahii eines jeden in Elemente 
zerlegen. Die an jedem Element verrichtete Arbeit lasst sich nach der 
obigen Definition ermitteln. Die Summe aller ist die ganze Arbeit. 

Man beachte, dass die Arbeit gegebener Krafte bei der Bewegung 
des Korpers von einer Lage in eine andere von der Zeit des Ueber- 
ganges unabhangig ist. Wie in § 332 festgestellt wurde^ ist die Arbeit 
ein Raum- und kein Zeitintegral, 

§ 335. Wenn zwei Krdftesysteme ciquivalent sind, so ist die iei 
einer Ueinen Verschiebung von dem einen verrichtete Arbeit der von dem 
andern verricJiteten gleich. Dies folgt sofort aus dem Princip der virtuellen 
Arbeit in der Statik. Denn wenn jede Kraft in dem einen System die 
umgekehrte Richtung erhalt, ohne dass ihr Angriffspunkt oder ihre 
Grdsse geandert wird, so halten sich die beiden Systeme Grleichgewicht 
und die Summe ihrer virtuellen Momente ist daher Null. Bringt man 
das Krilftesystem in seinen urspriinglichen Zustand zuruck, so miissen, 
wie man sieht, die virtuellen Momente der beiden Systeme gleich sein. 
Sind die Verschiebungen endlich^ so gilt dasselbe fiir alle aufeinander 
folgenden Elemente der Verschiebung und daher fiir die ganze Ver- 
schiebung. 

§ 336. Wir konnen jetzt einen analytischen Ausdruck fiir die 
Arbeit der Kiraftesysteme finden. {x, y, z) seien die rechtwinkligen 
Coordinaten eines Massenpunktes des Systems und die Masse des 
Punktes sei m. {X, Y, Z) seien die Componenten parallel den Coor- 
dinatenaxen der an dem Massenpunkt angreifenden beschleunigenden 
Krafte. mX, mY, mZ sind dann die dynamischen Maasse der wirkenden 
Krafte, Wir wollen annehmeu; der Massenpunkt bewege sich in die 


Lage x-\-dXy y dy , ^-\-dZy dann ist die Arbeit der Krafte der 
Definition zufolge 

Z(inX dx + mY dy + d^) (1), 

wobei sich die Snmme fiber alle Krafte des Systems erstreckt. Sind 
die Verscliiebungen der Korper endlich, so ist die ganze Arbeit 

dx Y dy -|~ Z d^ (^2^ ^ 

worin die Grrenzen des Integrals dnrcb die aussersten Lagen des Systems 
bestimmt werden. 

§ 337. Die Kraftefuiictioii. Wenn die Krafte derart sind, wie sie 
allgemein in der Natur auftreten, so lasst sicli beweisen, dass die 
Summe (1) in dem Yorigen Paragraplien ein Yollstiindiges Differential 
ist^ d. h. dass man sie unabhilngig von jeder Beziehung zwisclien den 
Coordinaten x^ 0 integriren kann. Die Snmme (2) lasst sicb daber 
als eine Function der Coordinaten des Systems ausdrficken. 1st dies der 
Fall, so heisst das imhestimmte Integral der Snmme (2) die Krdftefnnction, 
Der Name wurde der Function von Sir W. K Hamilton und Jacobi 
unabliangig von einander gegeben. 

Nennt man die Kraftefunction U, so ist die Arbeit der Krafte bei 
der Bewegung der Korper von einer gegebenen Lage in eine andere 
das bestimmte Integral Dg — worin Ui und Cg die Wertbe von U 
sindj welcbe den gegebenen beiden Lagen der Korper entsprechen. 
Daraus folgL dass die Arbeit von der Art, wie das System siefi aiis 
der ersten gegebenen Lage in die zweite bewegt, unabbangig ist. Mit 
andern Worten, die Arbeit hdngt von den Coordinaten der beiden ge- 
gebenen aussersten Lagen und nicht von deneii einer miUleren Lage ab. 
Wenn die Krafte derart sind, dass sie diese Eigensebaft haben, d. b. 
wenn sie eine Kraftefunction besitzen, bat man sie nacb dem Vorgang 
Yon Sir W. Thomson, jetzt Lord Kelvin, auch wolil ein conservatives 
Krdftesystem genannt. 

§ 338. Eine Kraftefunction existirt erstens, wenn die dusseren Krafte 
nach festen Centren in endlicJien Abstdnden gericJitet und Functionen der 
Abstdnde von diesen Centren sind und meitens, wenn die Krafte gegen- 
seitige Amiehungen oder Abstossungen der Massenpunlcte des Systems 
und Functionen der Abstdnde mischen den sich amiehenden oder ab- 
stossenden MassenpunMen sind. 

m^{f) sei die Wirkung eines festliegenden Kraftcentrums auf einen 
Massenpunkt m in der Entfernung r, die positiv gereebnet wird in der 
Eicbtung von r, d. h. von dem Kraftcentrum %veg. Die Summe (1) in 
§ 336 ist offenbar Emq) (r) dr. Sie ist ein vollstandiges Differential. 

Die Kraftefunction existirt daber und ist gleicb Em Cfp (r) dr . 


deren Abstand r ist und wie zuvor moge diese Kraft positiv genommeri 
werdeii; wenn sie abstdsst. Die Summe (1) wird dann 

Die Kraftefunction existirt mitbin und ist gleicb Umm'J^^{r)dr . 

Ist die Anziehung dem reciproken Quadrat desAbstandes proportional^ 
so wird g? (r) = — ^ und das Integral ~ * Die Kraftefunction unter- 
scheidet sich also von dem Potential durcb eine constante Grrosse. 

§ 339. OfPenbar entbalt die Definition der Kraftefunction Nichts, 
was uns dazu zwange^ Cartesiscbe Coordinaten zu gebraucben. Wenn 
P, Qj etc. Elrafte sind, die an einem Massenpunkt angreifen, Qdq_y 

etc. ilire virtnellen Momente, m die Masse des Punktes^ dann ist die 
Kraftefunction 

17= EmJ* (Pdp + Qdq + etc.); 

wobei sicli die Summirung fiber alle Krafte des Systems erstreckt. 

Beisp. 1. Sind (^, qp, ss) die Cylinder- oder lialbpolaren Coordinaten des 
Massenpunktes m; Z die Componenten der Krafte in der Riclitnng und 

senkrecht zu p und in der Richtung von zu beweisen, dass 

dU= Em (Pdlp + + Zdz) ist. 

Beisp. 2. (?’, 0, go) seien die Polarcoordinaten des Massenpunktes w; P, M 
die Componenten der Krafte langs des Radiusvectors , senkrecht zu ihm in der 
Ebene von 0 und senkrecht zu dieser Ebene; man beweise, dass 

dU= Em (Pdr QrdB~\- Pr sin Bd(p) 
ist. 

Beisp. 3, {x^ seien die schiefwinkligen Cartesischen Coordinaten von 

w; X, Y, Z die Componenten langs der Axen; man beweise, dass 

d C7'= Em [Xiclx + vdy -f i^dz) + Y{vdx + + ^dz) + Z{iidx + '^dy + dz)] 

ist, wo (;i, iij v) die Cosinusse der Winkel zwischen den Axen yz^ zx bez. xy be- 
deuten. Der Satz ist von Poinsot. 

§ 340. Wemi ein System eine Jdeine Versehiebung ds parallel einer 
gegebenen Qeraden und eine Drehung dd um diese Linie erleidet, stellen 

3 XT 3 XT 

die partiellen Differentialquotienten ^ und die Componenten aller 

Krafte in der Bichimng der lAnie und das Moment der Krafte um 
sie dar. 

dU die Summe der virtuellen Momente aller Krafte in Bezug 
auf eine beliebige Yerrfickung ist, so hangt es von irgend welcbeu 
speciellen Coordinatenaxen nicht ab. Die Gerade; auf welcber ds ge- 
messen wird, sei die 0 -Axe. Bebalt man die frfihere Bezeicbnung bei, 
so ist 

dU == SmiXdx Ydy Zd 0 ), 


Eolith, Dyuamik. I. 
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Es ist aber = 0 , dy — ^ xmA = dSj dalaer 

dU = ds ■ SmZ. also = EmZ . 

^ ds 

Darin becleutet dU die Veranderung von die durcb die alleinige Ver 
schiebung des als ein Korper betracbteten Systems nm die Strecke d^ 
parallel einer gegebenen Geraden liervorgebraclit wird. 

Das Moment aller Krllfte nm die 0 -Axe ist ferner Em{xY — yZ) 
aber dx = — y dO, dy = x dO und = 0. Daber wird dieses Mo 
ment 

^ Ydy +Xdx + Zd0 dU 
~ dO ~ do' 

Hier wird dU als die Aenderung augeselaen^ die an U durcli die 
alleinige Rotation von der Amplitude dO des als ein Korper betracbtetei 
Systems um die gegebene Axe liervorgebracbt wird. (§ 342 — 349.) 

§ 341. Da die Krilftefunction viel gebraucbt werden wird, so isi 
es vortheilbaft, sicb Fertigkeit in dem Niederscbreiben ihrer verscbie 
denen Pormen zu erwerben. Die folgenden Beispiele sind als die zi 
diesem Zweck geeignetsten aiisgewablt worden. 

§ 342. Die Arbeit der Scbwere. Ein System von Korpern steh 
nnter der Wirlmng der Schwere. Ist M die gan0e Masse^ h die von den 
SchwerpunM des ganzen Systems durchfallene Streche^ so ist Mgli dii 
von der Schtuere verrichtete Arheit. Siebe § 140. 

Die ^-Axe sei yertical und ihre positive Richtung geke abwarts. In der Summi 
(1) des § 336 ist dann X==0, y=0, Z=g. Dahcr dU = Xmgdz. Bedeute 
z die Tiefe des Schwerpunktes unter der ajy-Ebene und C eine Constante, so finde' 
man JJ~Mg'0-\-G und wenn man die Grenzen nimmt, ohne Miihe die gesucbt( 
Antwort. 

Arbeitseiiibeiten. Die tbeoretiscbe Einbeit der Arbeit ist die voi 
der dynamiscben Krafteinbeit langs der Raumeinbeit verricbtete Arbeit 
Eine praktiscbe Einbeit kann das Resultat unseres Beispiels liefern 
Man kann die Arbeit, welcbe dazu nothig ist, den Scbwerpunkt einei 
gegebenen Masse an einer gegebenen Stelle auf eine gegebene Hdb( 
zu heben, zur Arbeitseinbeit nebmen. Als Krafteinbeit wird das Ge 
wicbt eines Cubikdecimeters cbemiscb reinen Wassers im Zustand dei 
grossten Dicbtigkeit (4^,1 0.) benutzt; sie beisst Kilogramm. Di( 
Langeneinbeit ist das Meter und die Arbeitseinbeit daber das Meter- 
kilogramm. Der Ausdruck Pferdekraft bezeichnet die in der Zeit 
einbeit geleistete Arbeit. Die Einbeit der Pferdekraft nimmt man zi 
75 Meterkilogrammen in der Secunde an. Die Nutzleistung eine] 
Dampfmascbine ist die durcb den Verbraucb eines Kilogramms Koblei 
geleistete tbatsacblicbe Arbeit. 

Beisp. 1. Eine Kraft theilt einem Punkt, dessen Masse so gross, wie die 
eines Kubikmeters Wasser ist, eine Geschwindigkeit von einem Meter in der Minute 
mit. Man finde die Arbeit in Meterkilograinmon und Pferdekraften. 


(a 1000 kg), wenn 8000 effective Pferdekrilfte erforderlich sind, ilin 17 Knoten 
(a 1850 m) oder 32 Kilometer in der Stunde vorwarts zu bewegen. 

[Londoner TJniversitat, 1886.] 

Beisp. 3. Ein Eadfahrer auf einem Dreirad, der 90 kg mit Einschluss des 
Eades wiegt, falirt mit der gleicliformigen Gescliwiadigkeit von 13 Kilometern in 
der Stunde eine Strasse liinab, die eine Neigung von 1 ; 100 bat, muss dabei 
den Widerstand der Luft und Strasse liberwinden und gebraucht die Pedale 
nicht. Man beweise, dass er, um eine Steigung von 1 .* 200 mit derselben Ge- 
schwindigkeit hinaufzukommen , an den Pedalen mit etwa 0,064 Pferdekiilften 
arbeiten muss und dass der mittlere Druck auf jedes Pedal dann etwa 5,748 kg 
betvagt, vrenn man annimmt, dass die Kurbeln 12,7 cm lang sind und 100 Urn- 
drebungen in der Minute maclien. [Londoner TJniversitat, 1886.] 

Beisp. 4. Man bevreise, dass der Betrag an Arbeit, der dazu erforderlich 
ist, den homogenen Inbalt einer sebr Ideinen konisclien Hoblung, deren Spitze im 
Erdmittelpunkt liegt, auf die Oberflache der Erde zu heben, der Arbeit gleicb ist, 
die dazu noting ist, die ganze Masse des Inlialts von der Oberflilcbe aus um eine 
Strecke in die Kobe zu heben, die einem Funftel des Erdradius gleichkommt, 
vorausgesetzt, dass die Schwerkraft als constant angesehen wird. [Coll. Exam.] 

§ 343. Die Arbeit eines elastischeu Fadens. Beisp. Werm die 
Liinge eines elastisclien Fadens oder Stabes, der gleiclimdssig ausgedehni 
ist, sicli ilndertj so ist die durcli die Spanmmg verrichtete Arbeit das 
Product aus der Coinpression der Lange und dem arithnetiscJien Mittel 
der Anfangs- und JEnds^mnnung. 

Die Lilnge andere sich von r auf r. q sei eine Lange, die zwisclien beiden 
liegt, I die Lange des unansgedehnten Fadens nnd JS die Elasticitatsconstante. 

Die Spannung ist T— E — y - nnd wirkt entgegengesetzt zu der Eichtung, in 

welcher q gerechnet wird. Die Arbeit, welche verrichtet wird, wahrend sich $ 
auf Q-\-dQ ausdehnt, ist daber — TdQ. Integrirt man von 9 = r bis ^ = so 

JEj 

findet man die erfordeiiicbe Arbeit (r — Q®], woraus sich das 

A b 

gesucbte Eesultat ohne Weiteres ergibt. 

Wenn der Faden scblaff wird, so verscbwindet die Spannung und keine 
Arbeit wire! verriebtet, ebe niebt der Faden wieder straff wird. Wendet man mm 
iinsere Begel an, so ist die Co 7 iipression der Unterscliied swischen den beiden 
Endldngen, wenn der Faden in beiden straff ist, obne Eucksiebt darauf, ob er 
wahrend der versebiedenen Aenderungen der Lange, die bei dem Vorgang vor^ 
gekommen sein mogen, zeitweise scblaff gewesen ist oder niebt. Ist der Faden 
in einem der beiden Endzustande scblaff, so muss man bei der Bereebnung der Com- 
pression annebmen, der Faden babe in ihm seine Lange in unausgedebntem Zustand. 

Handelt es sich um einen Stab, so wird die Spannung negativ, wenn der 
Stab zusammengedriickt wird und die Eegel ist giiltig, so lange der Stab grad 
bleibt und man annebmen kann, dass das Hooke’sebe Gesetz gelte. (Die Ver- 
kilrzung soli dem Druck proportional sein.) 

Aucb wenn der Faden niebt grade, sondern gleicbmassig tiber eine Flacbe 
oder in einer dtinnen Eobre gespannt ist, ermittelt man die Arbeit auf dieselbe 
Art. Um dies zu beweisen, tbeile man den Faden in Elemente, von denen jedes 
als grade betrachtet werden kann. Ist nun der ganze Faden gleicbformig aus- 
gedehnt, so ist die verrichtete Arbeit das Mittel der Spannungen mit der Summe 
der Contractionen aller Elemente multiplicirt. Die letztere ist aber offenbar die 
Contraction des ganzen Fadens. 
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Wenn die Flache festliegt, so kann sich der Faden nicbt zusammenzieben 
ohne dass sich wenigstens ein Ende bewegt; die Arbeit wird alsdann an dieserc 
Ende verricbtet. 

Bewegt sich die Flacbe und liegen die Eiiden des Fadens im Raum fest, sc 
wircl die Arbeit niittelst der Reactionen auf die Flacbe iibertragen. Hat dei 
Faden keine Effectivkrafte , so sind diese Reactionen an den Punkten By ar 
welcben der Faden die Flacbe verlasst, init den Spannnngen im G-leicbgewicbt 
Die Flacbe moge nnn eine kleine Yerriickung erfabren. Hacb dem Princip dei 
virtuellen Arbeit ist dann die von den Reactionen auf der Flacbe verricbtete Arbeil 
der von den beiden gleicben Spannungen an den Punkten A und B verriebteter 
gleicb, Diese Arbeit ist aber das Product aus der momentanen Spannung und dei 
Contraction cles Fadens, d. b. — Tdq. Erhalt die Flacbe eine endlicbe Yerruckung, 
so ist die Arbeit das Integral dieses Ausdrucks und die Regel bleibt dieselbo wie 
zuvor. 

Sowobl wenn der Faden Masse, als wenn er keine bat, kann man jedes ein- 
zelne seiner Elemente als einen sicb bewegenden Korper betraebten, Rir dessen 
Bewegung die Gleicbung der lebendigen Kraft gilt. Die durob das Zusammen- 
zieben aller Elemente verricbtete Arbeit ist so anzuseben, als ob sie fiber alle 
Korper vertbeilt sei. Die durcb die gleicben und entgegengesetzten Reactionen 
zwiseben dem Faden und der Flacbe verricbtete Arbeit ist dann Null. 

§ 344. Die bei der Vereinigiing voii Kbrpern verrichtete Arbeit. 
Beisp. 1. nij m' seien die Massen zweier Punkte, die einander mit dei 

Kraft anzielien, unter r ihren Abstand verstanden. Man zeige, 

dass die Arbeit der gegenseitigen Kraft, ivenn sie sich aus unendlicJi 
grosser Entf'ernung bis m dem Abstand r von einander beivegt haben. 

ist. Dies ergibt sich aus § 338. Stossen sich die Massenpunkte 

ab^ so betrachte man entweder m oder m' als negativ. nennt man 
das Potential von mi) 

Beisp. 2. Zwei endliche Massen M, M' mogen einander anzieheu 
nnd gegebene Lagen einnehmen. Man beweise, dass die Arbeit, welche 
die Anziehung der einen in ihrer gegebenen Lage festliegenden Masse 
verrichten muss, urn die Massenpunkte der andern aus unendlicb 
grossen Entfernungen in ihre gegebenen Lagen zu bringen, dieselbe ist, 
wie die, welche die Anziehung der zweiten verrichten muss, um die 
Massenpunkte der ersten aus der Unendlichkeit in ihre Lagen zn 
bringen. Man beweise ferner, dass man diese Arbeit fndetj wenn man 
beide Korper in ihren Endlagen nimmt und die Masse eines jeden Ele- 
mentes des einen mit dem Potential des andern fur dieses Element multi 
plicirt und dann ilber das Volumen des ersten Kbrpers integrirt 

Dieses Integral nennt man auch die gegenseitige Arbeit oder das 
gegenseitige Potential der beiden Korper. 

Wir wo lien annebmen, man babe zwei Systeme sicb anziebender Massen- 
punkte, die wir durch m^y etc., mfy mfy etc. darstellen und die Massenpunlcte 
des einen Systems zogen die des andern, aber nicbt die des -eigenen Systems an. 
Die Punkte , etc. mogen gegebene Lagen einnebmen nnd ein Punkt vi des 

zweiten Systems werde aus unendlicb grosser Entfernung in eine gegebene Lage, 
z. B. diejenige gebraebt, die die Abstancle rg, etc. von den Punkten Wj, 
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( ‘ill’ \ 

+ -7^ + etc. ) = m' F, worin V das Po^ 
^1 ^2 ’ 

tential der anziehenden Massen ftir die gegebene Lage von m ist, 

Wir woilen nun nacbeinander alle Massenpunkte ^ etc. aus unend- 
lich grossen Abstilnden in ihre gegebenen Endpositionen durch die ausschliess- 
licbe Anzielumg der Massen 771^, etc. bringen. Die gauze Arbeit ist 

welcher man auch die symmetrische Gestalt geben kann, wenn r der Ab- 


stand zwischen den Massenpunkten 771 ist und 2 die Summirung fiir alle 
Combinationen eines jeden Punktes des einen Systems mit jedem Punkt des an- 
dern angibt. Aus dieser symmetriscben Form folgt der erste Theil des Satzes. 

Wenn die Massenpunkte Elemente sind, so ist, wie man siekt, die Arbeit, eine 
Masse M' durch die Anziehung der in gegebener Lage befindlichen Masse itTin einer 

gegebenen Position zu sammeln, ^ '^^^orin F das Potential der Masse M fur 
dieEndlage von d 77 i' ist und die Integration sich iiber die ganzeMasse vonilf'erstreckt. 


Beisp. 3. WeniL die materiellen Puukte, die irgend einen Eorper 
zusammensetzen.; von einander getrennt waren^ so kann man dadnrch, 
dass man sie sich nahern lasst^ dui'ch ihre gegenseitigen Attractionen 
Arbeit verrichten lassen. Die so erhaltene Arbeit ist am grossten, 
wenn die Punkte sich aus unendlich grossen Abstanden vereinigen. 
Es sei nun dv ein Volumenelement eines festen Kdrpers, welches nach 
dem Newton’sche Gresetz anzieht, q die Dichtigkeit des Elementes^ F das 
Potential des festen Korpers fiir das Element dv^ man beweise, dass die 
Arbeit, die geleistet werden muss, um die materiellen JPunlcte, ivelche die 
Masse msammmseUen , aus unendlich grossen Abstanden m sammeln, 

j f Vp dv ist. 

Das Problem, die Arbeit zu bestimmen, welche die Kdrper, die 
das Sonnensystem bilden, durch ihre Zusammenziehung in eine feste 
Masse leisten konnen, ist von verscliiedenen Naturforschern untersucht 
worden. Sir W. Thomson hat berechnet, dass die potentielle Energie 
Oder die Arbeit, welche das heutige Sonnensystem durch Vereinigung 
der Planeten mit der Sonne leisten kann, 53x10^® Meterkilogramm 
betragt. Edin. Trans. 1854. 

Indem wir die Massenpunkte einen nach dem andern an ihren 
richtigen Platz bringen, finden wir die ganze Arbeit durch Multipli- 
cation der Masse eines jeden mit dem Potential der bereits vereinigten 
Masse fiir ihn und Addition der Producte. Wir werden beweisen, dass 
man dasselbe Resultat erhalt, wenn man die Masse eines jeden mit de^n 
Potential der gamen schliesslicli vereinigten Masse fur ihn multiplicirt 
und nur die Hdlfte der Summe nimmt. 

Wi, etc. seien die Massen der Punkte; (1, 2); (2, S); etc. seien bei der 
schlies slick en Anordnung die Abstande zwiscken den Massen bez. 

etc. Nekmen -wir an, die Punkte . . . , seien an ikre ricktige Stelle 

kereits gebrackt worden und bringen wir aus der Unendlickkeit ker durck die 
Anziekung von ..., an seinen Platz. Die Arbeit ist 
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Dabei wird einmal mit jeder der Massen . . . , zusamnien- 

genoinDien. Bringt man nun naclieinander Unencl- 

lichkeit heran, so crliiilt man fur jedes eine abnlicbc Rcilic imd mi thin wird 
einmal mit jeder dieser Massen bei ilirem Einbringen zusammengenommeu. Dahor 
wird mit jeder Masse mitAusnalime von sicli sclbst einmal ziisammengenommen. 
Sind m, w! die Massen zweier beliebiger Punlite, r ibr Abstand bei der schlicss- 

licben Anordnung, so lilsst sich die Arbeit in der Form V scbreiben. 

In der gegebcnen scbliesslichen Anordnung ist das Potential liir den Masscn- 
punlft aller Massenpunkte mit Ausnahme des Punktes selbst 






+ 




+ etc. 


(1, 2) ‘ (1, 3) 

Fg , Fg mbgen abnlicbe Bedeutung baben. Wir wollen nun untersucben, -wic oft 
die Masse in dem Ansdruck F^ -|~ Fg + etc. vorkommt. In F^ tritt 
sie einmal auf mit 7n^ combinirt, einmal in FgWg mit combinirt u. s. f. 
Scbliesslicb kommt sie in F^^m^ wieder mit jeder andern Masse combinirt vor. 
Im Ganzen ist daher sweimal mit jeder andem Masse combinirt. Baraus folgt, 
dass die Arbeit, den Kdrper in die gegebene Anordnung zu vereinigen, 


u== + ■ ■ •) = 

ist. 

Bei der Ermittlung des Potentials eines festen Koi’pers fur einen PunM V 
kann man die Materie innerbalb eines den Punkt P einscbliessenden unbegronzt 
kleinen Elementes vernacblassigen , wenn seine Bicbtigkeit endlicb ist. Benn da 
das Potential „die Masse durcb den Abstand dividirt^ ist und die Masse wie die 
dritte Potenz der linearen Bimensionen variirt, so folgt daraus, dass das Potential 
ilbnlicber Figuren filr abnlich gelegene Punkte wie das Quadrat der linearen Bi- 
mensionen variirt und verschwinden muss, wenn die Masse elemental’ und der 
Abstand unbegrenzt klein wird. Wendet man daber die Form U — ~EYm auf 
einen festen K£)rper an, so kann man Qdv fur 7n scbreiben und von F annchmcn, 
dass es das Potential der ganzen Masse fur das Element dv sei. 

Beisp. 4. Bie Massenpunkte, welcbe eine bomogene Kugel von der Masse M 
und dem Badius r zusammensetzen , waren ursprunglicb unendlicb weit von ein- 
auder entfernt. Man beweise, dass die durcb ibre gogenseitigen Anziebungen vcr- 
s AJT ^ 

ricbtete Arbeit ist. 

5 r 

Beisp. 6. Bie Massenpunkte eines bomogenen Ellipsoids, dessen Masse M 
ist und dessen Halbaxen a, c sind, werden aus unendlicb grosscn Abstanden 
gesaromelt; man beweise, dass die Arbeit 


ist. 




dl 




Beisp. 6. Die Arbeit; die Massenpunkte zweier Massen, von denen 
die eine vollstandig ausserkalb der andern liegt, von unendlicb. weiten 
Abstanden her zu sammeln; ist die Summe der Arbeiten, jede fiir sick 
zu sammehi; plus ihrem gegenseitigen Potential. 

Liegt die eine Masse vollstandig innerbalb der andern, so ist die 
Arbeit, ibre Differenz zu sammeln, die Summe der Arbeiten, jede fiir 
sicb zu sammeln^ minus ihrem gegenseitigen Potential. 
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Der erste Satz ist leicht einzusehen. AT, AT' seien die bereits versainmelten 
Massen, und man bringe einen nenen Massenpunkt aus der unendlicli grossen 
Entfernung zur Masse beran. Die an diesem Massenjmnlit verricbtete Arbeit 
ist ofi’enbar die Summe 1) der Arbeit der Anziehung von M und 2) der An- 
ziebung von M' , Die erste ist ein Zusatz zii der Arbeit M. zu sammeln und 
die zweite ein Zusatz zu dem gegenseitigen Potential von M und AT'. 

Aus dem ersten Satz folgt durcb Umstellung, dass die Arbeit M zu sammeln 
der Arbeit + M') zu sammeln gleicbkommt minus der Arbeit AT' zu sammeln 
minus dem gegenseitigen Potential von M und M'. Nun ist das gegenseitige 
Potential von M und Af' dem gegenseitigen Potential von (Af -f- AT') und AT' 
gleicb, wenn man zweimal die Arbeit, Af' zu sammeln, abziebt. Daraus ergibt 
sicb der zweite Satz. 

Beisp. 7. Eine Quantitilt bomogener Materie mrd durcb zwei Kugelober- 
flacben begrenzt, welclie sicb nicbt scbneiden und von denen die eine vollstandig 
innerbalb der andern liegt. Die Radicn der Kugeln seien a und 5, der Abstand 
ibrer Mittelpunkte e. Man bcweise, class die Arbeit, diese Materie aus unendlicb 
weitcr Feme zu sammeln, 

— i-+io +-y-J 


§ 345. Arbeit des Driickes gasfdrmiger Kbrper, Beisp. 1. Eine 
Umhiillung von beliebiger Gestalt, deren Volumen v ist, enthalt Gas 
imter dem gleicliformigen Druck Der Druck des Gases pro Flacben- 
einlieit sei eine Function des von ihm eingenommenen Volumens; man 

b 

beweise, dass die durch die Dmchlcrdfte verriclitete Arbeit J^pdv ist, zvenn 

a 

das Volumen von v ^ a bis v =^b wdcJist 

Man tbeile die Oberflacbe in Flacbenelemente , von denen jedes = dJa ist, 
pdc stellt dann den Druck auf da dar. Hat sicb das Volumen auf v dv vcr- 
grossert, so moge ein Element da die Lage dd einnebmen und dn sei die Lange 
des von dem Mittelpunkt von da' auf die Ebene von da gefallten Lotbes. 

pdadn ist alsdann die durcb den Druck auf vemcbtete Arbeit und p Jdadn 

die auf der ganzen Flacbe verricbtete Arbeit, dadn ist aber das Volumen des 
scbiefen Cylinders, dessen Basis da und gegeniiberliegende Flacbe da' ist, so dass 

also J^dadn den ganzen Zuwacbs des Volumens bedeutet. Die ganze Arbeit bei 
einer Zunabme des Volumens um dv ist daber pdv. 


Beisp. 2. Eine Umbiillung in der Gestalt einer Kugel vom Radius a ent- 
billt Gas von dem Druck P. Man nebme an, der Druck des Gases pro Flacben- 
einbeit sei dem von ibm eingenommenen Volumen umgekebrt proportional und 
beweise, dass die Arbeit, welche erforderlicb ist, um die Umbiillung in eine Kugel 

vom Radius h zusammenzudriicken, ist. 

Beisp. 3. Eine Hiille von beliebiger Gestalt entbalt Gas; die Gestalt iindert 
sicb, aber das Volumen bleibt dasselbe. Man zeige, dass die auf der ganzen 
Oberflacbe verricbtetete Arbeit Null ist. 


Beisp. 4. Ein bobler Cylinder entbalt gleicbe Massen zweier verscbiedener 
elastiscber Fliissigkeiten unter demselben Druck P, die durcb einen Kolben obne 
Gewicbt von einander getrennt sind. Man zeige, dass die Arbeit, welcbe dadurcb 
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verricbtet wird, dass man den Kolben bcwegt, bis die Dicbtigkeiten der beiden 

Fliissigkeiten vertauscht sind, VA{a — &)log ist, worin A den Flacbeninbalt des 

Kolbens, a, h die Langen der von den beiden Fliissigkeiten eingenommenen Tbeile 
des Cylinders sind. [Pembroke College, 1868.] 


Beisp. 5. Fine Luftmasse von der gleichformigen Dicbtigkeit p(l + 6 ') wt 
in eine Umbullung eingescblossen und von Luft umgeben, welche die Dicbtigkeit 
der Atmospbare 9 bat. Wenn sicb die Masse ausdebnt, bis ibre Dicbtigkeit der- 
jenigen der Atmospbare gleicbkommt, zu beweisen, dass die verricbtete Arbeit 

h ^log(l + 5 ) — ist, unter Ic das Product aus dem Druck und demVolumen ver- 


standen. Wenn s klein ist, so wird die Arbeit nabezu 
Scliall wird davon Anwendung gemacbt. 


-/ts*. In der Lebre vom 


§ 346. Die Arbeit der Momentankriifte. Beisp. 1. Eine Momentan- 
kraft wirkt auf einen Korper in einer im Raum festliegenden Richtung. 
F sei die gauze durch die Kraft erzengte Bewegungsgrosse, die 

Componenten der Geschwindigkeit des Angriffspunktes in der Richtung 
der Kraft grade vor und grade nach dem Stoss; man zeige, dass die 

durch die Mofnentanhraft verrichtete Arheit F ist. Den Satz 

findet man in Thomson und Tait^s Natural Philosojpliy. (Art. 309.) 

Wenn eine Kraft auf die gewobnlicbe Art durch die in der Zeiteinbeit er- 
zeugte Bescbleunigung multiplicirt mit der Masse gemessen wird, so wbd die 
Arbeit durcb das Product aus dieser Kraft und der Componente der Verscbiebung 
gemessen. Momentankrafte jedocb werden nicbt so gemessen, man kann diese 
Regel daber nicbt direct anwenden, um die Arbeit einer Momentankraft zu finden. 

Man betracbte die Stosskraft als die Grrenze einer endlicben Kraft, die 
wabrend sebr kurzer Zeit T in der festliegenden Richtung wirkt. Die Richtung 
der a; -Axe sei der festen Richtung parallel und X sei die gauze wabrend der Zeit 
vom Beginn des Stosses an, mitgetbeilte Bewegungsgrosse. Hier ist t irgend eine 
Zeit, die kleiner als T ist und X variirt von 0 bis P", wenn t von 0 bis T variirt. 

d IK. 

Da ferner X die ganze Bewegungsgrosse bis zur Zeit t dargestellt, so ist 

die auf den Korper wirkende bewegende Kraft zur Zeit t. iv sei die Gomj^onenU 
der Geschwindiglceit des Angriffspunktes zur Zeit t, Uq und die Wertbe von 
•wenn t = 0 und t ^ T ist. .Da udt die in der Zeit dt von dem Angrifispunkt 
der Kraft X bescbriebene Strecke ist, so betragt die in der Zeit T verricbtete 

F 

Arbeit Jii, dX. Dm integriren zu konnen, miissen wir wissen, was fur eine Function 
0 

von X, u ist. 

Ist der Korper ein materieller Punkt von der Masse w, so wissen wir, dass, 
wenn die Wirkung sebr kurze Zeit dauert, — %) = -K ist; substituirt man 

daber fur u und integrirt, so findet man Ur^F — • Wenn X = P' wird, 
so ist nacb der Definition daber — %) = F. Durcb Elimination 

von m ergibt sicb alsdann die Arbeit = A -f 

Bewegt sicb der Korper in der Ebene und ist u die Componente der Ge- 
scbvdndigkeit des Scbwerpunktes parallel der Richtung der Momentanlaaft zur 
Zeit t und w die Winkelgescbwindigkeit, dann ist nacb §§ 168 und 137 

rn{u — Uq) ^ X^ mlc^{co — Wq) = Xp , = w + cop). 
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Daher ist — ■ Uq worin X eine von X unabbangige Grosse bedeutet, 

die daiier •wlihrend der Integration constant bleibt. Substituirt man ftir u, so 

nimmt das Integral die Fonn F an. Wie fruher ist + LF\ 

durcb Elimination von X erbalt man dann wieder das obige Resultat. 

Bewegt sich der Korper in einem Baum von drei Dimensionen, so ist die 
Geschivindigkeit ii, wie man aus § 313 weiss, eine lineare Function von X, so 
dass man + XX setzen kann, unter X eine von der Beschaffenbeit des 

Koii^crs abbiingige Constante verstanden. Substituirt man den Wertb von so 

/ * F^ 

{u^J^LX)dX^UQF+L — ’ Esistaber 

0 

durcb Elimination von X ergibt sicb die Arbeit wieder ==-1 -f- X. 

Beisp. 2. Einem Scblag folgt unmittelbar ein zweiter F^ auf denselben 
Punkt in derselben Geraden und sind die Gomponenten der Gescbwindig- 

keit des Angriftspunktes vor und nacli den Scblagen; man stelle fest, dass die 

Arbeit ^ (^o + + ^ 2 ) ganzen Scblages den Summen der Arbeiten der 

einzelnen Schlilgc j (u^ + F^ gleicbkommt. 

Dies ergibt sicb sofort, da + LF^ und LF^ ist. Die 

Losung von Beisp). 3 kann man auf dieselbe Art aus Beisp). 1 ableiten. 

Beisp. 3. Man finde die durcb die Momentankraft verricbtete Arbeit, wenn 
ihre Bicbtung wahrend ibrer unbegrenzt kurzen Dauer nicbt notbwendig die- 
selbe bleibt. 

X, y, X .seien die Gomponenten der ganzen dem Korper in der Zeit t vom 
Beginn des Stosses an mitgetbeilten Bewegungsgrosse; v, w die Gomponenten 
der Gescbwindigkeit des Angriffspunktes zur Zeit t. Auf dieselbe Art, wie zuvor, 

T 

erbalt man die Arbeit — ^ § 314 ist aber, 

falls T unbegrenzt klein 1 st, u = v = % ’f- w; == Wo + , 

worin F eine bekannte quadratiscbe Function von X, T, Z ist, welcbe von der 
Bescbaffenbeit des Kdrpers abbangt. Durcb Substitution erbalt man 


die Arbeit = X^ VqT^ WqZ^ j 

= Uq Xj +^^0^1 + Wq Xj + .Kj , 


gyd!r+ ^^dZj 


worin X,, Y,, Z^, die Werthe Mon X, Y, Z, E iw t = T sind. 

Man kann die Form des Kdrpers eliminiren und die Arbeit durcb die Compo- 
nenten der Gescbwindigkeit des Angriffspunktes grade nacb der Beendigung des 
Stosses ausdriicken. Da eine bomogene quadratiscbe Function von X^ , 
ist, so bat man 

9 77! ir . I -V J_ 7. r-r. (nj. X. J- Y. -k (w. 


X 




und durcb )Substitution 
die Arbeit 


^0 + % -W I ^0 + Y ^ 

— 2—^1 +—2—^1+ 2 


§ 347, Die Arbeit einer nack alien Riclitungen gleiclimassig ausgedehnten 
Membrane. Man nebme ein Recbteck, dessen Seiten a und h sind und welcbes 
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man als Element betracbten Itann. T sei die Spamimig rechtwinldig zu einer he 
Uebigen Linie, loie geivolmlicli auf die Ldngeneinheit hezogen. Die Spannung recht* 
winldig zur Seite a ist Ta^ und wenn die Seite b anf b' angewacbsen ist, die 
durcb sie verriebtetete Arbeit TaQ) — b), Nimmt man an, die Spannung rechb 
Avinklig zur Seite h' sei ebenfalls T, was filr den Fall riebtig ist, in welchen 
das Recbteck ein Element ist, so betragt die Spannung recbtwinldig zur ganzer 
Lange TU und die Arbeit, wenn die Seite a auf a anwacbst, T¥{ci — a). 

Die ganze Arbeit ist daher — ab\ d. b. die Arbeit ist das Product cmi 
der Spanmmg und dev Aenderung der Fldelie. 

Fiir eine kugelformige Membrane ist der Flacbcninbalt 49rr®. Der Zuwaclu 
an Fliicbe betragt daber S%rdr. Die durcb die Spannungen veniebtete Arbeit 

b 

wenn sicb der Radius von r — a auf r — b vergrossert, ist mitbin STtJ^Trdr. 

a 

1st die Membrane derart, dass man das Hooke’ sebe Gesetz auf die Spannung 

T anwenden kann, so bat man T ~ E - , worin a der urspriinglicbe Radius 

der Membrane und E der Elasticitatscoefjicient ist. Substituirt man diesen Werth 
von Ty so lindet man die durcb die Spannungen verriebtete Arbeit, wenn sicb 

4 E 

der Radius von a auf b vergrossert, gleicb (2&-|-a). 

Nimmt man an, T bleibe bei einer Seifenblase constant, so betragt die 
Arbeit, bei einer Vergrosserung des Radius von a auf &, ^7tT{b^ — a^). 

Wird die kugelformige Membrane langsam ausgedebnt, indem man sie mil 
Gas, das den Druck p bat, fiillt, so ist nacb einem Satz der Hydrostatik pr = 2 2’ 

Die erforderlicbe Arbeit ist alsdann, wie sebon gezeigt wurde , c? u und da 

-1 ist, so kommt man wieder zu demselbcn Resultat, wie oben. 

§ 348. Die Arbeit eiiies Paares. Beisp. Ein gegebenes Paar wird 
in seiner Ebene von einer Lage in eine andere bewegt. Man zeige. 
dass die Arbeit das Product aus seinem Moment und dem Winl(>elj am 
den es gedreht tvurdCj ist. 

Jede Verlegung eines Paares ist einer Rotation um das eine Ende seines 
Aimes und einer Translation des ganzen Paares parallel zu sicb selbst aquivalent. 
Die von den beiden Krilften wilbrend der Translation verriebtete Arbeit ist offenbar 
Hull; wir braueben daber nur die wabrend der Rotation verriebtete Arbeit zu 
betracbten. 

F sei die Kraft, a die Lange des Armes und das Paar werde um das eine 
Ende A seines Armes gedrebt und besebreibe dabei den Winkel dO. Die Kraft 
bei A verriebtet keine Arbeit und die von der andern verriebtete Arbeit ist 
F • ado. Durcb Integration findet man die durcb das Paar verriebtete Arbeit, 
wenn es sicb um einen endlicben Winkel drebt. 

§ 349. Die Arbeit beim Biegen eines Stabes. Beisp. 1. Ein 
urspriinglieli grader Stab wird in einer Ebene gebogen. Ist L das 
Biegungsmoment fiir irgend einen Punkt, q der KriimniungsradiuS; so 

ist, wie die Erfahrung und die Tbeorie lehren, L = —, worin E eine 

von der ISTatur des Materials und der Form des Quersebnittes des 
Stabes abbangige Constante bedeutet. Unter dieser Voraussetzung 


so dass Q als Function Ton s bekannt ist^ wahrend die Eiafte bekannt 

sein konnen oder nicht^ so ist die Arbeit y ^ ^ ds. (2) Wenn der 

Stab durch belcannte Krdfte gehogen wird, so dass L als Function von s 
bekannt ist; wiilirend die Form des Stabes bekannt sein kann oder 

unbekannt; so ist die Arbeit — ^ ^ ds. Das Integral ist von dem einen 

Ende des Stabes bis zum andern zu erstrecken. 

PQ sei ein Element des Stabes und ds seine Lange. Ist 'ip der unbegrenzt 
Ideine Winkel, den die Tangenten an die Enden des Elementes PQ mit einander 

macben, so ist das Biegnngsmoment E ^ • Bei der Vergrossernng des t/; von 0 
bis — betragt die verriebtete Arbeit ^ C'tpd'ip ^ • Die an dem ganzen 


Stab verriebtete Arbeit ist daher 


1 pE 

' V 




Die an dem ganzen 


Beisp. 2. Ein gleicbformiger sebwerer Stab von der Lange I nnd dem Ge- 
wiebt w ist an seinen beiden Enden so nnterstiitzt, dass er horizontal liegt. 

Man zeige, dass die durcb die Schwere beim Biegen verriebtete Arbeit ist. 

Beisp. 3. Ein gleicbformiger leiebter Stab ist an seinen Enden A und JB 
nnterstiitzt und tragt an irgend einem Punlct C ein Gewicht w, Es sei AC — a, 
BG = h und Z = a + die Arbeit, welche die Schwere durcb das Biegen des 

7/J ^ 

Stabes verriebtet, ist > 


ErMtimg der lebendigeii Kraft and Energie. 

§ 350. Definition, Die lebendige Kraft des Massenpunktes ist 
das halbe Product aus seiner Masse und dem Quadrat seiner Ge~ 
scbwindigkeit ^). 

Das Priiicip der lebendigen Kraft. Wenn ein System sich unter 
der Einwirloung endlicher Krdfte bewegt und wenn die geometriselien Be- 
^iehungen der Theile des Systems durch Gleichungcn ausgedrilcM sindy 
welche die Zeit nicht explicite enthalten, so ist die Aendenmg der lebendigen 
Kraft des Systems bei dem Uebergang von der einen Lage in die andere 
der entsprechenden Arbeit der Krdfte gleich 

Bei der Bestimmung der Eraftefunction kann man alle Krafte 
weglassen, die in der Gleicbung der virtuellen Arbeit niebt auftreten. 

1) Der Verfasser nennt, wie auch Despeyrous und Appell, sowie bei 
uns Scbell, das Product aus der Masse und dem Quadrat der Gescbwindigkeit die 
lebendige Kraft. Im Allgemeinen ist es bei uns jedocb gebraucblicb, nacb dem 
Vorgang von Coriolis, Helmboltz imd Anderen, dem halben Product diesen 
Mamen zu geben. 
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Xy y, z seien die Coordinaten eines Massenpunktes m imd X, Y, Z 
die Componenten der gegebenen beschleunigenden Krafte, welche an 
dem Pinikt angreifen, in der Ricbtung der Axen. 

Die an dem Punkt m zur Zeit t angreifenden Effectivkrafte sind 


m 


d^x 



m 


dt^ 


Werden die Eifectivkrafte an alien Massenpunkten umgekehrt, so 
lialten sie der ganzen Gruppe der gegebenen Kr'afte nacb § 67 das 
Gleichgewiclit. Daber ist nacb dem Princip der virtuellen Arbeit 






■ d¥ 




worin dx, 8y, di 2 kleine -willkurlicbe Vers chieb ungen des Massen- 
punktes m sind^ die mit den geometriscben Beziehungen zur Zeit t 
sicb Yereinigen lassen. 

Wenn nun die geometriscben Beziehungen durcb Gleicbungeu aus- 
gedriickt sind^ welclie die Zeit nicht explicite erbalten, so gelten sie, 
wenn sie zur Zeit t gelten, aucli wahrend der Zeit dt, und wir konnen 
daber annebmen, die ivillhilrliclien Verscbiebungen Sx, dj/, seien 

den thatsdchlichen ^ Massenpunktes in der 

Zeit dt gleicb, 

Macbt man diese Substitution, so wird die Gleicbung 



d^y dy . d^z 
dt^ dt ' dt^ dt) 


Zm 


(^m + 


dt 



Integrirt man, so folgt 

^”0“ + (S)‘ + ©’] - 0 + + Ms + Zd>), 

worin die Constante C durcb die Anfangsbedingungen der Bewegung 
zu bestimmen ist. 

Vy V seien die Gescbwindigkeiten des Massenpunktes m zu den 
Zeiten t und f] U^y TJ^ die Werthe der Kraftefunction des Systems 
in seinen beiden Lagen zur Zeit t und t\ Alsdann ist 

Y{Zmv^ — Zmv^) = XJ^ — 


§ 351. Die folgende Erlauterung, welcbe Poisson entnommen 
ist, soli klarer dartbun, warum die geometriscben Beziehungen die Zeit 
nicht explicite entbalten durfen. Es sei z. B. 

(p{x,y,s,t)-=Q (1) 

eine geometriscbe Beziebung, welcbe die Coordinaten des Massenpunktes 
m Yerbindet. Man kann sie als die Gleicbung einer sicb bewegenden 
Flacbe betracbten, auf welcher der Massenpunkt bleiben muss. Die 


Grossen dx, Sy, sind die Projectionen einer willkilrliclien mit den 
geometrisclien Beziehungen^ die zur Zeit t gelten, vereinbaren Ver- 
schiebung des Massenpunktes m auf die Axen. Sie rniissen daber der 
Gleicbung geniigen 


ox ' oy 




Die Grossen Projectioneu der Ver- 

schiebung des Massenpunktes in Folge seiner Bewegung in der Zeit dt 
anf die Axen. Sie rniissen dalier die Gleiehung erfullen 


dq) dx 
dx dt 




Wenn folglich ^ nicbt wahrend der ganzen Bewegung Null ist, 
so kann man nicbt annebmen, dx^ dy^ d0 seien ^ dt^ ^ dt bez. dt 

gleich. Die Gleicbung = 0 driickt die Bedingung aus, dass die 
geometriscbe Gleicbung (1) die Zeit nicbt explicite entbalt. 


§ 352. Der grosse Vortbeil dieses Princips liegt darin, dass es 
sofort eine Beziebung zwiscben den Gescbwindigkeiten der betracbteten 
Korper und den Variablen oder Goordinateu gibt, welcbe ibre Lage 
im Eaum bestimmen, so dass z, B., wenn das Problem so bescbaffen ist, 
dass die Lage aller Korper von einer einzigen Variablen abbangig 
gemacbt werden kann^ die Gleicbung der lebendigen Kraft zur Be- 
stimmung der Bewegung ausreicbt. Im AUgemeinen gibt das Princip 
ein erstes Integral der Bewegungsdifferentialgleicbungen zweiter Ordnung. 
Wenn zugleicb einige der andern in § 282 formulirten Satze auf die 
betracbteten Korper angewandt werden konnen^ so dass die ganze An- 
zabl der so erbaltenen Gleichungen der Zabl der unabbangigen Coordi- 
naten des Systems gleicbkommt, so ist die Aufstellung der Bewegungs- 
differentialgleicbungen zweiter Ordnung liberbaupt nicbt notbig. Siebe 
§ 143. 

Das Princip der lebendigen Kraft wurde znerst von Huygbens bei seiner 
Bestimmung des Scbwingungscentrums eines Korpers benutzt, aber in anderer 
Form als es jetzt gebraucblich ist. Siehe die Amnerlcimg m S. 76. Der Satz 
wurde von Johann Bernoulli ausgedehnt und von seinem Sohn, Daniel Ber- 
noulli, auf die Losung vieler Probleme, wie der Bewegung von Fiussigkeiten in 
Gefassen und der Bewegung von starren Kdrpern unter gewissen gegebenen Be- 
dingungen benutzt. Siehe Montucla, Histoire des Mathematigues , Tome III. 

§ 353. AnfaTigsbewegUBg. Man nehme an, das System bewege sich vom 
Zustand der Ruhe aus unter der Einwirkung der Krafte Z etc. Nach der 

Zeit dt ist die lebendige Kraft dui’ch 

j Xmv'^ ^ Xm {Xdx + + ^dz) 
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gegeben. Die linke Seite cler Gleicbung ist notbwendiger Weise positiv. Dara 
geht bervor, dass die Anfangsbewegung eines Systems, welches vom Zustand d 
Eiuhe ausgeht, derart sein muss, dass die virtuelle Arbeit der Kriifte fiir die 
BeweguBg positiv ist. 

Es sincl, geometrisch betrachtet, melirere verschiedene Bahnen mdglicli, a 
welchen das System von seinem Anfangszustand der Rube aus seine Bewegung t 
ginncn kann. Es moge gezwimgen werden irgend einen dieserWege einzuscblagi 
dadurcli, dass man eine hinreicbende Anzahl seiner Punkte notbigt, gewisse glat 
Cnrven zu bescbreiben odor dadiirch, dass man irgend welcbe Krafte einfiibrt, cl 
keine virtuelle Arbeit fiir diese specielle Art der VeiTiickung veiTichten. De 
System ist jctzt nur ein Weg olfen gelassen. Es gibt zwei Ricbtungen, welc! 
es aiif diesem Weg einscblagen kann. Die Erage ist; in welcber Ricbtung wi 
es sicli zu bewegen beginnen? Da die virtuelle Arbeit der Krafte im Allgemeim 
fur die eine dieser Ricbtungen positiv und fiir die andere negativ ist. so mu 
es in der erstereii seine Bewegung beginnen. 


§ 354. Beispiele zu dein Priiicip. Wenn ein System unter cl 
Wirkung keiner ilusseren Krafte stebt, so ist X = 0^ Y= 0, Z = 
nncl dalier die lebendige Kraft des Systems constant. 

Sind dagegen die gegenseitigen Reactionen zwisclien den Masse 
punkten des Systems derart^ dass sie in der Grleicbung cler yirtuelb 
Arbeit auftreten, dann ist die lebendige Kraft des Systems nicht co: 
stant. So wiirde die lebendige Kraft des Sonnensystems^ auch vvei 
keine iitisseren Krafte an ihm angriffen, nicht constant sein. Dei 
die gegenseitigen Anziebungeii zwisclien den verschiedenen Planet( 
sind Reactionen zwisclien Massenpnnkten^ deren Abstande nicht di 
selben bleiben, mitliin ist die Summe der virtuellen Arbeiten nid 
Null. Ferner; wenn man die Erde als einen um eine Axe rotirendc 
Korper ansieht, der sicb im Laufe der Zeit des Warmeverlustes wegc 
langsam zusammenziebt, so bleibt aus demselben Grundy wie Torlie 
die lebendige Kraft nicht constant. Der Zuwaclis an Winkelgeschwindij 
keit^ der durch diese Contraction bewirkt wird^ lasst sich nach de 
Princip der Flachen leicht ermitteln. Sielie § 299. 

§ 365. Beispiel. Die Scliwere greife allein an dem System an. D 
^-Axe sei vertical. Man hat dann X = Z— — g, D 

Gleichung der lehendigen Kraft wird daher 

Y (Xmv"^ — Zmv^) === — — 0). 

Die lebendige Kraft hangt daher nur von der Hohe des Schwe 
punktes ab. Zieht man eine horizontale Ebene, so ist die lebendi^ 
Kraft dieselbe^ so oft der Schwerpunkt des Systems durch diese Ebei 
geht. Siehe § 142. 

§ 356. Beisp. Ein in Bewegung befindliches System geht dure 
eine Gleichgewichtslage, d. li. eine Lage, in welclier es, wenn es sic 
in Ruhe befande, unter der Einwirkung der Krafte im Gleichgewiol 
bleiben wiirde; man beweise, dass die lebendige Kraft des Systems ei 
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Maximum oder ein Maximum ist. De Courtivron’s Theorem. Mhi. 
do VAcad., 1748 und 1749. 

§ 357. Wie bekanut^ enthiilt die Grleichuug der virtuellen Arbeit 
ill d(3r Statik in einer Form el alle Bedingungen des Grieichgewiclites. 
Aiif dioselbe Art kann man aus der allgemeinen Gleichung 

2,’m ('2^ d'a; Sy + = 2:m(Xdx + Tdy + Zd^) 

alle Bewegungsgleicliungen durch geeiguete Wahl der willkurlicheu 
VorHcliiebungeii dxy dy, ableiten. In § 350 trafen wir eine be- 
stinimte Wahl fiir die Verschiebungen und erhielten so eine Gleichung^ 
die sicli integriren liess. 

Geben wir dem ganzen System eine Verscliiebung parallel zur 
,c?-Axe; so ist dx=0j dy — 0 und willkiirlich. Die Gleichung 

wird danu Um = ZJmZ, welche eine der drei ersten allgemeinen 

Bewogungsgleichungen in § 71 ist. 

Geben wir dem ganzen System eine Drehung um die 0 -Axe von 
von der Amplitude dOj so ist dx = — y^^y dy = xd9j d^ = 0. Die 

Gleicliiing wird dann Um (x — y = Um(x Y — yY.)j welche 
eine der letzten drei allgemeinen Bewegungsgleiohungen in § 71 ist. 

§ 358. Potenfielle und kinetisdie Energie. Ein Gewicht mg 
inoge in eine Hdhe h Tiber die .Oberflache der Erde gebracht werden. 
Pilllt es die Hdhe 0 hinab, so verrichtet die Schwerkraft eine Ai-beit, 
die durch mg0 gemessen wird. Das Gewicht erlangt die Geschwindig- 
keit V, seine lebendige Kraft ist welche, wie bekannt, gleich 

m(j0 ist. Fallt das Gewicht auch noch den Rest der Hdhe h hinab, 
so verrichtet die Schwere noch mehr Arbeit, deren Maass mgQi^ 
ist. Hat nun das Gewicht den Boden erreicht, so ist es so wait ge- 
fallen, als es die Umst’ande erlauben und die Schwere kann erst dann 
wieder Arbeit verrichten, wenn es wieder in die Hdhe gehoben wird. 
Daraus ergibt sich, dass die lebendige Kraft des Gewichtes, wenn es 
eine Strecke 0 durchfallen hat, zusammen mit der Arbeit, die wahrend 
des Restes des Palles verrichtet werden kann, von 0 unabhangig und 
der Arbeit der Schwere wahrend der ganzen Pallhohe h gleich ist. 

Dies gilt auch dann noch, wenn man die Bewegung complicirt und 
das Gewicht wahrend seines Abstieges irgend eine Maschine 
lasst. Nach dem in § 350 bewiesenen Princip der lebendigen l&att 
ist die lebendige Kraft des Massenpunktes, wenn er eine Strecke ^ 
durchfallen hat, der von der Schwere wahrend dieses Falles verrichteten 
Arbeit mg0, vermindert um die an der Maschine geleistete, gleich. 
Daher ist, wie zuvor, die lebendige Kraft zusammen mit dem Enter- 


320 


Kapitel YII. Lebendige Kraft. 


scliied zwischen der von der Schwere und der an der Maschine waln'encl 
des Restes des Fallens verricliteteu Arbeit constant und dem Ueber- 
schuss der von der Schwere verricbteten Arbeit fiber die an der 
Maschine geleistete wiibrend des ganzen Abstieges gleicb. 

Wir wollen dieses Princip jetzt auf den allgemeinen Fall aus- 
debnen, in dem ein System von Korpern vorliegt^ an welcben ein be- 
liebiges conservatives Kraftesystem angreift, 

§ 359. Man wable irgend eine Lage des sicb bewegenden Systems 
von Korpern als Bezugslage aus. Es kann dies die tbatsachliclie End- 
lage, in welche das System bei seiner Bewegung kommt, oder eine 
beliebige andere geeignete Lage sein, in welche das System gebracht 
werden kann. Man nehme an, das System gehe von einer Lage, die 
wir A nennen konnen, aus und es nehme zur Zeit t die Lage JP ein. 
Alsdann ist zur Zeit t die erzeugte lebendige Kraft der von A bis P 
verrichteten Arbeit gleich. Daher ist die lebendige Kraft bei P zu- 
sammen mit der Arbeit, die von P bis zur Bezugslage verrichtet werden 
kann, filr aUe Lagen von P constant. 

Um dies auszudriicken, gebraucht man das Wort JEnergie. Die 
lebendige Kraft heisst in diesem FaU die IcinetiscJie (Bewegimgs-) JEnergie 
des Systems. Die Arbeit, welche die Krafte bei der Bewegung des 
Systems von seiner augenblicklichen in seine Bezugslage noch verrichten 
konnen, heisst die potontielle (Krafte-) Energie des Systems. Das Princip 
der Erhaltung der Energie kann man so aussprechen: 

Wenn sich ein System imter der Einwirhung conservativer Krdfie 
beivegtj so ist die Summe der Mnetischen und potentiellen Energien wdhrend 
der Bewegung constant 

§ 360. Den Unterschied zwischen verrichteter Arbeit und potentieller 
Energie kann man analytisch folgendermassen feststellen. (Die Krafte- 
function ist in § 337 als das unbestimmte Integral der virtuellen Arbeit 
der Krafte definirt worden.) Bei der Bewegung des Systems ist die 
verrichtete Arbeit das bestimmte Integral, dessen untere Grrenze durch 
eine KTormalbezugslage, die wir C neimen wollen, und dessen obere 
durch die augenblickliche Lage des Systems bestimmt wird. Die poten- 
tielle Energie ist das bestimmte Integral, dessen obere Grenze durch 
eine festliegende Bezugslage, die wir JD nennen wollen, und dessen 
untere durch die augenblickliche Lage des Systems bestimmt wird. 
Wenn die beiden festen Bezugslagen, die wir mit C und D bezeichnet 
haben, identisch sind, so ist das Integral der Arbeit dasselbe wie das 
des Potentials und hat nur ein andres Vorzeichen. Dies ist aber im 
Allgemeinen nicht der Fall; jede Bezugslage wahlt man so, dass sie 
fiir das specielle Integral, mit welchem sie in Verbindung stelit, am 
besten passt. 


Potentielle und Irinetisclie Energie (§ 368 — 362). 
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§ 361. Beispiele zur poteiitiellen Energie. Beisp. 1. Ein McissenpwiU he- 
sclireiht frei eine Ellipse um ein in ih'em MittelpunJct liegendes Kraftcentrum ; 
man finde die ganze Energie seiner Beivegmig. 

m sei die Masse des Punktes, r sein Abstand vom Centrum zu einer be- 
liebigen Zeit, gr die an dem Punltt angreifende bescbleunigende Kraft. Wenn das 
Zusammenfallen des Massenpunktes mit clem Kraftcentrum als Bezugslagc ge- 

nommen wird, so ist die potentielle Energie nach § 360,^ ^ 

wenn man die Grenzen von r bis 0 nimmt. Bedeutet r' den balben zu r conjugirtcn 
Durchmesser, so ist die Gescbwindigkeit des Massenpunktes und die kinetische 
Energie daber Wenn der Punkt eine Ellipse um das Kraftecentrum 

beschreibt, ist die Summe der potentiellen und kinetiscben Energie y &”), 

unter a und b die Halbaxen der Ellipse verstanden. 

Beisp. 2. Ein Massenpunkt beschreibt frei eine Ellipse um ein in ihrem 
Mittelpunkt liegendes Kraftcentrum. Man zeige, dass die mittlere kinetische 
Enei’gie wahrend einer vollstandigen Umdrehung der mittleren potentiellen gleich 
ist, wenn die Mittel in Bezug auf die Zeit genommen werden. 

Beisp. 3. Wenn in dem vorigen Beispiel die Mittel in Bezug auf den um 
das Centrum beschriebenen Winkel genommen werden, so betragt der Unterscbied 

der Mittel (a — b)\ 

Beisp. 4. Eine Elussigkeitsmasse M fliesst in einer kreisformigen B/inne vom 
Radius a mit der Geschwiadigkeit iCj eine andre gleiche Elussigkeitsmasse in 
einer Rinne vom Radius h mit der Gescbwindigkeit v ; man lasst den Radius der 
einen Rinne so lange wachsen und den der andem abnehmen, bis jeder die ur- 
spriingliche Grdsse des andem hat; man zeige, dass die Arbeit, welche dazu ge- 

1 /v^ 

hoit, die Aenderung bervorzubringen, y — a^)M ist. 

[Math. Tripos, 1866.] 

§ 362. Verzeiclmiss der Kriifte, welche zu vernacWiissigen sind. Bei der An- 
wendung des Princips der lebendigen Kraft auf tbatsacblicbe E'aile ist es wicbtig, 
von vomherein zu wissen, welcbe Krafte und inneren Reactionen man bei der 
Aufstellung der Gleicbung vernacblassigen kann. Die allgemeine Regel lautet, 
dass alle Krafte ausser Acbt zu lassen sind, die in der Gleicbung der virtuellen 
Arbeit nicbt auftreten. Diese Krafte lassen sicb so zusammenstellen: 

A. Reactionen, deren virtuelle Yerscbieb ungen ISTull sind. 

1. Jede Kraft, deren Ricbtungslinie durcb die Moment anaxe gebt, wie z. B. 
rollende Beibung, nicbt aber gleitende Reibung oder der Widerstand eines 
Mitt els. 

2. Jede Kraft, deren Ricbtungslinie senkrecbt auf der Bewegungsricbtung des 
Angriffspunktes stebt, wie z. B. die Reaction einer glatten festen Fldche, nicbt 
aber die einer Elacbe, welcbe sicb bewegt. 

B. Solcbe Reactionen, deren virtuelle Verscbiebungen nicbt Kull sind und 
die desbalb in der Gleicbung auftreten wurden, wenn sie, mit andem Reactionen 
verbunden, nicbt verscbwanden. 

1. Die Reaction zwiscben zwei Massenpunkten , deren Abstand derselbe 
bleibt, wie die Spannung eines miausdehnharen Fadens, nicbt aber die eines 
elastiscben Eadens. 

2. Die Reaction zwiscben zwei starren Korpem, Tbeilen desselben Systems, 
welcbe aufeinander rollen. Es ist jedocb nbthig, beide Korper in dieselbe Gleicbung 
der lebendigen Kraft einzuscbliessen. 

noutli, Dynamik. I. 
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C. Alle Spannungen, welch e langs unausdehnharer Kaden wirlien, auch. weiiii 
die Fiiden dadurch, dass sie durch glatte fcste Ringe gehen, gebogen werden. 

Dean es moge ein Eaden, dessen Spannimg T ist, die Massenpunkte m' 
verbinden and durch einen Bing gehen, der von den Punlrben um r bez. r ab- 
steht. Die virtuelle Arbeit ist ofienbar — Tdr — Tdr\ weil die Spannung liings 
des Padens wirkt. Da aber der Eaden unausdehnbar ist, so muss dr + d?*' = 0 
sein; die virtuelle Arbeit ist mithin Null. 


§ 363. Aiisdrucke fiir die lebendige Kraft eiues in Beweguiig 
beflndliclien starren Korpers. Wenn sich ein Korper mif irgend eine 
Art hewegtj so ist seine lehenclige Kraft in jcdem AugenUick der lehendigem 
Kraft der gamen in scinem Sclviverpimkt vereinigten Masse gleicli, zu- 
sammen mit der lehendigen Kraft j welche die Folge der Be^veg^mg um 
den als festen Punkt hei/racliteten Schwerpunkt ist; oder 
die lebendige Kraft des Korper s = der lehendigen Kraft in 

Folge der Translation 
der lehendigen Kraft in 
Folge der Botation. 

X, y, z seien die Coordinaten eines PunkteS; dessen Masse m mid 
Geschwindigkeit v ist und z die Coordinaten des Schwerpunlites ff 
des Korpers. Esseiir = ^-|-5, 2/ = ^ + '^? ^ = dann siud 

nach einer Eigenschaft des Schwerpunktes — 0 , = 

2/mg = 0 . Daher Km ^ = 0, 27m ^ = 0 , Km ^ 0 . Die 

lebendige Kraft eines Korpers ist nun 

iw-iz«[§)V(tr+(f)T 


Setzt man fiir y, z ibre Werthe, so wird sie 

i^»[(i)’+ (S)’+ m + {%'+ (S)i + 


dx , 


dy 

dt 


dt ‘ dt 


dt 


Die sammtlichen Ansdriicke in der letzten Zeile verscHwinderi; 
wie es nach § 14 der Pall sein muss. Das erste Glied der ersten 
Zeile ist die lebendige Kraft der ganzen im Scbwerpunkt yereinigten 
Masse Km. Das zweite ist die Folge der Potation um den Sobwer- 
punkt. 

Man kann diesem Ausdruck fiir die lebendige Kraft eine bequemere 
Gestalt geben. 


§ 364. Umformung des Ausdrncks fiir die lebendige Kraft. 

Erstens: die Bewegung finde in der Ebene statt. Siebe § 139. v sei 
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, 0 seine Polarcoordinateii 
auf irgend einen Anfang in der Bewegungsebene bezogen. 7 \ sei 
der Ab stand eines Punktes, dessen Masse m ist, vom Schwerpunkt, 



Ausdrucke ftir die lebendige Kraffc (§ 362 — 363). 
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seine Geschwindigkeit in Bezug auf den Schwerpunkt. Ferner moge 
0 die Winkelgeschwindigkeit des ganzen Korpers um den Sckwerpunkt 
und Mh^ das Tragheitsmoment ftir denselben Pixnkt sein. 

Die lebendige Kraft der ganzen in Q yereinigten Masse ist — Mv^, 
der man aucb die beiden anderen Formen 


\ m ^ - ijif [(§)’+ (i)’] [(s)‘+ ? (i)’] 

geben kann. 

Die lebendige Kraft um Q ist Da sicb aber der Korper 

um G drelit; so hat man co . Daher 

Zmv^— G)^ 

Die ganze lebendige Kraft des Korpers ist daher 

Dreht sich der Korper um eine Momentanaxe, deren Abstand vom 
Schwerpunkt r ist, so hat man v = roj. Daher 

^2Jmv^== i JfcD^ (r* -f 7c') = i 


WO das Tragheitsmoment ftir die Momentanaxe ist. 

Zweitens: die Bewegung gehe in einem Baum von drei Bimensionen 
vor sich. 

V sei die Geschwindigkeit von (?; f ^ 6 ^ 9 seine Polarcoordinaten 
auf irgend einen Anfangspunkt bezogen. G 3 y, seien die Winkel- 
geschwindigkeiten des Korpers um beliebige drei sich in G rechtwinklig 
schneidende Axen, B, C die Tragheitsmomente des Korpers ftir die 
Axen und 7^, g die Coordinaten eines Massenpunktes m in Bezug auf 
diese Axen. 


Die lebendige Kraft der ganzen in G yereinigten Masse ist 
die man entweder 


1 ^ /dxY I (^y\^ t 

2 \dt) ‘ \dt/ \dt/ . 


gleichsetzen ka nn ^ je nachdem man Cartesische oder Polarcoordinaten 
benutzen will. 

Die lebendige Kraft in Polge der Bewegung um G ist 


21» 


shs ist aber 


c. dri . ^ d<: 

di ~ di = — 03xt, ^ = ra*i? — ca,ji . 

Setzt man diese Werthe ein und bedenkt, dass 

A =i;m {rf + J5 _ 27m -|_ g2) ^ ^ ^ 2 ) 

ist^ so hat man 

|2?mV= Y[- 4 ra*H -^<05,^+ Cw,^] — 

{Zml'ri) m^(Oy —{Emrit) coya, — m.a,;. 

Die lebendige Kraft der Bewegung tim G lasst sicli auch auf andre Wei 
ermitteln. SI sei die Winkelgeacliwindiglceit nm die Momentanaxe, I das Trd] 

heitsmoment fm- sie. Die lebendige Kraft ist dam ofPenbar -j-f'®*- I wurde ni 

in § 16 gefunden md in unsrem Fall ist Oj = iJa, sip, m. = Sly wet 

man die Bezeichnung dieses Paragrapben beibehalt. Dnrob Elimination von’ a B 
konrmt man zu demselben Resultat wie zuvor. ’ 

Sind die Coordinatenaxen die Hauptaxen fiir Cr, so reducirt sic 
der Ausdruck auf 

i + Ba>,/ + Cco/] • 

Rotirt der Korper um einen Punkt 0, welcher ffir den Augenblic 
feat liegt, so lasst sich auf dieselbe Art beweisen, dass die lebendier 
Kraft ^ 

+ B' CO,/ + O'co,^ 

ist; WO A'j JB', C die Haupttragheitsmomente fiir den Punkt 0 uni 
die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um die Hauptaxei 

fiir 0 sind. 


§ 3G6. Beispiele zap letendigen Kraft. Beisp. 1. Ein stan-er Korper voi 
der Masse bewegt sich auf beliehige Art im Kaura und seine Lage wird durcl 
die Coordinaten seines Schwerpunktes und die Winkel 0, g?, t/j bestimmt, -welchi 
die Hauptaxen fur den Schwerpunkt auf die in § 256 erklarte Art mit irgenc 
welchen festliegenden Axen machen. Man zeige, dass seine doppelte lebendige 
Kraft durch 


{A sin* cos* cp) sin* 0 {A cos* gp + sin* cp) + 


%{B — A) sin 0 sin (p GOS'ib- — ^ 

^ dt dt 

gegeben ist. 

Man zeige auch, dass, wenn zwei Hauptmomente A und B gleich sind, der 
Ausdruck die einfachere Grestalt 


Probleme zum Princip (§ 364—366). 
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%T==^M\ 




annimnit. Man -wircl spilter offccr Gelegenheit haben, von diesen Formeln Gebrauch 
zu macben. 


Beisp. 2. Ein Korper, welcher sich frei nm einen festen Punkt bewegt, 
dchnt sicli unter dein Einiliiss der Warme so ans, dass er seiner Structur nnd 
GrCHtalfc nacb immer sicli selbst ahnlicb bleibt. Wenn fui* die Ausdebnung das 
Gesetz gilfc, dass der Abstand zwiscben zwei beliebigen Massenpunkten bei der 
Temperatiir Q ibrem Abstand bei der Temperate Null mit f (0) multiplicirt gleicb 
aei, zn zeigen, dass die doppelte lebendige Kraft des Korpers 

ist, worin A, C die Hanpteomente far den festen Punkt bedeuten. 


Beisp. 3. Ein Korper bewegt sicb nm einen festen Punkt and seine lebendige 
Kraft ist durcb die Glcicbung gegeben 

5=l4ffl^*+ l5£o,_,*+ ICfl)/ — DcOy(o^ — Eco^co^ — Fco^a>,j . 

Man zeige, class die WinkelbewegungsgrSssen um die Axen 

dT dT dT 
9“*’ 9c0j,’ dm^ 

sind. 

Der Korper bewege sicb frei, und sei die lebendige Kraft der Translation. 
z seion die Coordinaten des Scbweipunktes in Bezug auf beliebige, reebt- 
winklige festliegendc oder sicb nm einen festen Punkt bewegende Asen; man be- 
weise, wenn Accente die Diiferentialquotienten nacb der Zeit bezeiebnen, dass 

dT, dT, an 

dcif^ dy' ^ d^ 

die linearen Bewegungsgrossen parallel zu den Axen sind. 

Beisp. 4. Die elliptiscben Coordinaten eines Massenpunktes sind X, v nnd 
Ic die Halbaxen der beiden focalen Kegelscbnitte; man beweise, dass 

{X- — h^{X^ — Jc^ — (r* — 

die doppelte lebendige Kraft ist. 

Man beachte, dass die Glieder mit den Prodneten von v feblen. Das 

Resultat ergibt sicb aus dem in Salmon’s B(Mdj Geometry^ Art. 410 in elliptiscben 
Coordinaten gegebenen Ausdruck fUr {ds)\ 


§ 366. Problemo zum Princip der lobendigen Kraft. Beisp. 1. Ein hxis- 
forniigeT EraM Jeann sich fvei wm einen vevticeden EuTclwiesser als feste Axe drehen 
und ein Kilgelehen Icann unter der Wirkung der Scliwere frei auf ihm gleiten. Eas 
ganze System loird um die verticale Axe in Eotation gesetzt; man finde die nach- 
folgende Bewegimg. 

M und 771 seien die Massen des Drabtes und des Kiigelcbens, © ibre gemein- 
scbaftlicbe Winkelgescbwindigkeit um die V erticale. a sei der Radius des Drabtes, 
Mk^ sein Tr^gbeitsmoment fiir den Durcbmesser.^ Der Mittelpunkt des Drabtes 
werde zum Coordinatenanfang genommen und die y-Ax.e sei vertical ab warts 
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Kapitel VII, Lebcnclige Kraft. 


gericlitet. 0 aei der Winkel, den die y-Axe mit dem vom Centrum des Drahtes naola 
dem Kiigelclien gezogenen Radius maclit. 

Da die Sciiwere in verfcicaler Eiclitung wirkt imd alle Beactionen an der 
feston Axe durch die Axe gehen mils sen, , so ist offenbar das Moment aller Kraft 0 
um den verticalcn Durcbmcsser Null. Man hat daher, wenn man die Moment© 
um die Verfcicale nimmt, 

Mk^co -j- ma^co sin^ 0=^h 
und naclx dem Princip der lebendigen Kraft 


Mk-(Q^ + m 



sin® d 00 ® 


= (7+ "^mga cos 0 . 


Diesc boidon Gleichiingon reichen zur Bestimmung 70n — und co bin. 
sie auf, so orblilt man ^ 


Lost man 


a - ■ . (-£- )=.-(;+ 2mga cos 0 . 

M/c® -|- m a® sin® 0 ' \dt) 

Diese Glcichung llisst sich nicbt integriren und 0 kann daher nicht durch t 
ausgcdrvlcld) werden. Zur Bestimmung der Constanten h und C muss man die 
Anfangsbedingungen der Bewegung zu Hilfe nehmen. Nimmt man an, 0 sei an- 

di 0 

flinglich = TT und == 0 und oo a , so ist h — Mk^cc und 0= + Mk^a^. 

Siche § 362. 


Beisp. 2. Eine Lamelle von beliebiger Gestalt rollt anf einer vollkommen 
rauhcn Geraden unter dem Einfluss keiner Kratte; man beweise, dass die Ge- 

r ® 

scbwindigkeit v des Schwerpunktes G- durch — gegeben ist, 'worin 

r den Abstand des Beruhi*ungspunktes von (7, k den Tragheitsradius der Lamelle 
ftir eine durch G gehende und auf ihrer Ebene senkrechte Axe und c eine Con- 
stante bedeutet. 


Beisp. 3. Zwei gleiche Balken, die sich um einen durch ihre Schwerpunkte 
gehenden glatten Bolzen drehen kdnnen und die Gestalt eines X haben, "werden 
symmetriseh auf zwei glatte Pflocke gesetzt, welche in derselben horizontalen 
Linie liegen und deren Abstand h ist. Im Anfang der Bewegung sind die Balken 
senkrecht zu einander; man zeige, dass die Geschwindigkeit ihres Schwerpunktes, 


wenn er die Verbindungslinie der Piidcke erreicht, is't, worin k den 

Tragheitsradius eines jeden Balkens fur eine durch seinen Schwerpunkt gehende 
auf ihm senkrechte Linie bedeutet. 


Beisp. 4. Ein gleichfdrmiger Stab bewegt sich auf einem horizontalen Tisch 
um sein eines Ende und treibt einen Massenpnnkt vor sich her, dessen Masse 
seiner eigenen gleich ist und der vom Zustand der Euhe und von einer Lage, die 
dem festliegenden Ende unbegrenzt nahe ist, ausgeht. Man zeige, dass, wenn der 
Punlct die Strecke r langs des Stakes durchlaufen hat, seine Bewegungsrichtung 


mit dem Stab einen Winkel macht, dessen 


Tangente "j/j 


k 




ist. 

[Christ’s Coll.] 


Beisp. 6. Eine dunne gleichformige glatte Eohre balancirt horizontal um 
ihren Mittelpunkt, welch er festliegt; ein gleichformiger Stab, welcher grade in die 
Hohlung der Rohre passt, wird in eine grade Linie mit der R6hre gebracht, so 
dass die beiden Enden widereinander liegen und alsdann mit solcher horizontaler 
Geschwindigkeit in sie gestossen, dass sein Mittelpunkt nur grade den Mittelpunkt 
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der Rokre erreicht; man finde unter der Annahme, die Wurfgesch'windigkeit sei 
bekannt, die Winkelgeschwindigkeit der Rohre und des Stakes in dem Moment, 
in welchem ihre Mittelpimkte zusamnaenfallen. [Math. “'Tripos.] 


Result at. 1st m die Masse des Stakes, m der Rohre, 2 a kez. 2 a' ihre 
Langen, v die Geschwindigkeit, mit Tvelcher der Stab ge-worfen wil’d, co die ge- 

suchte Winkelgeschwindigkeit, so ist 00^ = 5 - - -- » 

ma^ 4 “ Cl ^ 

Beisp. 6, Ein elastischer Paden, der in seinem natlirlichen Zustand ekenso 
lang wie ein gleichformiger Stab ist, wird mit seinen beiden Enden an die Enden 
des Stakes kefestigt und in seinem Mittelpunkt aufgehangt; man beweise mit 
Hiilfe der lekendigen Kraft, dass der Stab so lange sinkt, kis die beiden Theile 
des Fadens mit dem Horizont einen Winkel 0 maohen, welcher der Gleichung 
0 0 

cotg^ — — cotg-— — 2n — 0 geniigt, wokei die Spannung des Fadens, wenn er auf 

das Doppelte seiner Lange ausgedehnt wird, w mal so gross, als das Gewicht ist. 

[Math. Tripos.] 

Beisp. 7. Der Mittelpunkt C eines kreisformigen Rades liegt fest und der 
Rand wird gezwungen, gleichformig auf einer vollkommen rauhen horizontalen 
Ebene so zu rollen, dass die Ekene des Rades mit der Verticalen den constanten 
Winkel a macht. Langs des Umfangs ist ein gleichformiger glatter Kanal von 
sehr kleinem Qiierschnitt eingeschnitten und ein schwerer Massenpunlct, welcher 
genau in den Kanal passt, kann unter der Wirkung der Schwere frei in ihm 
gleiten. m sei der Massenpunkt, B der Beriihrungspunkt des Rades und der 
Ekene; 6 = L B Cm-, n die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher B die Kreislinie 
auf der horizontalen Ekene beschreikt; man beweise, dass 

cos a cos Q — cos® a cos® 0 + Const. 

\dt/ a ‘ 

ist, worin a den Radius des Rades bezeichnet. Annates de Gergonne^ Tome XIX, 1860. 


Beisp. 8. Ein regelmassiges homogenes Prisma, dessen Normalschnitt ein 
rcgelmassiges Polygon von n Seiten ist, rollt eine vollkommen rauhe schiefe 
Ebene hinab, die mit dem Horizont den Winkel cc macht. Wird der Radius des 
dem Polygon umschriekenen Kreises mit a und die Winkelgeschwindigkeit, grade 
ehe die Kante zur Momentanaxe wird, mit 05^ bezeichnet, so ist 


8 + cos — / 2 + 7008 — \ 

gsma n j w \ 

. ” 2« \ _ , STr I 

asm — 5+4;Cos — \ 8 + cos — / 

n n \ n / 



Q I 

8 + cos — 
g sm cc n 


a sm — 6 + 4 cos — . 
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Das Princip der Aelmliclikeit. 

§ 367. Unter welchen Bedingungen sind zwei Systeme von Massen- 
punkten, welche Anfangs geometrisch ahnlicli sind, einander auch 
mechanisch ahnlicli, d. L. unter welchen Bedingungen sind die relativen 
Lagen' der Massenpunkte in dem einen System nacli der Zeit t den 
relativen Lagen in dem andern System nacli einer anderen Zeit t' stets 
almlicli, wenn V zu t in constantem VerLaltniss steLt? 

Mit andern Worten: man macht ein Modell von einer Maschine 
und findet, dass es zur Zufriedenheit arheitet; unter welchen Be- 


dingimgen wird eine nach dem Modell ausgefUlirte Maschine ebens 
ziifriedenstellend arbeiten? 

Das Princip cler Aelinliclikeit wurde zuerst von N ewton in Prop. 35 
Sect. VII des zweiten Buches seiner Principia aufgesteUt^). Der Be 
weis wurde jedoch durcla Bertrand in Catier XXXII des Journo 
de X Ecole polyteclmigite, 1848 wesentlich verbessert. Er leitet dasTbeorer 
aus dem Princip der virtnellen Arbeit ab nnd vermeidet so die Eir 
fuhrung der unbekannten Beactionen, mit welclien andre Arten de 
Beweisfiibrung beschwert sind. Da alle Bewegungsgleicbungen sie 
aus dem allgemeinen Princip der virtnellen Arbeit ableiten lassen, s 
scbeint es am einfacbsten, mit seiner Hiilfe jedes aUgemeine Theorer 
in der Dynamik zn behandeln. 


§ 368. (Xj y, z) seien die Coordinaten eines Punktes von de 
Masse m in einem System, vrelcbes anf beliebige rechtwinklige ii 
Baum festliegende Axen bezogen wird, nnd (X, T, Z) die Compc 
nenten der gegebenen l)ewegendGn Krafte, die an diesem Massenpnnb 
angreifen. Die entsprechenden Grossen in dem andern System seie 
durch dieselben Buchstaben mit einem Strich bezeicbnet. 

Das Princip der virtnellen Arbeit liefert dann die folgenden beide 
Gleicbnngen 


X [(^ — + ete. 


= 0 , 


= 0 . 


Offenbar gebt die eine dieser Gleichnngen in die andre xibe: 
wenn man X'= FX, Y' = FY, etc., x' — Ix^ y — ly^ etc., 
etc., f —tt, etc. setzt, unter JP, 2, x Constante verstebt nnd voraus 
setzt, dass ^il = F%^ ist. In zwei geometrisch dhnlichen Systeme 
Jiaben loir nur ein AehnlichlceitsverMUniss, ndmlich das der lineare 
Fimensionen^ in zwei mechanisch dhnlichen dagegen noch d/rei weite'i 
Verhdltnisse, ndmlich das der Massen der Punlde, das der Kraft 
welche an ihnen angreifen und das der Zeiten, zu welchen die System 
verglichen werden, Es leuchtet ein, dass, wenn die ehen angegehey^ 
BezieJmng zwischen den vier Aehnlichheitsverhdltnissen bestehf, die 
wegungen der heiden Systeme dhnlich sein mussen, 

Ximmt man also an, die beiden Systeme seien Anfangs einandt 
geometrisch ahnlich, die Massen der entsprechenden Pnnkte seie 


1) Sclion Gralilei wirft in seinen Dialogen die Frage auf, wie es komm 
dass zwei ahnlicli construirte Masckinen nicht auch immer ahnlicke Bewegunge 
zeigen, dass ofb eine Mascliine im Modell sehr gut ist, wahrend sie im grosse 
Massstab ansgefuhrt, nickt das Grewnnschte leistet. Er findet die Scbwierigke 
in der Verschiedenlieit der Widerstande, welche in heiden Maschinen auftrete: 
(Schell, Mechanik 1870, S. 883.) 


Das Princip der Aebnliclikeit (§ 367 — 369). 
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einander proportional imd sie begannen sich in parallelen Richtungen 
mit ahnlicben Bewegungen und in proportionalen Zeiten zu bewegen, 
so werden sie fortfabren, sicb mit abnliclien Bewegungen und in pro- 
portionalen Zeiten zu bewegen, wenn die ausseren bewegenden Krafte 
in jedem System sicb verbalten wie 


dx 


das Verhaltniss der Massen X dem Verbaltniss der linearen Dimensionen 
(Verhaltniss der Zeiten)^ 

Da die Componenten der Greschwindigkeit eines jeden Punktes , 

sind^ so mtissen offenbar in zwei abnlichen Systemen die Gescbwindig- 
keiten der entsprechenden Punkte in den entsprecbenden Zeiten sicb 
das Verbaltniss der linearen Dimensionen 


etc. 


verbalten wie 


Eliminirt man 


Verbaltniss der Zeiten 
die Zeit aus diesen beiden Beziebungen, so findet man als Bedingung 
der Aebnlicbkeit zweier Systeme, dass die bewegenden Krafte sicb ver- 


balten miissen, wie 


das Verbaltniss der Massen X (dem Verb, der Gescbwindigk.)^ 
Verbaltniss der linearen Dimensionen 


§ 369. Ueber Modelle. Bertrand bemerkt^ dass man beim Ver- 
gleicben der Arbeit eines Modells mit der einer grossen Mascbine 
dafiir sorgen muss, dass alle Krafte im ricbtigen Verbaltniss steben. 
Die Gewicbte der verscbiedenen Tbeile variiren wie ibre Massen. Daraus 
folgt, dass die Gescbwindigkeit, mit der man das Modell geben lasst, 
der Quadratwurzel aus seinen linearen Dimensionen proportional sein 
muss. Aucb die Zeiten, in denen entsprecbende Bogen bescbrieben 
werden, mtissen in demselben Verbaltniss steben. 

Steben der Gang des Modells und der grossen Mascbine in einer 
solcben Beziebung, so gebraucbt man aucb wobl den Ausdruck ,^ent- 
s;^rechende Geschwindigkeiten^^, 

Wirken aucb nocb andre Krafte ausser der Scbwere auf das Mo- 
dell, so miissen sie zu den entsprechenden Kraften der Mascbine in 
demselben Verbaltniss steben, wenn das Modell der Mascbine abnbcb 
sein soil. Wenn das Modell aus demselben Material wie die Mascbine 
bergestellt wird, so variiren die Gewicbte der verscbiedenen Tbeile, 
wie die dritten Potenzen der linearen Dimensionen. Die gegebenen 
Krafte miissen daber in demselben Verbaltniss wie die Kuben der 
linearen Dimensionen steben. Liegt z. B. das Modell einer Dampf- 
mascbine vor, so variirt der Dampfdruck auf den Kolben wie das Pro- 
duct aus dem Placbeninbalt des Kolbens und dem Dampfdruck. Der 
Dampfdruck muss daber bei beiden in demselben Verbaltniss steben, 
wie die linearen Dimensionen des Modells zu dem der Mascbine. 

Wenn nun die gegebenen Krafte in den beiden Systemen in dem 
ricbtigen Verbaltniss zu einander steben, so nehmen die gegenseitigen 
Reactionen zwiscben den Tbeilen der Systeme von selbst das namlicbe 


Verhaltniss an. Derm gibt man dem Princip der virtuellen Arbeit gemaa 
die geeigneten Verschiebungen und bildet auf diese Art die Bewegungs 
gleichungen zur Ermittlung dieser Keactionen, so sieht man leichi 
dass sie sicli wie die Krafte zu eiuander verbalten. Da die gleitend 
Reibung wie der Normaldruck variirt und von den sich berillirende 
Flaclien unabhangig ist^ so stehen diese Reibuiigskraffce an der Mas chin 
und dem Modell im richtigen Verhaltniss. Nicht so verbalt es sia 
mit der rollenden Reibung, Nach § 164 variirt die rollende Reibuiij 
umgekehrt wie der Durchmesser des Rades und steht daher bei der 
Modell in einem grosseren Verhaltniss zu den andern Kraffcen , als be 
der Maschine. Wenn der Widerstand der Luft dem Product aus der 
Inhalt der ihm ausgesetzten Plache und dem Quadrat der Grescliwindig 
keit proportional ist, so stehen diese Widerstande bei dem Modell un 
der Maschine im richtigen Verhaltniss. 

§ 370. Boispielo. Als Beis2Diel wollen wir das Princip auf den Pall eine 
starren Korpers anwenden, welcher unter dem Einfluss der Schwere um eine fest 
Axe schwingt. Sollen die Bewegungen zweier Pendel iilinlicii sein, so mussen si 
gleiclie Wiulcel beschreiben; die entsprechenden Zeiten sind daher den Schwir 
gimgszeiten proportional. Ba die Krafte wie das Product aus Masse und Sohwer 
variiren, so folgt, dass das Quadrat der Schwingungszeit, wenn ein Pendel eine; 
gegebenen Wink el durchschwingt, variiren muss, wie das Verhaltniss der lineare: 
Dimensionen zur Schwere. 

Ferner nehme man den Fall eines Massenpunktes , der eine Babn um ei 
Attractions centrum beschreibt, dessen Kraft dem Product aus dem reci];)roke: 
Quadrat seines Abstancles und einer Constanten ^ gleich ist. Aus dem Princi 
geht sofort hervor, class das Quadrat der Zeitperiode direct wie der Kubus de 
Abstancles und umgekehrt wie ft variiren muss. Es ist dies das dritte Kepler’sch 
Gesetz. 

Beisp. Man soil die Burchhiegung einer Briicke von 15 m Lange un 
100 Tonnen (a 1000 kg) Gewicht, wenn eine Maschine, die 20 Tonnen wiegt, m: 
der Gesohwindigkeit von 64 km in der Stunde uber sie fahrt, durch Experiment 
feststellen, welche an einem Modell der Briicke gemacht werden, das 1,6 m Ian 
ist und 2,8 kg wiegt. Man finde das Gewicht des Modells der Maschine un 
nehme an, das Modell der Briicke sei so steif, dass die statische Burchhiegung i 
der Mitte unter dem Modell der Maschine ein Zehntel derjenigen der Briicli 
unter der Maschine selbst betragt und zeige, dass dann die Gesch’windigkeit de 
Modells der Maschine etwa 5,6 m in der Secunde sein muss. [Coll. Exam. 1887.] 

§ 371. Fronde’s Theorem. Froude bcnutzte bei seinen Versuchen zur B( 
stimmung des Widerstandes, den die Schiffe finden, kleine Modelle und bedieni 
sich dabei der folgenden Regel: Wenn die linearen Dimensionen eines Schijfi 
n-mal so gross als die des Modells sind^ die mittleren Diclitigiceiten dagegen gleic 
tmd der lei der Gescluoindiglceit V gemessene, dem Modell geleistete Widerstand j 
ist, dann findet lei der e^itsprechenden Gescliwindiglceit , ndmlich Vf/n, das Sch{ 
den Widerstand 

Ba Schiff und Modell iihnlich und von gleicher mittlerer Bichtigkeit sind, a 
sind die linearen Bimensionen der untergetauchten Theile wie w zu 1. Die Widei 
stande, welche ahnliche Korper in tiefem Wasser finden, variiren, wie man ge 
funden hat, nahezu wie die Quadrate der Geschwindigkeiten, multiplicirt mit dei 
Inhalt der benetzten Flachen, cl. h. wenn die Geschwindigkeit des Schiffes n'-mi 


Das Princip der Aelmlichkeit (§ 369-- 373). 
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so gross als die des Modells ist, so stelien die Widerstande in dem Verhaltniss 

; 1. Die Widerstande miissen nnn in demselben Yerhaltniss steben, wie die 
tibrigen sich entsprecbenden Krilfbe, d. b. es muss — n® scin naeb § 369. 

Mithin ist n — j/n und verhalten sicb die Widerstande wie zu 1. 

Der Widerstand wird bauptsacblicb dadurcb bervorgerufen , dass das ScbifF 
Wellen erzeugt, die sicb bestandig von dem Scbiff wegbewegen. Weniger Wider- 
stand erzeugt die Reibung zwiscben Scbiff und Wasser. Beide sind bier in grober 
Annaberung zusammengefasst, indem das Gesetz benutzt wurde, wie es sicb aus 
den Versucben ergibt. Vergl. White, Maiitcal of Nan, Architecture, III. Aufl., 
London 1894; ubersetzt von Scblick und von Hullen, Leipzig, 1879. 


§ 372. Savart’s Theorem. In dem 29. Band der Annales de Chimie 
(Paris, 1826) bescbreibt Savart zablreiche Versucbe, die er mit abnlicben, Luft 
entbaltenden Gefassen anstellte, die Tone von verscbiedener Hobenlage erzeugten. 
Er leitete aus ibnen das folgende allgemeine Gesetz ab: 

Wenn Luftmassen in zwei dlmlidhen Gefassen enthalten sind, so ist die Anzahl 
der Sclmingungen in einer gegeVenen Zeit (d, li. die Hohe des erzeugten Tones) den 
linearen Dimensionen des Gefdsses umgelzehrt proportional. 

Dieses Savart’scbe Theorem ergibt sicb unmittelbar aus dem Princip der 
Aebnlicbkeit. Tbeilt man die iibnlicben Gefasse in sicb entsprecbende Elemente, 
so sind die Bewegungen dieser Elemente einander abnlicb, wenn die Krafbe 
Verbaltniss der Masse x Verbaltnisse der linearen Dimensionen 


varnren wie 


(Verbaltnisse der Zeiten)^. 

Nacb dem Mariotte’scben Gesetz variirt aber die Kraft zwiscben zwei Elementen, 
wie das Product aus der Beriibrungsflacbe und der Dicbtigkeit. Die Scbwingungs- 
zeiten der entsprecbenden Luftmassenpunkte miissen daber variiren wie die linearen 
Dimensionen des Gefasses. 

Der Erste, der eine Erklilrung des Savarff scben Gesetzes gab, war Cauchy. 
Er zeigte in einem an die Academie der Wissenscbaften im Jabre 1829 gericbteten 
Memoire, dass es sicb aus der linearen Eigenscbaft der Bewegungsgleicbungen 
ergebe. Er verweist auf die allgemeinen Bewegungsgleicbangen der elastiscben 
Korper, deren Massenpunkte nur wenig verrilckt werden, aucb wenn die Elasticitat 
in verscbiedenen Ricbtungen verscbieden ist. Diese Gleicbungen, die dazu dienen, 
die VeiTuckimgen (|, eines Massenpunktes durcb die Zeit t und die Coordi- 
naten (x, y, z) auszudrucken , sind von zweierlei Art, Die eine beziebt sicb auf 
alle Punkte im Innern des elastiscben Korpers, die andre auf alle Punkte seiner 
Oberiache. Man findet sie in jedem Lebrbucb der Elasticitatstbeorie. Ans den 
Gleicbungen ergibt sicb, dass sie aucb dann nocb gelten, wenn man tj , 5 , x, y, z, t 
durcb Jct], ht, lex, Icy, hz, let ersetzt, unter h eine Constante verstanden, 
vorausgesetzt, dass man aucb die bescbleunigenden Krafte im Verbaltniss von Ic 
zu 1 verandert. Sind daber die bescbleunigenden Krafte Null, so reiebt es aus, 
die Dimensionen des elastiscben Korpers und die Anfangswertbe der Verruckungen 
in dem Verbaltniss von 1 : 7c zn vergrbssern, damit aucb die allgemeinen Wertbe 
von if 7], ^ und die Scbwingungszeiten in demselben Verbaltniss variiren. Daraus 
leiten wir Cauchy’s Verallgemeinerung des Savart’ seben Gesetzes ab, namlicb: 

Wenn wir die Hohe des von einem Korper^ einer Platte Oder einem elastisclien 
Stab ausgelienden Tones dwreh die Anzahl der in der Zeiteinheit liervorgebrachien 
Sehwingungen messen, so variirt die Hohe umgelcehrt wie die linearen Dimensionen 
des Korpers, der Platte oder des Stabes, vorausgesetzt, dass seine sdmmtUchen Dimen- 
sionen in einem gegehenen Yerhaltniss gedndeH werden. 


§ 373. Imaginare Zeit. Die Bewegungsgleicbungen eines Systems werden 
in die eines abnlicben Systems durcb Multiplication der Krafte, Langen, Massen 
nnd Zeiten mit den Constanten F, I, (i, r und dadurcb ubergefiibrt, dass man 
fil 5= Ft^ setzt. Es ist jedocb mbglicb, dass die Systeme nur eine analytische 
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Aebnlichkeit bieten, clenn ist F negativ und /u,, I positiv, so wird das Verbaltniss 
der entsprecbenden Zeiten imaginar. Der Wecbsel des Yorzeichens von F ist 
selbstverstiindlicb der Umkebrung der Kicbtung aller gegebenen Krafte aquivalent. 

Man nebme zum Beispiel die Bewegung eines einfachen Pendels , welcbes von 
der Bube ausgebt. DerWinkel, den der Faden zur Zeitt mit der Yerticalen macM, 
kann durch ein ellixDtiscbes Integral ansgedrilckt werden, welcbes zwei Perioden 47c nnd 
4 Jc' ]/—* 1 hat, von denen die zweite wahrend der Bewegung keine Bedeutung 
hat, Setzt man t' ~ t ]/— i , so gibt die letztere die Periode von f an, namlich 
die des Pendels, wenn die Schwere aufwarts gerichtet an ihm angriffe. Apx)ell, 
iiher erne Interpretation der imagindren Werthe der Zeitj Comptes BcnduSf 1878 , 
Bd. 87 , S. 1074 . Painleve, Legons etc., eg. diff. de la Mecanigue, 1895 ^ S. 226. 


§ 374. Die Tlieorie der Dimeusioneii. Man kann diese Resultate 
auch aus der Theorie der Dimensionen ableiten. Legt man die Be- 

• • df^ oc 

zeichnung des § 332 zu Grunde, so wird die Kraft F durch m 

gemessen. Wir konnen daher den allgemeinen Satz aufstellen, dass 
alle dynamisolien Qleichungen der art sein milssen, dass in alien Gliedern 
der Eaum in derselhen Totem auftreten mass, ehenso die Zeit und die 
Masse, wenn man annimmt, die Dimensionen der Kraft seien 

Masse X Eaum 

Urn zu zeigen, wie sich der Satz gebrauchen lasst, wollen wir ihn 
auf ein einfaches Pendel von der Liinge I anwenden^ das unter dem 
Einfliiss der Schwere steht und dessen Schwingungen die Amplitude a 
haben. m sei die Masse des Massenpunktes, F die bewegende Kraft 
der Schwere; dann kann die Schwingungsdauer t nur eine Function 
von F,' Ij m und cc sein. Diese Function werde in eine Reihe von 
Potenzen von F, I und m entwickelt^ so dass 

% = EAF^l^mr 


ist^ worm A, als eine Function von a allein, eine Zahl bedeutet. Da 
t im Eaum keine Dimensionen hat, so ist + 2 = ^5 -r ist ferner 
in der Zeit von einer Dimension, daher — 2j9 = 1; schliesslich ist x 
von keiner Dimension in der Masse, also p r = 0. Daraus folgt 

^ = und da sowohl p als g als r nur einen Werth 


haben, so hat die Reihe nur ein Glied. Daraus folgt, dass bei einem 
einfachen Pendel t = A ist, worin A eine unbestimmte Zahl 
bedeutet. Siehe auch § 370, 


Beisp. 1. Em Massenpuukt bewegt sich in einem Mittel, dessen Wider- 
stand wie die Geschwindigkeit variirt, vom Zustand der Buhe aus nach einem 
Kraftcentrum hin, dessen Anziehung dem Abstand joroportional ist; man zeige 
mit Hiilfe der Theorie der Dimensionen, dass die Zeit, die er gebraucht, um das 
Kraftcentrum zu erreichen, von seiner Anfangslage unabhangig ist. 



JRaum nach einem Kraffccentrum bin, dessen Anziehung unigekelirt wie die Potenz 
des Abstandes variirt; man zeige, dass die Zeit, die er gebranclit, nm das Kraft- 

centrum zu erreicben, wie die ^ ^ te Potenz des Anfangs abstandes des Massen- 
punktes variirt. 


Die Clausius’sclie Theorie der stationaren Eeweguiig. 


§ 376. Man bestimme die miUlere lebendige Kraft eines Systems materieller 
Punhte, das sick in stationdrer Bewegung befmdet, Clausius^ JPogg. Annalen, 
141, 1870. 

Stationar vTird bier jede Bewegung genannt, bei welcber sicb nicbt diePunkte 
von ibrer urspriinglicben Lage immer weiter entfernen und die Geschwindigkeiten 
sicb nicbt bestandig in derselben Picbtung andem, sondem bei der sicb die Punkte 
in einem begrenzten Raum bewegen und die Gescbwindigkeiten nur innerbalb 
bestimmter Grenzen fluctuben. Von dieser Art sind alle periodiscben Bewegungen, 
wie die der Planeten um die Sonne, die Scbviringungen elastiscber Eorper und 
femer jene unregelmassigen Bewegungen, vne sie den Atomen und Molekiilen 
eines Korpers zur Erklarung seiner Warme zugescbrieben werden. 

x^y^z seien die Coordinaten eines Punktes in dem System und seine Masse 
sei wj JC, V, Z seien die Componenten der an dem Punkt angreifenden Kraffce. 


Es ist dann m -^7^ = X 
Beisp. 4) 

d^{x^) ^ 
dt^ 


Durcb einfacbe Differentiation erbalt man (§ 286, 



und daber 


m(dx\^ 1 , m d'^ix^) 

JXdi) 4"^* 


Man integrire diese Gleicbung in Bezug auf die Zeit von 0 bis t und dividire das 
Integral durcb es wird dann 

t t 







0 


d{x^ 

dt 


r^i I 

I dt Jo) ' 


wobei der Index 0 an einer Grosse bedeutet, dass ibr Anfangswertb zu nebmen ist. 
Die linke Seite und das erste Glied auf der recbten Seite der Gleicbung 

sind offenbar die mittlerenWertbe von — wabrend der Zeit t 


Bei periodiscben Bewegungen kann die Zeit t als Bauer einer Periode angenommen 
werden, bei unregelmassigen Bewegungen dagegen (und wenn man will aucb bei 
periodiscben) bat man nur zu beacbten, dass die Zeit t im Yerbbltniss zu den 
Zeiten, wabrend welcber sicb der Punkt in derselben Ricbtung in Bezug auf 
irgend eine der Ricbtungen der Coordinaten bewegt, sebr gross ist, so dass im 
Verlauf der Zeit t viele Aenderungen der Bewegung vorgekommen und die obigen 
Ausdrucke fur die mittleren Wertbe bim’eicbend constant geworden sind. Das 
letzte Glied auf der recbten Seite wird, wenn die Bewegung periodiscb ist, am 
Ende jeder Periode Null. Ist dagegen die Bewegung nicbt periodiscb, sondem 
andert sicb unregelmassig, so wird der in der Edammer eingescblossene Pactor 
nicbt so regelmassig Null; jedocb kann sein Wertb mit der Zeit nicbt bestandig 
wacbsen, sondem nur zwiscben gewissen Grenzen fluctuiren und der Divisor t, 
mit dem das Glied bebaftet ist, muss es dementsprecbend fur sebr grosse Wertbe 
yon t verscbwindend klein macben. Dasselbe gilt fur Bewegungen, die den andem 
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Coordinate]! parallel sind. Addirt man daber die Resultate far jeden Punkt, so 
erhillt man, wenn v die Gescbwindigkeit des Massenpunktes m bedentet, 

cler mittlere Wertb von — 2mv^ = — mittlerem Wertb von + 

Der Mittelwerth von — ~ Yy Zz) ist von Clausius das Yirial des 

Systems genannt vrorden. Danacb lasst sick sein Theorem so aussprechen: Die 
miUlere lebendige Kraft des Systems ist seinem Virial gleich. 


§ 376. Der Anwendung des Satzes auf die mechanische Warmetheorie schicken 
wir voraus , dass jeder Korper als ein System sich bewegender Massenpunkte an- 
zusehen ist. So weit es imsern Satz angeht, konnen die Massenpunkte durchaus 
beliebige Bahnen beschreiben und jeder kann an dem andern beliebig nahe vorbei- 
gehen. Da aber hier Zusammenstosse nicht in Kechnung gezogen sind, so muss 
man entweder annehmen, die Punkte wurden von einer thatsllchlichen Bervihrung 
durch starke Abstossungskrafte bei grosser Anniiherung zuruckgehalten, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, sie seien vollstilndig elastisch, so dass die gesammte 
lebendige Kraft durch Zusammenstosse nicht alterirt wird. 

Die an dem System angreifenden Krafte bestehen im Allgemeinen aus zwei 
Theilen. An erster Stelle liben die Elemente des Korpers Anziehungs- oder 
Abstossungskrafte aufeinander aus und dann konnen auch Krilfte von aussen her 
angreifen. Das Virial besteht daher aus zwei Theilen, welche das innere und 
dussere Virial heissen. Eben ist gezeigt worden, dass die mittlere lebendige Kraft 
der Summe der heiden Theile gleich ist. 

Ist (p (r) das Abstossungsgesetz zwischen zwei Punkten, deren Massen m und 
m' sind, so hat man 

Xx + X sa = — qp(r) — - — x — q>{r) — - — x = qi{r) 


und , wenn man fur die beiden andem Coordinaten die entsprechenden Gleichungen 
bildet, so wird das innere Virial — y 2{Xx -\-Yy'-\- Zz) = — ^ y ^‘9 W » worin 


Z die Summii’ung fur die zu je zweien zusammengenommenen Massenpunkte 
angibt. 

Das Volumen vergrossere sich und das System bleibe dabei sich selbst ahnlich. 
Jedes r vnrd jetzt so vergrdssert, dass dr = ist, wobei j3 eine unendlich kleine 
Grosse bedentet. Ist W die Arbeit der inneren Abstossungen, so hat man 
dW ^ Ecp{r)^r. Ist V das Volumen des Korpers, so wird dV — 3|5F. Daher 

U 2 ^'9 W 2 ^ dV ' 


Dies liefert einen andern Ausdruck fur das innere 


Virial, wenn man unter TF die miUlere Arbeit versteht. 

Was die ausseren Krafte angeht, so kommt am haufigsten der Fall vor, 
dass auf den Korper ein gleichmassiger Druck normal zu seiner Oberflache vdrkt. 
Bedeutet p diesen Druck, de ein Element der Oberflache, I den Cosinus des 
Winkels, den die KTormale mit der a? -Axe macht, so ist 


-SXx =5 xpldc = Y xdydz. 


Yersteht man unter V das Volumen des Korpers, so ist dies dasselbe wie ~ pV 
und daher das ganze aussere Virial — pF. 

Nehmen wir an, ein Gas sei aus Massenpunkten zusammengesetzt, wie wir 
sie hier beschrieben haben, von denen sich jeder in Bewegung befindet, die aber 
nicht auf einander einwirken und die in dem umschliessenden Gefass gleichmassig 
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vertbeilt sind. Aus unserm Satz folgt Der resultirende stetige 

Druck jp, -welclier durch den Anstoss der Molekiile an die umschliessende Ober- 
flache bervorgebracbt wird, ist daber, auf die Flacbeneinheit bezogen, ein Drittel 
der leben digen Kraft der Massenpunkte , welche eine Yolumeneinlieit einnebmen. 

Der Leser, welcber sicb fiir den Gegenstand interessirt, wird auf die Appli- 
cations of dynamics to physics and chcmisU'y von Prof. J. J. Tbomson, 1888 
verwiesen. (Deutscb erscbienen im Jabr 1890, Leipzig.) 

Beisp. 1. Man zeige, dass das Yirial eines Kraffcesystems von dem Coordi- 
natenanfang und der Eicbtung der Axen, die recbtwinklig vorausgesetzt werden, 
unabbiingig ist. 

Der Beweis der ersten Bebauptung ergibt sicb dai’aus, dass bei stationarer 
Bewegung 2/X = 0, etc. Der fur die zweite folgt aus der Gleicbung 

Xx + Yy + 

worin R die Resultante von X, Y”, Z und q die Projection des Radiusvector auf 
die Ricbtung von R bedeutet. 

Allgemeine Satze ftber Momentaakrafte. 

§ 377. Die allgemeine Grleiclinng der virtuellen Arteit. (x, y, 0 ) 

seien die Coordinaten eines Massenpunttes m und (X, Y, Z) die 
Componenten der auf ibn einwirkenden Momentankrafte in der Ricbtung 
der Axen. Vj w), (u', Vj w') seien die Componenten der Grescbwindig- 
keit des Massenpunktes in denselben Ricbtungen grade vor und grade 
nach dem Stoss. 

Werden die Bewegungsgrossen m{u — m{v — v\ m(w' — w) 
fiir jeden .Massenpunkt umgekebrt^ so stehen sie im Grleicbgewicbt mit 
den Momentankraften. Mitbin erbalt man nacli dem Princip der vir- 
tuellen Arbeit 

2 Jm[(w' — v) dx {ft) — v) dy + (fv — w) 60] = Ydy Zd^), 

worin Sy^ dj3 kleine willkurlicbe Verscbiebungen des Massen- 
punktes m sind, die sicb mit den geometrischen Bedingungen des 
Systems vereinigen lassen. 

Dies ist die allgemeine Gleicbung der virtuellen Arbeit; wir werden 
weiter unten seben, dass sicb die auf den Stoss folgende Bewegung 
des Systems aus ihr ableiten lasst. Pur den AugenbHck bescbaftigen 
wir uns nur mit solcben allgemeinen Eigenscbaften der Bewegung, die 
sicb aus dieser Gleicbung durcb geeignete Wabl der willkiirlicben 
Verscbiebung ergeben. 

§ 378, Carnot’s erstes Theorem^). Wir wollenzuerst annebmen, 
es seien nur solcbe Momentankrafte vorbanden, die durcb die Actionen 
und Reactionen der Korper, welcbe das System bilden, bervorgerufen 
werden. (Bs mogen z. B. zwei Korper widereinander stossen oder zwei 
Punkte plotzlicb durcb einen unelastiscben Paden verbunden werden.) 
Dann befinden sicb diese gegenseitigen Actionen und Reactionen im 


1 ) Carnot, PrincipesfondamentauxdeVeguilihreetdit/mouvement Paris, 1803, 
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Grleieligewiclit und die Sinnine ihrer virtuellen Arbeiten ist fiir alle 
Verruckungen, welche den Abstand zwischen den Massenpunkten^ die 
aufeinander wirken, nickt andern^ gleicb Null. Nimmt man an, die auf- 
einanderstossenden Korper seien unelastiscb, so haben grade nacJi dem 
Ziisammenstoss die Punkte der beiden Korper, die aufeinander treffen, 
keine Trennungsgeschwindigkeit normal zur gemeinscbaftliclLen Flaclie 
der Korper. Nelimen wir dalier als willktirlicbe Verriickung die 
tkatsacliliche Verruckung des Systems wahrend der Zeit dt grade nacli 
dem Zusammenstoss, so wird die Summe der virtuellen Arbeiten 
der Momentankraffce Null. Setzt man daher dx = u' dtj dy = v' dty 
di 2 — tvdtj so ist 

2]m[{u — u)u {v — v)v {w — w) %v'] — 0. 

Daber 

Um(u'^ + + w'^) — Umiuu' vv + ^^0? 

oder in anderer Gestalt 

— 2Jm{u^ -|-* -f- w^) = 

= — zm [(ii — (v • — vy -j- (w' — wy\ 

Mitliin geht hei dem Zusammenstoss unelastisclier Korper stets lebendige 
Kraft verloren. Dies ist der erste Tbeil von Carnot’s allgemeinem 
Theorem. 

§ 379. Verallgeineinerung des Carnot’sclien Theorems. Man 
beachte, dass Carnot’s Beweis nicht ausschliesslich fiir Zusammen- 
stosse gilt, soudern fiir alle Momentankrafte, die in der Gleichung der 
virtuellen Arbeit, als auf die folgende Verruckung verwendet, nicht 
auftreten. Ein System Icann sich auf beliebige Art bewegen und man 
hann pVotdich neue Zivangsbedingungen oder geometrische Be^iehungen 
einfuhren, durch welche einige MassenpunMe gezwungen werden, eine neue 
JBahn einmscMagen. Die Momentankrafte, welche diese Aenderung der 
Bewegung hervorrufen, besitzen die Natur von Reactionen und bei 
der folgenden Bewegung sind ihre virtuellen Arbeiten Null. Es ergibt 
sich daher, dass lebendige Kraft verloren geht und dass der Betrag der 
verlorenen lebendigen Kraft der lebendigen Kraft der relativen Bewegung 
gleichhommt Dies wird auch zuweilen das Bertrand’sche Theorem 
genannt. 

§ 380. Carnot’s zweites Theorem. Wir woUen weiter annehmen, 
eine Explosion fande in einem Korper des Systems statt. Dann be- 
wegen sich irgend zwei Massenpunkte, welche im Begriff sind sich zu 
trennen, grade vor dem Stoss so, dass die virtuellen Arbeiten ihrer gegen- 
seitigen Aetionen gleich und entgegengesetzt sind, grade nach der 
Explosion braucht dies aber nicht der Fall zu sein. Wir setzen daher 
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jetzt 8x = udt^ dy = vdt, S^ — w8t und erhalten ans der Gleichung 
der virtuellen Momente 

Ilm\_{u' — u)u + (v — v)v -)- (w — w)w'\ — 0, 

Oder in anderer Form 

Ilm(u^ + ^2 ^ ^ 

Zm\{u' — uY + {v — vY -f" — '^Y\ 

Daher ivird im Fall emer Explosion stets lebendige Kraft gewonnen. 
Dies ist der zweite Tlieil des Carnot’sclien Theorems. 

CarnoFs drittes Theorem. Die Korper des Systems sind vollkommen 
elastisch. Stossen zwei elastische Korper aufeinander, so besteht die ganze 
Wirkung aus zwei Theilen, einer Compressionskraft, als ob die Korper 
un elastisch waren, und einer Restitutionskraft von der Natur einer 
^Explosion. Die Umstande der beiden Krafte sind gleich und einander 
entgegengesetzt. Daher wird die bei der Compression verlorene lebendige 
Kraft genau durch die bei der Restitution gewonnene aufgewogen. Dies 
ist der letzte Theil des Carnot’schen Theorems. 

§ 381. Als ein Beispiel zu dem Carnot’schen Theorem wollen -wir das 
Problem des ballistischen Pendels, das schon in § 124: besprochen wurde, anfClhren. 

Vor dem Zusammenstoss ist das Pendel in Ruhe und hat die Kugel die Ge- 
schwindigkeit die lebendige Kraft ist daher Rack dem Zusammenstoss be- 

wegen sich Kugel und Pendel zusammen und ist die lebendige Kraft y {Mli ^ co ^ 

Um die lebendige Kraft der relativen Bewegung zu finden, bemerke man, dass 
(1) die Geschwindigkeit der Kugel Yon w in iw ubergegangen ist und ihre Richtung 
um den Winkel |3 sich gedreht hat; die lebendige Kraft seiner relativen Bewegung 
ist daher Y — 2i(3ot; cos (3); dass (2) die Winkelgesch-windigkeit des 

Pendels sich von 0 in co verwandelt hat und daher die lebendige Kraft der rela- 
tiven Bewegung ist. Man erhalt nach dem Carnot’schen Satz 

mv^ — — 2icov cos (3) -f- Mh'^co^ 

Oder reducirt mvi cos (3 = co , 

womit die Anfangsbewegung nach dem Stoss gefunden ist. Yerschiedene Beispiele 
fur die Anwendung des Carnot’schen Theorems findet man in App ell’s Cours 
de Mecanique^ H, Paris, 1896, S. 496. 

§ 382. Drei Formen der Grleichiing der virtuellen Arbeit. Wir 
woUen jetzt die allgemeine Gleichung der virtuellen Arbeit fur ein 
unter der Wirkung beliebiger Momentankrafte sich bewegendes System 
wieder aufuehmen. Wir haben eben gesehen, dass es zwei Yerruckungen 
gibt^ die man mit Vortheil als willkiirliche Yerrtickung wahlen kann. 
Die eine fallt mit der Bewegung grade vor^ die andre mit der grade 
nach der Wirkung der Momentankrafte zusammen. Die Gleichungen 
kann man schreiben 

Zm[(u' — u) u -f- — '^0 ^ “h — '^) ~ Z(Xu Yv Zw)j 

Zml(u' — %i)u (v — {w — — Z(Xu Yv Ziv). 

Koiith, Dynamik, I, 22 
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Ausserdem gibt es aber nocb viele verscbiedene Bewegungen, 
welche geometriscli mdglicb sind. {u", v", w") seien die Couiponenten 
der Geschwindigkeit des typischen Massenpunktes m fiir irgend eine 
dieser mogiichen Bewegungen. Man kann dann setzen dx — u'dtj 
dy = v'8t, dz = w"St nnd erhalfc 

— (v —v)v'' + {w' — w)w"'\ = ZiXy!' + W'+ Zw^'). 

Diese Gleichung enthlilt die beiden fruheren Falle als Specialfalle. 

Diese mogliche Bewegung hatte man von dem Anfangszustand 
ans dnrcb die Anbringung geeigneter Momentankrafte erzeugen konnen. 
Die letzteren mdgen durch A', Y', Z' dargestellt werden. Alsdann wil’d 
mittelst dieser Krlifte der Zustand(^t", v", w") die tbatsacbliche folgende Be- 
wegung nnd unsre friiliere folgende Bewegung wird eine blosse Variation 
derselben. Es lassen sicb auf diese Art drei weitere Gleicliungen auf- 
stellen, die man durcli Vertauscliung von (u^ v, w') mit v' ^ iv”\ 

nnd von Tj Z) mit (X', V, Z') aus den frliberen erhalt. 

Ans diesen Grieicbnngen ergeben sicb verscbiedene allgemeine Satze. 
Urn jedocb die analytiscbe Untersncbnng moglicbst einfacb zn gestalten, 
wollen wir eine einfacbe Bezeicbnungsweise einfnbren. 

§ 383. Eine geeigneto Bezeiclmnngsweise. T sei die anfanglicbe lebendige 
Kraft des Systems. T' sei die lebendige Kraft nach der Anbringung einer Grupi^e 
von Monientankraften, die wir als die Gruppc A bezeicbnen wollen und die 
resultirende Bewegung moge die Bewegung A heissen. T" sei die lebendige 
Kraft irgend einer mo glicben Variation dieser Bewegung, welche wir die Bewegung 
H nennen wollen, und die Krilfte, welche sie erzeugen, seien die Krafte B. Wir 
haben auch die lebendige Kraft der relativen Bewegung irgend zweier von ihnen 
nothig. Nimmt man z. B. die beiden ersten und driickt die lebendige Kraft der 
relativen Bewegung durch aus, so ist 

2 jRjjj = 2m[{u — uy + ~ 

2 + 2T — 2Z7n(uu' + vv' + ww')^ 

daher 

4- = T T' — . 

Ebenso ergibt sich, wenn man die lebendigen Krafte der ubrigen relativen Be- 
wegungen -Rq 2 nennt, 

IJm(uu" vv" -|- ww") = T T" — 

2m{u'u" 4“ 4" == ^'4' Y" — -Ri2' 

Die Accente der T auf der rechten Seite und die Indices der B entsprechen 
daher in alien drei Gleichungen den Accenten auf der linken Seite. 

Die drei Gleichungen, welche in § 382 aus dem Princip der yirtuellen Arbeit 
abgeleitet wurden, lassen sich daher schreiben 

T — B^^ = virt. Arh. der Krafte A hei der anfanglich gegehenen Bewegung, 
T ' — T Bqj^ == virt. Arh. der Krafte A bei der Bewegung A, 

T' — T — JRjg 4 * -1^02 ^ Arb. der Krafte A bei der Bewegung JB, 

wobei der Divisor d t auf der rechten Seite der Khrze halber weggelassen wurde. Man 
kann statt dessen auch sagen, die rechten Seiten driickten die Geschwindigkeit aus, 
mit welcher die Krafte A bei den beziiglichen Bewegungen Albeit verrichten oder 
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auch die rechten Seiten driickten die Summen der Producte, die man dnrcli 
Multiplication einer jeden Kraft mit der Componenten der Geschwindigkeit ikres 
AngrifPspunktes in der Richtung der Kraft erhalt, fiir die betreffende specielle 
Bewegung aus. 


§ 384. Die diirch Momeiitaxikrafte erzengte Aenderung der lebendigeii 
Kraft. Durch Addition der beiden Gleicbungen des § 382 

Zm(u — u)u -|- • • • = UXu + • • • , 

— = 

erhalt man 

H I]X(u +u)^ . 

Da die linke Seite die DifFerenz zwischen der lebendigen Kraft vor 
und nach der Wirkung der Stosskrafte ist, so gelangen wir zu dem 
folgenden Theorem: Wenn Momentcmhrdfte auf ein sicli ietvegendes 
System so ist die Aenderung der lebendigen Kraft der Summe 

der jProducte gleicli, welche man durch Multi;plicatio7i einer jeden Momentan- 
Icraft mit dem miUleren Werth der Componenten der GeschwindigJceiten 
Hires AngriffspunMes grade vor und grade nach der Wirlmng der Momentan- 
Icraft in der Eichtung dieser Kraft erhalt Ein anderer Beweis dieses 
Theorems fiir den Fall eines eimelnen Kbrpers ist in § 346 gegeben 
worden. 

§ 386. Die lebendige Kraft der relativen Bewegung. Durch 
Subtraction erhalt man aus den beiden Gleichungen des § 382, namlich 

^m{%i — u)u = ZJXu + • • • ; ‘ 

Em{u' — u)u' — XXu ^ 

die Gleichung 

Xm(u' — uY -\ XX(u' — u) . 

Wenn ddher Momentanhrdfte auf ein sich bewegendes System wirhen, so 
ist die lebendige Kraft der relativen Betvegung der Summe der Producte 
gleichj welche man durch Multiplication einer jeden Momentanhraft mit 
dem halben Ueberschuss der Components der Geschwindigheit Hires Angriffs- 
punhtes grade nach uber die grade vor der Wirlmng der Momentanlc/raft 
in der Eichtung dieser Kraft erhalt 

§ 386. Zwei verschiedene Arten von Stossen lassen sich vorstellen; 
(1) kann man sich denkeU; gewisse Punkte des Sjstems -warden plotzlich 
ergriffen und gez'wungen^ sich mit gegeben er Gesch-windigkeit in einer 
vorgeschriebenen Art zu bewegen, wie in § 288; (2) kann man an- 
nehmen, gegebene Momentanbrafte wirkten auf gewisse Punkte wie in 
§ 306. In dem ersten Fall sind die resultirenden Verschiebungen der 
Angriffspunkte der Momentankrafte X, Yj Z gegeben ^ die Momentan- 
krafte selbst dagegen unbekannt. In dem letzteren sind die Momentan- 
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krafte T, Z gegeben, dagegen die Verscbiebungeii der Ajigriffs- 
punkte nicht bekannt. Oder auch im ersten Pall ist der Zwang ge- 
geben^ im zweiten die Momentankrafte. Wir wollen sie nacbeinander 
untersucben. 

Der Zwang sei gegeben. Dem System mogen zwei yerscbiedene 
yirtuelle Verscbiebimgen gegeben -werden, welche sicli beide mit den yoi*- 
gesckriebenen Bedingungen vertragen. Die eine von ihnen babe die 
Ricbtung der tbatsilcblicben Bewegung; es ist dann 

Zm(u — u)u ‘ = XXu ^ 

worm auf der recbten Seite u, Vj w den vorgescbriebenen Ver- 
scbiebungen der Angrilfspunkte der Momentankrafte projgortional sind 
und auf der linken id den tbatsaclilicben Verscbiebungen des 

Massenpunktes m. 

Die zweite Verschiebung mdge die Eicbtung irgend einer geo- 
metriscb moglicben Bewegung des Systems baben; dann ist 

worin w' die Componenten der Gescbwindigkeit des Punktes m 

bei dieser bypothetiscben Bewegung, die Pactoren von X, T", Z auf 
der Eecbten aber die namlichen wie zuvor sind, weil die Bewegungen 
der Angrilfspunkte vorgescbrieben sind. Man erbalt daher 

Xm(u' — u)u -\- — • = Zm{u — u)u' ' 

und daraus 

Zm{u' — + • • • -I- Sm{u " — u'Y + . . . = Em(u" — iiY -!-•• • . 

Jede dieser Summen ist die doppelte lebendige Kraft einer relativen 
Bewegung. Stellt man sie durcb 2 jBo 2 dar (§ 383), so 

ergibt sicb 

■^01 •^12 ~ -^ 02 * 

Daraus folgt, dass grosser als ist. Wenn daher Momentan- 
Icrdfte auf ein sich bewegendes System wirloen und die Verschiebungen der 
Angriffspunhte in der Zeit dt vorgescbrieben sind, so ist die thatsdchliche 
Bewegung derart, dass die lebendige Kraft der relativen Bewegung vor- 
her und nachher Meiner ist, als wenn das System irgend einen ande/im 
Weg nahme. 

§ 387. Kelvin^s Tlieorem. Gebt das System vom Zustand der 
Rube aus, so sind die durcb u, v, w dargestellten Gescbwindigkeiten 
Null. Man erbalt dann, wie in dem letzten Paragraphen, 

Bmu^ “I — • = Bmuu' + * * • ; 

daber 

-I H -| . 

Bezeicbnet man, wie in § 283, die lebendige Ki'aft der tbatsacblicben 



Bewegung nach dem Stoss mit die der hypothetischen Bewegung 
mit der relativen mit Gleiclitiiig 

r + B,, = 2 ". 

Befindet sich mithin ein System in Buhe imd ivird diircli Stosse 
Oder Schldge auf gegehene Fanlcte so in Bewegung geseM, dass die Be- 
tvegungen dieser Punlcte vorgescJiriehen sind, dann ist die Icbendige Kraft 
der nun folgenden Bewegung geringer, als die jeder andern hypothetiscken 
Beivegung des Systems, bei welcher diese Punlcte die vorgescliriehene Be- 
wegung lidben. Natural Philosophy von Tliomson und Tait Art. 312. 


§ 388. Die Moinentankrafte seien gegelben. Man betrachte zwei 
geometrisch mogliclie Bewegungen des Systems. Die eine sei die tbat- 
sachliche Bewegung, bei welclier idj v, %v die Componenten der Ge- 
schwindigkeit des Massenpunktes m sind, und die zweite sei irgend eine 
andre Bewegung derart, dass wir das System durcb Einflllirung des 
richtigen Zwangs ohne Reibung nothigen konnen diese Bewegung an- 
zunebmen. Jeder Punkt moge z. B. dadurcb, dass man ibn, wie ein 
Kiigelcben, an einen glatten Drabt befestigt, gezwungen werden, sicb 
in einer geometriscb moglicben Ricbtung zu bewegen. u \ v \ w' soUen 
die Componenten der Gescbwindigkeit des Massenpunktes m bei dieser 
Bewegung darstellen. 

Gibt man dem System unter der Annabme, es besitze die erste 
Bewegung, eine virtuelle Verriickung in der Ricbtung der zweiten, so ist 

— u) u" -I- • • * = 2Xu" 

Nimmt man nun an, das System babe die zweite Bewegung und 
beacbtet, dass die Arbeit der Zwangsreactionen Null ist, (§ 362), so 
erbalt man 


daber 

und 


i:m{u"—u)u" H BXu" H ; 


Sm{u — u)u" — 2m(u' — ^t) te" ' 


— u'y -j- . . . -j- ^ — Smu'^ 

Bezeicbnet man mit T' die lebendige Kraft der tbatsacblicben Be- 
wegung nacb dem Stoss, mit T" die der bypotbetiscben, und mit B^^ 
die der relativen, so gibt diese Gleicbung 

B,, + T" = r. 

Daraus folgt, dass T' grosser ist als T". Angenommen also, es wirJcten 
auf ein in Beivegung beftndliehes System irgend welche Momentaoilcrafte, 
so ist die lebendige Kraft der nun folgenden Bewegung grosser, als wenn 
das System zusdtzlichen Zwangsbedingimgen unterworfen und von den- 
seTben Momentanlcrdften angegriffen wilrde. Wir kommen so zu einexn 
Theorem von Lagrange, das zuerst von Delaunay in Liouville's 
Journal, Vol. V und spater von Bertrand in seinen Noten zur Mecanigue 
analytique verallgemeinert wurde, Siebe § 379, 
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Vergleiclit man die Theoreme Kelvin’s und Bertrand’s, so ist 
ersichtlicli, dass man bei gegebener Bewegnng der Angriffspunkte 
der Momentankrlifte die folgende Bewegnng dadurch finden kann, dass 
man die lebendige Kraft zu einem Minimum, bei gegebenen Momentan- 
kraften dagegen dadurch, dass man Zwangsbedingungen einfulirt und 
die lebendige Kraft zu einem Maximum macht. 


Beispiele. Zum bessem Verstllndniss der beiden Satze wollen wir ibre An- 
wendxing aiif einige einfache Falle der Bewegung untersncben. 

Beisp. 1. JEin in Bulie bcfindlicher Korper, von welchem ein Punkt O fest- 
Uegt, toird von einer gegehenen Momentanhmft getroffcn; man finde die resultirende 
Bewegung. Siebe §§ 308, 310. 

Z, ilf, iV seien die gegebenen Componenten der Momentankraft um die 
Hauptaxen far 0. Wenn sich nim der Korper um eine im Baum festliegende Axe, 
deren Bicbtuugscosinusse (Z, w, n) sind, zu dreben beginnt, so findet man nacb 
§ 80 die Winkelgescbwiiidigkeit co aus 

{AV + Bm^+ Cn^)(o = Ll + M7n + ]S[n, 

Um die Axen zu finden^ um welcbc sicb der Korper, wenn er frci ist, zu 
dreben beginnt, muss man nacb dem Lagr ange’scben Theorem die lebendige 
Kraft zu einem Maximum machen. Man setze also 

{AP Bm^ + = Maximum, 

wobei nocb die Bedingung bestebt ^ 1 . Bebandelt man die drei 

Gleicbungen auf die gewobnlicbe aus der Differentialrecbnung bekannte Art, so 
ergibt sicb 

Al Bm Cn 


Diese Gleicbungen bestimmen die Eicbtungscosinusse der Axe, um die der 
Korper sicb zu dreben beginnt. 


Beisp. 2. Vier gleicbe Stabe, die sicb in Eube befinden, sind durcb glatte 
Gelenke so miteinander verbunden, dass sie einen Ebombus ABGJD bilden, dessen 
Winkel bei A, 60° betragt. Man beweise mittelst des Kelvin’scben Satzes, dass 
die Anfangswinkelgescb-windigkeit eines jeden Stabes, wenn die Ecke A plotzlicb 
mit der Gescbwindigkeit V in der Eicbtung der Diagonale CA bewegt wird, 


ist, unter 2 a die Lange eines Btabes verstanden. 

7a 

Bedeutet 26 den Winkel bei A und co die Winkelgescbwindigkeit eines 
Stabes, so ist die lebendige Kraft 


yF^-|-4Fa<osin0 + 6a^co® Bin^0 + a^oo^cos^O -(- 


setzt man ibren DifPerentialquotienten in Bezug auf a> gleicb IsTull, er erbalt man 
den Anfangswertb von co, der das gesucbte Eesultat liefert, wenn 20 — 60® ist. 


Beisp. 3, Ein Korper, von dem ein Punkt 0 im Eaum festbegt, befindet 
sicb in Bewegung. Plotzlicb wird eine im Korper festliegende Gerade 00 ge- 
zwungen, sicb um 0 auf gegebene Art zu dreben 5 man finde die Bewegung; 
§ 203. 

Die augenblickbcbe Lage von 00 sei die ^?~Axe. Die vorbergebende Be- 
wegung des Korpers sei durcb die Winkelgescbwindigkeiten co^ , cog , CO3 gegeben 
rmd die vorgescbriebene Bewegung von 00 durcb die Winkelgescbwindigkeiten 
0, qp um die x- und y-Axe. SI sei die gesucbte Winkelgescbwindigkeit des Korpers 
um Oz, Die doppelte lebendige Kraft der relativen Bewegung vorber undnacbber ist 
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A (0 — £Oi)^ + ((p — cOg)^-}- — 2Z) (qp — CO 2 ) (i^t — cOg) — 

2 (0 ~ (joj (SI — cog) — 22r(d — coj^) (cp ~ oog) . 

Sie ist nach § 386 zu einem Minimum zu machen, Durch Differentiation in Bezug 
auf SI erlialt man 

C(Sl — cog) — D (qp — cpg) — JE^(6 — coj = 0 , 

wodurch ausgedriickt wird, dass die Winkelbewegungsgrosse um OC unverandert 
bleibfc. 

Beisp. 4. Einen in Buhe befindlicben Stab AM trifft eine Stosslu:aft M 
senkrecbt zu seiner Lilnge auf das Ende A, welches sich mit der Geschwindigkeit 
f zu bewegen beginnt. Man finde den Punkf 0 in AB, um welchen der Stab zu 
rotiren beginnt, (1) wenn (2) wenn f gegeben ist. Man setze AO — x unci 
zeige, dass sowohl nach Kelvin’s wie nach Lagrange’s oder Bertrand’s 
Theorem dieselbe Function von x zu einem Minimum gemacht werden muss. 

Beisp. 5. Ein System bewegt sich auf beliebige Art. Ein Stoss wird einem 
Punkt senkrecht zu der Bewegungsrichtung des Punktes gegeben. Man beweise, 
dass die lebendige Kraft wachst. 

Dies folgt aus der ersten der Gleichungen in § 383 ; denn die virtuelle Arbeit 
dieser Kraft (dort A genannt) verschwindet bei der Anfangsbewegung. Da her ist 

r = r+j?„,. 

Beisp. 6. Wenn auf ein in Rube befindliches System zwei verschiedene 
Gruppen von Momentankraften wirken, die A und B heissen mogen, so wird es 
zwei verschiedene Bewegungen annehmen. 

Man beweise, dass die Summe der virtuellen Arbeiten der Krafte A in Be- 
zug auf VeiTuckungen, die durch die Geschwindigkeiten bei der Bewegung B 
dargestellt werden, der Summe der virtuellen Arbeiten der Krafte B fiir Ver- 
rilckungen, die durch die Geschwindigkeiten bei der Bewegung A dargestellt 
werden, gleich ist. 

Da T — 0, T' = und B^^ ist, so ergibt sich die Antwort durch die 
Zusammenstellung der dritten Gleichungen in den §§ 383 und 388. 

§ 389. Unvollkommen elastisclio und raulie Kiirpor. Stossen zwei Korper 
cines unvollkommen elastischen und rauhen Systems widereinander, so lassen sich 
aus den Gleichungen des § 382 einige Ausdehnungen des Carnot’sehen Theorems 
ableiten. 

(w, w), (u\ v\ w')j (u\ v", w') seien die Componenten der Geschwindig- 

keit eines Massenpimktes m, grade ehe der Stoss beginnt^ in dem Moment der 
grossten Compression und grade nach dem Ende des Stosses. Die lebendige Kraft 
des Systems moge in jedem dieser Augenblicke mit T\ T' bezeichnet werden 
und die lebendige Kraft der relativen Bewegung fur je zwei solche Augenblicke 
mit JRqj , B ^2 ? -^02 • 

Wenn die aufeinander stossenden Kmyer volUmnmen glatt sind, so erhalt man 


auf dieselbe Art wie in den §§ 378, 380 

[K — tfc) 4- etc.] == 0 (1) , 

Bm [(u— u) 4- etc.] 0 (2) . 

Da der ganze Zusammenstoss der beiden Korper zu dem Zusammenstoss bis 
zur Zeit der starksten Compression in dem Yerhaltniss von 1 4“ e zu 1 steht, so 
lassen sich aus § 382 die beiden folgenden Gleichungen ableiten 

Bm [(lo ' — u)u etc.] = (14*^)^^^ [0^ — u)u etc.] . . . (3) , 
Bm\{n " — It) w '4“ ~ "I” — u)n"-{~etc.] . . - (4). 
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Die linke Seite einer jeden dieser Gleichungen ist, wenn man sie mit dt 
multiplicirt, der yirtuellen Arbeit der ganzen Stosskraft gleich und die rechte 
nacb Multiplication mit dt der virtu ellen Arbeit des Compressionsstosses. Sie sind 
auf dieselbe Yerruckung bezogen und steben daber in dem Vei*baltniss 1 e :1 , 
In der ersten Gleicbung ist die gewablte Yerruckung die tbatsacblicbe Yerruckung 
grade vor, in der zweiten die grade nacb dem Zusammentreffen. Beide sind mit 
den geometriscben Bedingungen vereinbar. 

Den obigen vier Gleicbungen kann man die passende Gestalt geben 


= (6), 

( 6 ), 

r'--r{i + e) + eT^B,,-^{l + e)B,, (7). 

r'~.r(l + e) + cT==cJ?,3-(l + e)i?,, (8). 


Bliminirt man die B aus diesen Gleicbungen, so ergibt sicb 

r'—r^—e^r—T) (o). 

Der Gewirm an lebendiger Kraft in Folge der Bestitution ist daher dem Ver- 
lust an soldier in Folge der Compressio7i, mit e^ multiplicirt, gleich. 

Durcb Elimination der T lindet man die Gleicbungen 


und durcb Elimination von T’ 


-p -^02 

(1 + ey 


Bf,. , B, 


'12 



( 10 ) 


(11), 

vrelcbe man als eine Ausdehnung des dritten Carnot’scben Theorems in § 380 
anseben kann. 

Wir wollen nun weiter annehmen^ die aufcinander stossenden Korper seien 
rauhj glitten -wabrend des ganzen Zusammenstosses aufeinander und die Reibung 
bebielte dabei stets dieselbe Ricbtung bei. Die Reibung stebt dann wabrend des 
ganzen Zusammenstosses in einem constanten Yerbaltniss zum Normaldruck. Die 
Gleicbungen (3) und (4) gelten wie zuvor, dagegen verlieren die getrennten Glei- 
cbungen (1) und (2) ibre Giiltigkeit und statt ibrer lasst sicb die einzelne auf- 
stellen 

u) u' 4* etc.] = (1 c) 2m [{u —u)u-\- etc.] • • . (12) , 


wenn man so verfabrt wie bei den Gleicbungen (3) und (4). Die Gleicbung (12) 
kann man in der Form ausdriicken 


— T' {1 e) eT=^ B^^ + ^^oi (^^) • 

Yereinigt man (13) mit (7) und (8), so bat man drei Gleicbungen zwiscben den 
seeks Grossen T, T', T'\ B^^ , B^^ , B^^ . Man findet leiebt 


^ B,, B,, r'^r{l + e) + eT 

(1 + ey ^ e^ e(l + e) 


(U). 


Aus diesen Gleicbungen lasst sicb der folgende Satz ableiten: 

Wenn ein Korper eines Systems wieder einen andern stosst, so stehen die drei 
Stadien der Bewegu/ng (ndmlich das grade vor, das grade nach dem Zusammentoss 
und das im Moment der stdrJcsten Compression) in einer solchen Beziehung 
einander, dass die lebendige Kraft der relativen Beioegung irgend 0weier zu der 
lebendigen Kraft der relativen Bewegimg zweier anderer ein VerTidltniss hat, das 
nur von dem Flasticitdtscoefficienten ahhdngt. 
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Man nebme an, anf das System wirke eine Momentanloraft, deren Richtung 
im Raum wahrend ihrer Wirkungszeit unverandert bleibt. Ein dem obigen abn- 
licher Satz gilt dann fur beliebige drei Momente der Wirkungszeit dieser 
Momentankraft, vorausgesetzt, dass diese Momente derart sind, dass die ganze in 
dem Intervall zwiscben dem ersten und zweiten Moment ausgeubte Stosskraft in 
einem bel^annten Verbaltniss (z. B. 1 : e) zu der ganzen in dem Interyall zwiscben 
dem zweiten und dritten Moment ausgeiibten Stosslcraft stebt. 

Bezeicbnet man die lebendigen Krafte des Systems in den drei Momenten 
mit T, T\ T" wie zuvor und die lebendigen Krafte der relativen Bewegungen 
mit so gelten die Glcicbungen (3), (4) und (12) fur die Bewegungen 

des Systems in den drei Momenten. Die Gleicbung (14) liefert daber dieselben 
Beziebungen, wie Yorber, zwiscben den seebs Grdssen T, T\ T\ 22^1 1 -^is • 

Einen leiebten Beweis dieses Satzes erbalt man durcb Combination der Re- 
sultate der §§ 385, 386 mit § 313. X sei eine Stosskraft, die Axe der x laufe 
ihrer Riebtung parallel, bfacb § 385 ist die lebendige Kraft der relatiyen Be- 
wegung Tor und nacb dem Stoss X{u — u) proportional. Nach § 313 ist aber 
u '—u eine lineare Function von X und versebwindet mit X v! — u ist daber X 
proportional, Die lebendige Kraft der relativen Bewegung ist daber X* propor- 
tional. Daraus folgt unmittelbar, dass , jR^g , proportional zul, (1-j-e)^, sind. 

Der Rest des Satzes gebt aus § 386 bervor. Stellt jetzt X den Stoss von 
dem ersten bis zum zweiten Moment dar, so bat man 

(«'-«), r — r= «')• 

Es folgt ieiebt 

T"— r— e {T— T) = \Xe («"— m). 

Da die reebte Seite dieser Gleicbung nacb § 385 gleicb 
ware damit aucb der Rest der Gl. (14) bewiesen. ' 

Wenn zwei elastisebe Systeme aufeinander stossen, so gelten die in Gleicbung 
(14) entbaitenen Satze fur den Stoss anf jedes System. Man erbalt sie daber 
durcb einfacbe Addition fur die beiden zusammenstossenden Systeme, wenn man 
sie als ein einziges System betraebtet. 

§ 390. Das Gauss ^sclio Maass fur deu „Zwaug“. Den in den vorstebenden 
Paragrapben JR genannten Ausdruck, welcber die lebendige Rraft der relativen 
Bewegung darstellt, bat Gauss auf andre Art interpretirt. Die Massenpunkte 
Wj, 9?^2, etc. eines Systems mogen grade vor der Wirkung beliebiger Momentan- 
krafte Lagen einnebmen , die wir , jpg i nennen woUen. Wir wollen an- 
nehmen, die Massenpunkte wiirden, loenn sie frei sindy unter der Einwirkung 
dieser Momentankrafte und ihrer friiberen Bewegungsgrossen solcbe Gesebwindig- 
keiten erlangen, dass sie in der Zeit dt^ welcbe auf den Stoss folgt, die kleinen 
Strecken besebreiben wiirden. Wem die Massenpunkte aber auf 

irgend eine Art, die sicb mit den grade vor der Wirkung der Momentankrafte 
geltenden geometriseben Bedingungen vertragt, einem Zioang imterliegeny so mogen 
sie in Folge derselben Momentankrafte und ihrer friiberen Bewegungsgrossen in der 
auf den Stoss folgenden Zeit dt die kleinen Strecken etc. besebreiben. 

Die Strecken q^r^^ kann man dann die Deviationen von der freien Be- 

wegung in Folge des Zwanges nennen. Die Summe Zm{qry beisst der „Zwang“. 

§ 391. Man kann den Zwang aucb durcb das Yerbaltniss dieser Summe zu 
{dty messen. Alsdann stellen etc., etc. niebt die Yersebiebungen in 

der Zeit dt dar, sondern die Gescbwindigkeiten der Massenpunkte grade nacb der 
Wirkung der Krafte in den beiden Fallen, in welcben die Punkte frei oder ge- 
zwungen sind. In Bezug auf das D-^Alembert’scbe Princip § 67 ist ersicbtlicb, 
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dass pq die Resultante der fruheren Geschwindigkeit und derjenigen ist, welcKe 
durch die gegebene an dem typischen Massenpunkt m angreifende Kraft erzeugt 
wird, wabrend qr die durch die Molekularkrafte erzciigte Geschmndigkeit dar- 
stellt'). 

Nimmt man an, die Langen pq, pr^ etc. stellten Geschwindigkeiten und 
nicht Yerschiebungen dar und sind {u, w) die Componenten von pq bei irgend 
einer Bewegung und v\ w) die Componenten von pr bei einer andexm Be- 
•wegung, so misst 

2 m {qry = 2m[{u' — + {w' — 10 )^] 

den „Zwang‘‘ von der einen Bewegung zur andern. Dies ist genau dasselbe, was 
wir mit 2 E unter Beifugung von Indices zur Bezeichnung der bciden verglichenen 
Bewegungen dargestellt haben. 

§ 302. Das (Jauss’sclie Princip <los kleinston Zwanges. Auf ein System von 
MassenjDunkten, die sich in Bewegung befinden und irgend einem gegebenen 
Zwang unterliegen, moge eine gegebene Reihe von Momentankriiften wirken und 
T' sei die lebendige Kraft der folgenden Bewegung. Dies ist die thatsachliche 
Bewegung, welche das System macht. Nehmen wir weiter an, die Massen^Dunkte 
wiirden durch Einfuhrung weiteren Zwanges genothigt, eine hypotlietische mit den 
geometrischen Bedingungen vertrllgliche Bewegung auszufiihren und T" sei die 
folgende lebendige Kraft bei dieser hypothetischen Bewegung. Drittens wollen 
wir annehmen, jeder Zwang wiirde entfernt und auf die Massenpunkte wirkte 
lediglich das gegebene System von Momentankraften. T'" sei die folgende 
lebendige Kraft bei dieser freien Bewegung. T sei die anfangliche alien drei Be- 
wegungen gemeinschaftliche lebendige Kraft. B»q seien die lebendigen 

Krafte der relativen Bewegungen der ersten, zweiten und dritten folgenden Be- 
wegungen, wie die Indices angeben. 

Nach Bertrand’s Satz ist, weil die hypothetische Bewegung grbsserem 
Zwang, als die thatsachliche, unterliegt, 

T' + B,,. 

Da ferner diese beiden mehr Zwang erleiden, als die freie Bewegung, 

r + B,,, 

woraus man = ^13 + ^12 ^rhalt. 


1 ) Gauss beweist das Princip etwa so: Nach demD’Alcmbert’schen Princip 
wlirden die Massenpunkte Wg, etc., in die Lagen r^, rg, etc. gebracht, unter 
der Wirkung dieser Molekularkrafte allein sich im Gleichgewicht befinden. Man 
wende das Princip der virtuellen Arbeit an und gebe dem System eine solche 
Lagen^nderung, dass der typische Massenpunkt m die Strecke rg beschreibt, 
welche den Winkel 9 mit der Richtung rq der an m angreifenden Molekularkraft 
macht. Da nun das Product m{rq) die Molekularkraft an m misst, so erhalt man 


Es ist aber 


2m (rq) (rg cos 9) = 0 . 


qg^ === qr^ ^ rg^ — 2qr-rg cos cp , 
woraus sich leicht ergibt 

2m{qgy= 2m{qry + 2m{rgy . 

Bei der thatsachlichen Bewegung kommen die Massenpunkte von p ^ , etc. nach 
etc. und der „Zwang“ ist 2m{qTy. Waren die Massenpunkte gezwungen 
worden, eine andre hypothetische Bahn einzuschlagen, welche sie an die Orte 
Pj, etc. gefiihrt hatte, so wiirde der „Zwang“ 2m{qgy gewesen sein. Das Gauss- 
sche Princip stellt fest, dass der erstere immer kleiner als der letztere ist. 



Das Gauss'sche Princip des Meinsten Zwanges (§ 391 — 394). 
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jRgj, ist also immer grosser als . Daraus folgt, dass die Bewegung, 
■welclie das System thatsachlich ausfdhrt, wenn irgend welclie Momentankrafte 
auf classelbe wirken, derart ist, dass der „Zwang‘\ der es aus der freien Bewegung 
wegleitet, kleiner ist, als wenn das System irgend eine andre mit den geometrischen 
Bedingungen vertragliche Bewegung machte. Dieser Satz gilt fur jede Eiclitung, 
in welclier der „Zwang“ gemessen wird. 

§ 393. Nimmt man an, auf das System wirke eine continuirliclie Eeike von 
unbegrenzt kleinen Momentankraften , so kann man diese als endlicke Krafte an- 
sehen und kommt so zu dem folgenden Theorem, das man das Gauss^sche Princip 
des kleinsten Zwanges zu nenuen pflegt. 

Pie Bewegung eines Systems materielhr durch irgend welche geometrischen 
Beziehungen verbundener Punlcte erfolgt stets in moglichster TJebereinstimmung mit 
der freien Bewegung^ d. h. loenn der Zwang wdhrend der Zeit dt durch die Summe 
der Producte gemessen wird, welche man durch Multiplication der Masse eines jeden 
Punlctes mit dem Quadrat seines Abstandes am JEnde dieser Zeit von der Page, 
^velclie er bei freier Bewegung eingenommen hdtte, erhdlt, alsdann ist die thatsdeh- 
liche Bewegymg lodhrend der Zeit dt immer so, dass der Zwang Ideiner ist, als wenn 
die MassenpunJete in irgend cine andre Page gehommen wdren. 

Gauss bemerkt, dass die freien Bewegungen der Massenpunkte, wenn sie mit 
den geometrischen Bedingungen des Systems nicht zu vereinigen sind, in genau cler- 
selben Weise geandert werden, wie man in der praktischen Geometrie die durch 
Beobachtungen erhaltenen Resultate mittelst der Methode der kleinsten Quadrate 
so niodificire, dass sie mit den geometrischen Beziehungen der Messung im Ein- 
klang standen. M obi us hat, wohl in Edge dieser Bemerkung, den Satz das 
Princip der kleinsten Quadrate genannt^). 

§ 394. Beisp. Auf erne Anzahl von Massenpwnkten m^, etc. wirJeen be- 
liebige Krafte, deren Componenten n\ m^ Z^ , etc. sind. Pie Coordinaten 

2/ii hi ^ 2 ^ Vif sind durch eine Beziehung wie (p{x^,etc,)^0 

miteinander verbunden. (So konnen z. B. die Massenpunkte Kugelchen sein, welche 
auf einen Faden von gegebener Pdnge und mit zusammengehnupften JEnden auf- 
gereiht sind.) Man soil die Bewegungsgleichungen bilden. 

Z7, 7, W seien die Componenten der Geschwindigkeit des typischen Massen- 
punktes m zur Zeit t\ die Componenten der Geschwindigkeit grade nach 

der Wirkung der Stosskraft, deren Componenten mK dt., mY dt., mZ dt sind, 
unter der Voi’aussetzung, dass der Massenpunkt vollkommen frei ist. Weil aber 
der typische Massenpnnkt nicht vollkommen frei ist, so mogen u ., v ., w die 
Componenten seiner thatsachlichen Geschwindigkeit in demselhen Augenhlick sein. 
Urn nun w w' zu finden, mache man 

= Zm [{u' — uY + {v' >-vy+ iw' — wyi = Minimum, 

worin S die Summirung fur alle Massenpunkte angibt. Diese Grosse muss ein 
Minimum sein fur alle Yariationen von u\ v\ w' , welche der Bedingung unter- 
liegen 

2 {vx^' + %/ 

worin Z wieder die Summirung fur alle Indices angibt. 

Damit ein Minimum wird, nehmen wir das totale Differenzial einer 
jeden dieser Grdssen in Bezug auf alle accentuirten Buchstaben als Yariable, 


1) Siehe Gauss, Ueber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik 
(Crelle’s Journ. Bd. 4, S. 232, 1829); Scheffler, Ueber das Gauss’sche Grund-’ 
gesetz der Mechanik (Schldmilch’s Zeitschrift fiir Math. u. Phys. 3. Jahrg. 1868. 
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multipliciren die zweite mit einem unbestimniten Factor X und addiren die Kesultate. 
Setzt man die Coefficienten you etc. gleich Null, so erbalt man die drei 
typischen Gleichungen 

m{^' — ^ m('y' — -y) -|- — 0 , m{v) — — 

Bringt man Indices an, so reicben die Gleichungen aus, um X und die {%v\ v\ lo) 
eines jeden Massen}ounktes zu finden. 

Man kann diesen Gleicbungen eine andre Gestalt geben. Da ?7 und u zwei 
in dem Intervall dt aufeinander folgende Wertbe derselben Grosse bei der stetigon 

bier in Betracbt gezogenen Bewegung sind, so llisst sicb setzen u — TJ dt . 

(I u 

Da u die Componente der Gescbwindigkeit nacb dem Stoss bei freier Bewegung 
des Punktes ist, so bat man — U~Xdt Die Gleicbungen werden daber 

»» — ^) + 

worin fidt statt X gescbricben worden ist. 

Die Gleicbungen in dieser Gestalt biitte man direct aus dem Princip der 
virtuellen Arbeit ableiten konnen. Nacb diesem Princip ist 

— Z^^as + etc. 

mit der Bedingung 

4- etc.] = 0 . 

Multiidicirt man die zweite Gleicbung mit einem unbestimmten Factor 
addirt und setzt die Coefficienten yon dic, etc. gleicb Null, so erbalt man das- 
selbe Kesultat wie zuvor. 

Beispiele zum Princip der lebendigen Kraft. 

(Mit Ausnabme der beiden letzten den Examination Papers entnommen, die auf 
der Uniyersitat und den Colleges gegeben wurden.) 

1. Eine Arcbimediscbe Scbraube kann sicb frei um ibre Axe dreben, welcbe 
in verticaler Lage festliegt; ein scbwerer Punkt wird in den bocbsten Punkt 
der Kobre gelegt und lauft in derselben berab; man bestimme die ganze der 
Scbraube mitgetbeilte Winkelgescbwindigkeit. 

Resultat. n sei das Verbaltniss der Masse der Scbraube zu der des Massen- 
punktes, cc der Winkel, den die Tangente an die Scbraube mit dem Horizont 
macbt, h die Kobe, um welcbe der Massenpunkt sicb gesenkt bat, a der Radius. 
Man beweise, dass a}^a^{n -)~ 1) (n + sin® a) == 2gli cos® a ist, unter co die er- 
zeugte Winkelgescbwindigkeit yerstanden. 

2. Eine diinne kreisformige RShre, in welcber sicb ein scbwerer Punkt be- 
findet, wird um einen yerticalen Durcbmesser in Rotation gesetzt. Man zeige, 
dass der Unterscbied der Quadrate der absoluten Gescbwindigkeiten des Massen- 
punktes an irgend zwei gegebenen Punkten der Robre, die gleicben Ab stand yon 
der Axe baben, fiir alle Anfangsgescbwindigkeiten des Massenpunktes und der 
Robre derselbe ist. 

3. Ein kreisformiger Ring yon Drabt, welcber eine kleine Kugel tragt, liegt 
auf einem glatten borizontalen Tiscb; ein elastiscber Faden, der in naturlicbem 
Zustand kiirzer als der Durcbmesser des Ringes ist, wird mit seinem einen Ende 
an die Kugel und dem andern an einen Punkt des Drabtes befestigt; die Kugel 
wird anfanglicb so placirt, dass der Faden nabezu mit einem Durcbmesser des 
Ringes zusammenfallt; man finde die lebenclige Kraft des Systems, wenn sicb der 
Faden auf seine ursprlinglicbe Lange zusammengezogen bat. § 343. 



Beispiele. (§ 394). 
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4. Eine grade Rdlire von gegebener Lange Icann sicb in einer horizontalen 
Ebene frei nm ihr eines Ende drehen; zwei gleicbe Massenpunkte werden an ver- 
scbiedenen Stellen im Zustand der Rnbe in sie gelegt; dem System wird nun 
eine Winkelgescbwindigkeit gegeben; man bestimme die Gescbmndigkeit eines 
jeden MasseniDunktes beim Verlassen der Robre. 

5. In eine glatte kreisformige Robre von der Masse M werden zwei gleicbe 
Punkte von der Masse m gelegt, die durcb einen elastiscben Paden miteinander 

verbunden sind, dessen natiiriicbe Lange y des Umfanges betragt. Der Faden 

wird ausgedebnt, bis sich die Massenpunkte berubren, wobei die Robre flacb auf 
einem horizontalen glatten Tiscb liegt, und das System sich selbst iiberlassen. 
Man zeige, dass, wenn der Faden seine naturlicbe Lange wieder erreicbt, die 
tbatsachlicbe Energie der beiden Massenpunkte sich zu der beim Ausdebnen des 
Patlens vcrricbteten Arbeit verbalt wie 

2 “j- Mm -f m ^) : {M 2m) (2 AX + m) . 

6. Eine endlose, biegsame und unausdebnbare Kette, deren Masse j)ro 
Llingeneinbeit fur die eine stetige Halfte /a, fiir die andre ist, wird iiber zwei 
gleicbe vollkommen raube gleicbformige Rreisscbeiben (Radius a, Masse M) ge- 
spannt, -welcbe sicb frei um ibre im Abstand h in derselben Terticalen liegende 
Mittelpunkte dreben kdnnen. Man beweise, dass die Zeit einer kleinen Scbwingung 
der Kette unter dem Einfluss der Scbwere 


ist. 



AT ® “J“ (fj> -4" ) 

2 ii)g 


7. Zwei Punkte von den Massen m, m' sind durcb einen unelastiscben Faden 
von der Lange a verbunden. Der erste wird in eine glatte, grade Rinne gelegt 
und der letzte in einer Ricbtung senkrecbt zur Rinne mit der Gescbwindigkeit 

V fortgescbleudert. Man beweise, dass der Massenpunkt m eine Strecke 

durcbscbwingt und die Scbwingungsdauer nabezu betrS-gt, wenn 

m im Vergleicb zu m' gross ist. 


8. Eine raube Ebene rotirt mit gleicbformiger Winkelgescbwindigkeit n um 
eine borizontale Axe, die ibr parallel ist, aber nicbt in ibr Hegt. Eine scbwere 
Kugel vom Radius a wird auf die Ebene gelegt, wenn sie sicb in borizontaler 
Lage befindet und rollt unter dem Einfluss der Scbwere die Ebene binab. Wenn 
der Mittelpunkt der Kugel sicb ursprunglicb in der Ebene befindet, welcbe die 
feste Axe entbalt und senkrecbt auf der sicb bewegenden Ebene stebt, und wenn 
X sein Abstand von dieser Ebene zu einer folgenden Zeit t ist, ebe die Kugel die 
Ebene veiiasst, so ist 

241/35 / 12^2 

unter c den Abstand der Axe von der Ebene verstanden, die positive Ricbtung 
nacb oben genommen. 


9. Die Enden eines gleicbformigen scbweren Balkens von der Lange 2 a 
gleiten auf einem glatten Drabt, welcber die Gestalt einer Curve bat, deren Glei- 
cbung r = a(l — cos 0) ist, wobei der Anfangsradius vertical stebt und der 
Scbeitel der Curve ab warts liegt. Der Balken wird vertical aufgericbtet und mit 
einer Gescbwindigkeit in Bewegung gesetzt, die grade ausreioht, ibn in borizontale 


Lage zu bringen; man beweise, dass tg0 = 




ist, worin 6 


den Winkel bedeutet, um den sicb der Stab in der Zeit t gedrebt bat. 
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10. Ein starrer Korper, welcber fiir den Scbwerpunkt G den Traglieitsradins 
7c bat, wird mittelst eines an einem Punkt A seiner Oberflacbe befestigten Strickes 
mit einem festen Punkt 0 verbunden. CA (== h) nnd (? (= a) befinden sich 
anfangs in eiuer Geraden und G wird die Gescbwindigkeit V senkrecbt zu 
dieser Geraden gegeben. Es wird angenomnaen, dass keine gegebenen Krafte an- 
greifen und der Stride ist so befestigt, dass er stets in grader Linie bleibt. 6 sei 
der Winkel zwiseben AG und AC zur Zeit t] man zeige, dass 


\dt/ 

und dass, wenn die Amplitude von 0, d. b. 2 arc sin 

Periode ISrMrrrr betragt. 

Vya{a 4 “ i) 



sebr klein ist, 


die 


11. Ein diinner gewicbtsloser Paden, der einen Massenpunkt an seinem einen 
Ende hat, ist tbeilweise um einen Eeifen gerollt, -welcber auf einer glatten bori- 
zontalen Ebene liegt und im Stande ist, sicb um eine feste, durcb seinen Mittel- 
punkt gebende verticale Axe zu bewegen. Wenn der Keif sicb anfangs in Rube 
befindet und der Massenpunkt senkrecbt zur Lange des Fadens weggeworfen wird 
und wenn s der zu irgend einer Zeit t niebt aufgewundene Theil des Fadens ist, 
so lasst sicb beweisen, dass 

s8_6s = _i^ rH^ + 2rat, 

worin h der Anfangswertb von s, m und die Massen des E-eifen und des Massen- 
punktes, a der Eadius des Eeifen und V die Wurfgescbwindigkeit ist. 


12. Ein Quadrat, das aus vier libnlicben gleicbformigen Staben bestebt, die 
an ibren Enden durcb Gelenke frei verbunden sind, wird auf einen glatten boxi- 
zontalen Tiscb gelegt und einer seiner Eclqmnkte befestigt. Den beiden Seiten, 
die in diesem Eckpunkt zusammenlaufen , werden die Winkelgescbwindigkeiten 
0 , (0 in der Ebene des Tisebes gegeben; man zeige, dass der grosste Wertb des 
Winkels (2«), den diese Seiten miteinander macben, durcb die Gleicbung 


gegeben ist. 


cos 2 a 


6 (co — a'y 
6 (oo^ -J- co'^) 


13. Zwei Punkte von den Massen w, m! liegen auf einem glatten, horizon talen 
Tiscb und sind durcb einen unelastiscben Faden, der in seiner vollen Lange aus- 
gestreckt ist und durcb einen kleinen Eing auf dem Tiscb gebt, miteinander ver- 
bunden. Die Punkte baben die Abstande a, a von dem Eing und erbalten die 
Geseb-windigkeiten Vj v recbtwinklig zu dem Paden. Man beweise, dass, wenn 
ist, die Abstande vom Eing d bez. a sein werden, wenn beide 
Gescbwindigkeiten wieder auf dem Faden senkrecbt steben. 


14. Ein gleicbformiger diinner Stab FQ bewegt sicb in Polge der Wirkung 
einer Anfangsmomentankraffc zwiseben zwei glatten Curven in derselben Ebene; 
man beweise, dass das Quadrat der Winkelgescbwindigkeit umgekebxd wie die 
Differenz zwiseben der Summe der Quadrate der Normalen OP, OQ zu den 
Curven in den Endpunkten des Stabes und einem Drittel des Quadrates der ganzen 
Lange des Stabes variirt. 


15. Kimmt man an, die Muskelkraft oder bewegende Kraft eines Thieres 
varibe wie der Inbalt des Quersebnittes seiner Glieder und sein Gewiebt variire 
wie sein Volumen, so lasst sicb beweisen, dass zwei Tbiere von abnlicber Ge- 





JL. 


A 


stalt, alDer verscliiedeiien Dimensionen, Spriinge von genau dersell^en Hohe maclien 
konnen, vorausgesetzt, class unter Hohe die verticale Strecke verstanclen -wird, 
die der Schwerpunkt , nachdem das Thier den Boden yerlassen hat, zuriicklegt. 


16. Die Enden eines gleichfdrmigen Balkens von der Lange 2 a gleiten auf 
zwei dilnnen Staben ohne Tragheit; die Ebene der Stabe ist vertical; ihr Dnrcli- 

schnittspunkt liegt fest nnd die Stabe haben gegen den Eorizont die Neignng ^ 

nnd — ^ • Das System wird um die durch den Durchschnittspunkt der Stabe 

gehende Verticale mit der Winkelgeschwindigkeit co in dotation gesetzt. 0 sei 
die Neigung des Balkens gegen die Verticale zur Zeit t, nnd a der Anfangswerth 
von 0; man beweise, dass 


4 



(3 cos" a + sin^ 

3 cos- 6 “[- sin® 6 


00 ^ =: (3 cos® cc sin® a) oo® “-j- — (sin a — sin 9 ) . 

0 / 


17. Eine vollkommen rauhe Kugel vom Badius a wird dicht an den Dureh- 
schnittspunkt der beiden hochsten Erzeugenden zweier fester gleicher horizontaler 
Cylinder vom Eadius c, deren Axen den Winkel 2 a miteinander machen, gelegt 
nnd zwischen ihnen herabrollen lassen. Man beweise, dass die verticale Ge- 
scliwindigkeit ihres Mittelpunktes in jeder Lage 

1 


sin a cos cp 


f + g ) (1 — ¥) 1 ^ 

L 7 — 5 cos® gj cos® a J 


ist, worin cp die Eeignng des Badius nach jedem Beruhrungspunkfc gegen den 
Horizont bedeutet. 


18, Ein vollstandiges Integral der Gleichung 


d^x dT 

dt^ dx ’ 


in welcher T eine 


Function von x ist, sei = X und X sei eine bekannte Function von a und &, 
zweier willktirlicher Constanten und von t Die Aufldsung der Gleichung 


d^x^dT dE 
dt^ dx'dx'^ 


"worin JR, eine Function von x ist, kann ebenfalls durch cc = X dargestellt werden, 
vorausgesetzt, dass a und b variable, durch die Gleichungen 

dn ^ ^ 

dt ^ dh dt ^ da 

bestimmte Grdssen sind und dass dabei Jc eine Function von n und b ist, welche 
die Zeit nicht explicite enthalt. 

19. Ein als Massenpunkt betrachteter Satellit rotirt um seinen Hauptplaneten 
mit der Winkelgeschwindigkeit SI und dor Hauptplanet dreht sich um eine Axe, 
die senkrecht auf der Ebene der Bahn des Satelliten steht, mit der Winkel- 
geschwindigkeit n, Man zeige, dass die Winkelbewegungsgrosse h des Systems 
um seinen Schwerpunkt und die Energie E durch 

A 

h=^Cn + I)Sl 3, 2E 

gegeben sind, worin G das Tragheitsmoment des Hauptplaneten um die Botations- 
axe und D eine Gi'osse bedeutet, die von den Massen der Kdrpeh abhangt. 

Man zeichne die Curven auf, deren Ordinaten h und E und deren Abscissen 

_A 

x~ JD SI a sind. Man zeige, dass die zweite Curve der einen oder andern von 
zwei Arten angehort, je nachdem eine Maximal- und Minimal ordiu ate existirt 
Oder nicht, d. h. je nachdem die biquadratische Gleichung 
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ft = a: + CB^x-^ 

zwei reelle Wurzeln hat Oder keine. Man zeige auch, dass die reellen Wurzeln 
dem ]?all entsprechen, in dem der Haupti^lanet dem Satelliten immer dieselbe 
Seite znwendet. 

20. Man bestimme anf Gxund der Uesnltate des ^origenBeispiels die Wirkung, 
welche ein hestandiger Yerlust an Energie (durcli Fluthreibung oder irgend eine 
andre Ersache hervorgerufen) auf die Bewegung hat, wenn dabei die Winkel- 
bewegungsgrbsse li constant bleibt. Man zeige, dass, wenn das System eine 
solche Beschaffenheit hat, dass die Energiecurve von der zweiten Art ist, der 
Satellit schliesslich in den Planeten fallen muss. Ist dagegen die Energiecurve 
von der ersten Art, so liisst sich zeigen, dass je nach dem Anfangswerth von SI 
der Satellit entweder in den Planeten filllt oder sich ihm bis auf einen gewissen 
Abstand nahert, in welchem dann beide bleiben und sich wie ein einzelner starrer 
Kbrper drehen. 

Um diese Eesultate zu erhalten, denke man sich zwei Punkte von derselben 
Abscisse, den einen auf die Linie der Bewegungsgrosse, den andem auf die 
Energiecurve gesetzt und nehme an, der auf der Energiecurve fuhre den andern. 
Da die Energie abnimmt, so muss offenbar, wie man auch die beiden Punkte an- 
fangs setzt, der auf der Energiecurve stets hinabgleiten und dabei den andern 
mit sich ftihren. Die Endlagen der Punkte hiingen daher davon ah, ob eine 
Minim alordinate der Energiecurve existirt oder nicht. Siehe eine Abhandlung von 
G. H. Darwin iiber die secularen Wirkungen der Fluthreibung in den Proceedings 
of the Boyal Society, Juni 1879 oder Thomson und T ait’s Treatise on Na- 
tural Philosophy, Vol. I, Part. II. Appendix, G. b. 



Kapitel VIII. 

Die Lagrange’schen Gleiclmngeii. 

§ 395. Zwei Vortheile der Lagrange’schen Ccleicliuiigen. In 

diesem Abschnitt ist es unsre Aufgabe, die allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen eines djnamischen Systems so aufzustelleii; dass sie frei 
von alien unheJcannten Beactionen sind und ilinen, so iveit mbglichj he- 
liehige Coordinate^ wie sie fiir das hetrachtete FroUem am vortheilliaftesten 
sind, Qrunde liegen. 

Zur Elimination der Reactionen werden wir das Princip der 
virtuellen Arbeit benntzen. Dieses Princip hat schon bei der Anf- 
stellung der Gleichnng der lebendigen Kraft Anwendnng gefunden^ 
indem dem System jene specielle Verrhckung gegeben wurde^ welche 
es ausgesucht hiitte, wenn es sicli selbst tiberlassen worden ware. 
Weil aber nach dem D’Alembert^schen Princip jedes dynamische 
Problem auf ein statisches reducirt werden kann, so mtissen wir 
oflfenbar durch geeignete Wahl der Verrhckungen des Systems nicht 
nur im Stande sein die Gleichnng der lebendigen Kraft, sondern, wie 
in § 357, alle Bewegungsgleichungen abzuleiten. 

§ 396. Die Coordinaten irgend eines Massenpunktes m des Systems, 
auf irgend welche feste rechtwinklige Axen bezogen, mogen y, d) 
sein. Sie sind nicht unabhangig von einander, da sie durch die 
geometrischen Beziehnngen des Systems verbunden sind. Man kann 
sie aber durch eine gewisse Anzahl nnabhangiger Variablen ausdriicken, 
deren Werthe die Lage des Systems zu jeder Zeit bestimmen. Indem 
wir die Definition in § 73 ansdehnen, wollen wir sie die Coordinaten 
des Systems nennen. Sie mogen 0, 9 , etc. heissen. Alsdann sind 
OG, y, etc. Punctionen von 0 , 9 , etc. Es sei 

x = f(t,e,<p, etc.) ( 1 ) 

und ahnliche Gleichungen mogen fiir y und ^ gelten. Man beachte, 

dass diese Gleichungen nicht enthalten. Die unab- 

® dt ’ dt ^ 

hangigen VariaUen, durch welche die Bewegung ausgedrUcM werden soil, sind 
ubrigens durchaus willlcilrlich und uhterliegen nur der Einschrdnlamg, dass 
die Coordinaten eines jeden MassenpunUes des Systems sick, wenn nofhig, 
durch sie mit Hillfe von Gleichungen, die irgendwelche Differential- 
qiiotienten nach der Zeit nicht enthalten, mussen ausdrudken lassen. 

Eouth, Dynamik. I. 23 
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Die Aiizalil der unabliiingigen Coordiiiaten, auf welche die Lage 
eines Systems durch seine geoaietrisclien Beziehmigen reducirt wird^ 
lieisst manchmal aucli die Anmhl der Freiheitsgrade des Systems. Man 
bezielit sicli zuweilen aneb. auf sie als die Anpjahl der unablidngigen 
Betoegungenj -welche das System zulas>st. 

In diesem Kapitel wollen wir die totalen DifFerentialquotienten nacli 
der Zeit im Allgeineinen mit Accenten hezeichnen. So soil z. B. im 
• (I os f sc . 

Allgemeineii in der Form x und in der Form x" gesclirieben 
werden. 

Bedeutet T die lehendige Kraft des Systems, so ist 

2T == Em{x^ + (2) 


und, da die geometrisclien Gleichimgen O', cp', etc. nielli enthalten, 

r ax , r)x . dx , , , 

+ • • • • 


( 3 ) 


dt ^ '()0 

und alinlich filr y und d . 

Suhstituirfc man diese Ausdrilcke in GL (2), so erhalt 2T die 
Gestalt 

2T = + • . . + + . . . H- 0 (4), 


worin die Ooefficienten , etc., J5j, etc., G Functionen von t, 6, (p, etc. 
sind. Die Glieder von zwei Diinensionen, d. h. diejenigen, welche die 
Quadrate und Producte von O', Kp ^ etc. enthalten, rtihren von der 
Substitution aller Glieder mit Ausnalime des in den Ausdinicken filr 
x, y, / an erster Stelle stehenden her. Wenn die geometrisclien 
Gleichungen die Zeit explicite niclit enthalten, so tritt t in den 
Gleicliungen (1) niclit auf, ebenso fehlt das erste Glied in (3) imd der 
Ausdriick ftir 2T reducirt sicli auf die Glieder von zwei Dimensionen 
allein. Die Gleichung (4) kann man kurz in der Form schreiben 


2T — F{t,0,(p, etc.. O', (p'j etc.) (5). 

Wenn das System von Korpern gegeben ist, so ist die Form von 
F bekamit, Wir werden gleicli sehen, dass die Effectivlirafte nur durch 
die Form von F von der Bescliaffenheit der hetrachteten Korper ahhdngen 
und dass daher stvei dynamisehe Systeme, welche dasselle F lidben, 
dynamisch dguivalent sind. 

3Ian heachte, dass in dieser Function Iceine hoheren Botenmi von 
O', cp, etc. vorhommen als die meite und dass sie, ivenn die geometrischen 
Gleichungen die Zeit nicht explicite enthalten, eine homogene Function 
^weiten Grades von O', p, etc. ist. 


§ 397. Die virtuelle Arbeit der Eifectivkrafte. Man soil das 
virtuelle Moment der Betvegungsgrossen ernes Systems und auch das der 
Effectivhrdfte fmden, ivelches einer durch Verdnderung einer ein^igen 
Coordinate er^eugten Verrilchung entspricht. 




fJi/U O'JOJ. 


ODD 


Diese Coordinate sei 0 und die Bezeichnnng, die eben erldart 
wurde^ werde beibebalten. Die rait Accenten bezeicbneten Buclistaben. 
geben die totalen Differentialquotienten nacli der Zeit an. Da cc\ y, / 
die Componenten der Geschwindigkeit sind, so ist das virtnelle Moment 
der Bewegungsgrossen Umix' dx + y dy worin dx, dy^ dr. 
die kleinen Aenderungen sind^ ■welche die Coordinaten. des Massen- 
pimktes m durcli eine Variation dO von 0 erleiden. Es ist dies das 
Namliche wie 



Ist T die durch GL (2) im letzten Paragraplien gegebene lebendige 
Kraft ^ so hat man 

= etc.). 

Differentiirt man aber (3) parti ell nacli O', so siebt man, class 
J¥ ~ Dalier ist d 0 dem virtuellen Moment der Bewegungs- 
grdssen gleich. 


§ 398. 


Die virtuelle Arbeit der Effectivkrafte ist 



Lasst man den Factor dO weg^ so kann man diesem Ausdruck die 
Gestalt geben 

s w + '*«■) - {-im + »‘»-) ■ 

Wir haben schon bewiesen, dass das erste dieser beiden Glieder 

clt W bleibt noch das zweite als Differentialquotient von T 

auszudrticken. Differentiirt man den Ansdruck ftir 2T partiell nach 0^ 
so ist 

W = ^"*(^'w + etc.) 

und durch Differentiation des Ausdrucks fllr x nach 6 


dx' 

Je' 


d^x 


do dt 

Dies ist aber dasselbe wie 

do 

1 (d dT dT\^^ 
\dtd6' de)^^' 


, I 

+ + 


d^x 


(p -f- etc. 


d dx ^ 

diTo''^ 

geschrieben werden und die virtuelle Arbeit der Effectivkrafte ist 


dOd^) 

das zweite Glied kann daher aucli 


Wir wollen versuchen die Sache deutlicher zu machen. Die virtuelle 
Arbeit der Effectivkrafte ist offenbar das Verliiiltniss des Unterschiedes 
zwischen den virtuellen Momenten der Bewegungsgrossen der Massen- 
pimkte des Systems zu den Zeiten t dt und t zu dt, da die Yer- 

23**^ 
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rilckungen zu beiden Zeiten die gleicben sind. Das virtuelle Moment 

d T 

der Bewegungsgrossen zur Zeit t ist^ wie zuerst gezeigt wurde, 60. 
T dj ^ T \ 

das virtuelle Moment der Bewegungs- 

grossen zur Zeit t + dt^ welches einer mit den Lagen der Massen- 
jpunkte zu dieser Zeit vereinbaren Verriickung 60 entspricht. Um die 
Verriickungen gleich zu macheii; mtissen wir davon das virtuelle Moment 
der Bewegungsgrdssen fur eine Verriickung^ welche der XJnterschied 
der beiden Verriickungen zu den Zeiten t und t dt ist, abzieheii. 

Da 6x = -^60^ so betrllgt dieser Unterschied fiir die Variable oo 
die Grdsse ist daher im Ganzen 

Tt (If) etc.J 

abzuziehen, und dies ist^ wie gezeigt wurde, -^dtdO, 

§ 399. Die Lagraiige’sclieii Crleichuiigen fiir endliclie Krafte^). 

Man leite die allgemeinen Bewegmgsgleichungen, auf beliehige Coordinaten 
bezogen, ab. 

U sei die Kraftefunction mid daher eine Function von 6^ (p^ etc. 
und t Die virtuelle Arbeit der gegebenen Krafte, welche einer clurcli 
Variation von 0 allein hervorgerufenen Verriickung entspricht, ist 

^60. Sie muss aber nach D’Alembert's Princip dieselbe, wie die 

virtuelle Arbeit der Effectivkrafte sein. Daher ist 

±lT__dT_dU 
dtdO' 36 ~ 36 

und ahnlicli 

di 3 cp' 3(p 3(p ^ 

etc. = etc. 

Man kann noch bemerken, dass man, werm V die potentielle 
Energie ist, — V fiir U setzen muss. Man erhalt dann 

dt36' 36 “1“ 36 

und ahnliche Gleichimgen fur 9 ), etc. 

Wir woUen L = T V setzen, so dass also L der Unterschied 
^wischen der Jcinetischen und jgotentiellen Energie ist Man kann alsdann^ 
da U keine Function von 0 ', 9 ', etc. ist, den Lagrange’schen Glei- 
chungen die typische Form geben 

dt36' 36 ~ 

1) Yergl. Appell, Mecanigue rationnelle, Paris, 1896, Bd. 2, S. 500 n. ff. 



Daraus ergibt sich., dass man, wenn die eine Function L bekannt ist, 
die Differentialgleichungen der Bewegung durch. einfacbe partielle Diffe- 
rentiationen ableiten kann. Die Function L lieisst die Lagrange' sche 
Function. 

Die Gleicbungen werden die Lagrange’ scben allgemeinen Be^vegungsglei- 
chtingen genannt. Lagrange betrachtet nur den Fall, in welckem die geo- 
metrischen Gleichungen die Zeit nicM explicite enthalten, Vieille hat aber in 
Liouville’s Journal, 1849 gezeigt, dass die Gleichungen auch dann noch gelten, 
wenn diese Einschrankung beseitigt wird. In dem oben gegebenen Beweis haben 
wir Vieille ’sVerallgemeinerung eingeschlossen, sind iibrigens zum Theil Sir W. Ha- 
milton’s Verfahren gefolgt, Phil. Trans.^^ 1834. Der Beweis untersoheidet sich 
von dem Lagrange’schen in zwei Hinsichten; erstens liisst Lagrange die will- 
kiirliche Verriickung so vor sich gehen, dass nur eine Coordinate zu einer be- 
stimmten Zeit variirt und dann operirt er direct mit T anstatt mit Emx^. 

Beisp. 1. Wenn man die Coordinaten 0, 9, etc. in Lagrange’s Gleichungen 
mit beliebigen anderen 7/, etc. vertauscht, die mit 0, 9, etc. durch Gleichungen 
verbunden sind, welche Differentialquotienten nach der Zeit nicht enthalten, so 
zeige man durch anahjtische Transformation, class die Gestalt der Lagrauge’schen 
Gleichungen sich nicht ilndert, d. h. dass die umgeformten Gleichungen sich von 
den ursprilnglichen nur dadurch unterscheiden, dass x, y, etc. fiir 0, 9, etc. stehen. 
Dies ist natilrlich vermoge der dynamischen Bedeutung selbstverstandlich. 

Durch Differentiation von L ergibt sich 

dx dtdx' \00 dt dO'J dx ^ \d(p dt dcp') dx ' ^ 

Da nun jedes Glied auf der rechten Seite Hull ist, so muss auch die linke ver- 
schwinden. 

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes auf den Fall, wennL auch 0", etc. 
9", etc. enthalt, findet man in Kap. X des II. Bandes. 

Beisp, 2. Zwei Seiten 6, c und der eingeschlossene Winkel A eines Dreiecks 
werden zu Coordinaten 0, 9,0/; genommen; man beweise, dass den Lagrange’schen 
Gleichungen durch L = JB' genugt -wird. 

Es folgt dies leicht aus dem vorigen Beispiel, wenn man die Coordinaten 
vertauscht. 


Beisp. 3. Man zeige, dass die Lagrange’schen Gleichungen unabhangig von 
einander sind, so dass sich keine aus den anderen ableiten lasst. 

Die allgemeine Gleichung (4) in § 396 fur 2T lasst sich auch kurz schreiben 
T = I’g + V'l + V’o ^ worin eine homogene Function Grades von 0 9', etc, 
ist. Die Lagrange’schen Gleichungen nehmen dann die Gestalt an 
A^j^ 6 " + 9"' + * * • = , Aj^^ $" “f“ -^22 9'' + • • • = , etc. = etc. , 

worin etc. gewisse Functionen von 0, 9, etc., 0', 9', etc. sind. Liesse 

sich irgend eine dieser Gleichungen aus den anderen ableiten, so konnte man 
durch Benutzung derselben Multiplicatoren eine der Gleichungen 

J-nd" + ‘ ~ ^9 ^2^" + -^22 9^' + • * * = ^9 etc. ~ 0 

aus den ubrigen herleiten. Diesen letzteren Gleichungen kann man sammtlich 
geniigen, auch wenn 6 \ cp', etc. von Null verschiedene Werthe haben. Da diese 


dT, 

dS' 


dtp'' 


^-4, etc. sind, so folgt aus Euler’s Theorem iiber homogene Functionen, 


dass Tg filr dieselben Werthe der Geschwindigkeiten O', cp', etc. Hull sein muss. 
Tg ist aber dadurch erhalten worden, dass man in Gl. (2) des § 396 gewisse Werthe 
von x', y, z', die nicht sammtlich Hull sind, substituirte, ist daher eine wesentlich 
positive Function und kann nicht verschwinden. 
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Daraus folgt, dass die Eliminationsdetenamante der obigen Grleichungen, 
d. h. die Di«criminaiite von Tg, nicM Null sein kann. Es llisst sick auck ke- 
weisen, class diese Discriminante positiv ist; clenn gikt man den Coorclinaten 
0, % etc. ihre augenblicklickcn Wertke, so sind die Gesckwindiglceiten 0', qp\ etc. 
willkiirlick, Ty ist dakei* eine quadratiscke Eunction von 0\ (p\ etc., welckc 
ikrem Wesen nack positiv ist. Aus der Lekre Yon den quadratiscken Functionen 
folgt also, dass ilire Discriminante positiv ist. Sieke auck Band II, am Endc, 
die Note zu § 60. 


§ 400. Uiibestimmte Miiltiplicatoreii. TJm die Lagrange ’sclaen 
Gleicliungen benutzen zu konnen, muss man die Function L durcli 
die unabliangigen Variablen des Systems ausdriicken. Sind die geo- 
metriseben Bedingungcii etwas verwickelt; so kann die>s sebr langwierig 
werden. Manclimal ist es von Vortbeil^ L als Function einer grossereii 
Anzalil Coordinate].! als nothig auszudriicken und geometrische Be- 
ziekmigen zu liaben, die sie verbinden. Man nehme an^ L sei als 
Function der Coordinaten 0, (p, iIJj etc., (p\ ip', etc. ausgedriickt 
und es bestiinden zwei geometrische Gleicliungen, welcke diese Coordi- 
naten verbiiiden, niimlich 

f(0, (pj etc.) == 0, etc.) = 0 . . . . (1). 

Urn das Vorfahren zu vereinfachen, nehmen wir an, es gebe iitir 
pj’wei geometrische Gleichungen; man wird aber sehen, dass unsre Ent- 
wicklung durchaus allgemein ist und sick auf jede Anzalil von Be- 
dingiingen anwenden liisst. 

Nacli clem Princip der virtuelleu Arbeit ist 


fd dL 
\dt cO' 

ebenso 

unci 




W ^ ^ 

+ + '*'■-<> » 


Da die Coordinaten 0, g?, etc. durch zwei geometrische Gleichungen 
verbimden sind, so sind zwei von ihnen abhangige Variable; es mogen 
dies 0 und (p sein. Nach dem aus der Differentialrechnung bekannten 
Verfahren miiltipliciren wir (3) und (4) mit zwei beliebigen Grossen 
I und fx und addiren die Producte zu (2). Alsdann wahlen wir A 
imd so, dass die Coefficienten von Sd^Stp Null werden. Da die librig 
bleibenden Coordinaten etc. unabhangig von einander sind, so miissen 
auch die Coefficienten von d'l/;, etc. verschwinden. Man erhalt auf 
diese Art 


dt do' 


dL dF . 


de 


dtdcp dep ' dep ' ^ dq) 


etc. = 0 


• • (5), 



noch. die b-leiciiungen (1) liinzu, so hat man genug Gleichungen, nm 
alle Coordinaten und die beideu Multiplicatoren % imd ^ zu findem 
Dieseu Gleichungen kann man eine einfachere Gestalt geben. Man 
beachte, dass die geometrisclien Function en f und F die Differential- 
quotienten 0'^ cp', etc. nicht enthalten. (Vergl. auch § 396.) Wir 
wollen nun 


== L Xf -j- iiF (6) 

setzen und so behandeln, als ob es die Lagrange^ sche Function 
wiire. Substituirt man den Werth von in Aiq .kj^ische Gleichmg 


A _ 0 

dt do' 36 


( 7 ), 


worin 0 eine jede der Coordinaten reprasentiren mag und vereinfacht 
die Resultate, indem man bedenkt^ dass /*=0, F—0 ist^ so er- 
halt man der Reihe nach sammtliche Gleichungen (5). Dasselbe Ver- 
fahren liefert auch die geometrisclien Gleichungen (1), wenn man X 
und unter die Coordinaten einschliesst. Da z. B. kein X enthalt, 
3 

so ist 0 Gleichung (7) gibt daher^ wenn man I fiir Q 

schreibtj f = 0. 

Wenn die geometrischen Gleichungen (1) die Zeit t enthalten^ so 
bleiben die Entwicklung und das Resultat die gleichen, denn die will- 
ktirlichen Variationen 80, 8cp miissen (wie in § 351) mit den geo- 
metrischen Gleichungen^ welche zur Zeit t gelten^ vereinbar sein. 


Beisp. Ein Massenpunkt, auf •welchen keine gegebenen Krafte wirkcn, wire! 
ge/Avimgen aiif dem sich bewegenden Kreis x‘^ ~ ^axt zii bleiben; man 

zeige, dass = ai [^1 + cos (b -f- j y — at sin {b -|- ist, worin A 
und B Integrationsconstante sind. 


§ 401. Die Lagraiige^scheii Gleiclnmgen fiir Momentankrafte. Man 
soli die allgemeinen JBeivegimgsgleichungen fur Momentanlcrdfte ableiten. 

Es sei 8 das virtuelle Moment der Momentankrafte, welches 
durch eine allgemeine Verrlickung des Systems erzeugt wird. Man 
kann ihm mittelst der geometrischen Bedingungen des Systems die 
Gestalt geben 

8U^ = P8e + QS(p H . 

Das virtuelle Moment der Bewegungsgrdssen, welche den Massen- 
punkten gegeben werden, ist 

— O Sx + (j// — %') Sij-jr (%' — V) , 

worin (x^', y^, O, (a;/, 2//, %') die Werthe Ton (x', %j, s') grade vor 
und grade nach der Wirkung der Momentankrafte sind. 

d^, g}Q, etc., Oi, g)j^, etc. seien die Werthe von 6', q), etc. grade vor und 
grade nach den Stossen und Tq, die Werthe von T, wenn man fur 9', (p, etc., 
hez. Oq, cpq, etc. und 0^', etc. substituirt. Das virtuelle Moment der Be- 
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T ^ T \ 

DieLagrange- 

schen Gleichungen der Momentankrafte kann man daher schreiben 

^ ^ ^0 ■ p 

30/ 30o' 

tmd ahnlich fiir (p, 'ip, etc. Man gibt ihnen manclimal die passende Form 



worin die jede Grosse einschliessenden Klammern angeben^ dass diese 
Grosse zwischen den erwlihnten Greiizen zn nebmen ist. Mancbmal^ 
•vvenn kein Irrlhum in Bezug aiif die speciellen Grenzen, die man meint^ 
entstelien kann, lasst man diese weg und bebiilt nur die Klammern 
yielleicbt mit einem XJntersclieidungszeiclien bei. 

Wenn die in den Klammern stebenden Grossen^ wie in nnserm 
Fall; lineare Functionen der Variablen O', etc. sind, kann man die 
Ausdrilcke aucb anders auslegen. Es lasst sich dann sagen, die Klammern 
gdhen an, dass man nach Ansfuhnmg oiler anderen in den Klammern 
angegebenen Ojperationen 0^ — 0q, (pi — 9o"; 
schreiben soil. 

§ 402. Interpretirt man die Gleicliungen nacb den allgemeinen 
Principien in § 283; namlich danacb; dass die Bewegimgsgrbssen der 
MassenjgunMe grade nach einem Stoss msammen mit den umgedrehten 
Beivegungsgrbssen grade vorher der Momentankraft dguivalent sind^ so 

3 T 

scheint es wobl passend zu sein, die Grosse die allgemeine Compo- 

nente der Bewegungsgrossen in Bezug auf d zu nenneU; wie in 
Thomson und TaiFs Natural Philosophy vorgescblagen wird. Kiirzer 
nocb konnte man sagen, sie sei die 0-Componente der Bewegungs- 
grosse. Ebenso liesse sicb die 0-Componente der Effectlykrafte als 
d dT dT . ^ . 

TtW-Jo 

Man nebme z. B. an, die Variation dO einer Coordinate batte die 
Wirkung; das System als Gauzes urn eine Gerade den Winkel dd be- 

d T 

schreiben zu lassen; alsdann ist ^ der Winkelbewegungsgrosse um 

diese Gerade gleich. Wenn aber die Variation d]d das System als 
Gauzes parallel zu einer Geraden um die Strecke dO fortbewegt, so 
dT 

ist die Translationsbewegungsgrosse parallel zu dieser Geraden. 
Siebe die §§ 306, 308. 

Es ergitt sich dies auch unmittelbar aus dem allgemeinen Ausdruck 



in § 397. Die gegebene Gerade nehme man zur z-Axe. Im ersten Eall ist 
x' ^ — yd\ y ^x0\ / = 0 ; der Ausdruck reducirt sich daher auf Tim ( — oc y-\- y' a;), 



welclier die Winlielbewegungsgrosse darstellt. Ln zweiten Fall ist x'—O, y'—O, 
8'=^6\ der Ausdruck wird daher 2mz\ welches die liiieare Bewegungsgrosse ist. 

Die Gleich-ungen filr Momentankrafte hat Lagrange nicht gegeben. Wie 
es scheint, hat sie zuerst Prof. Niven aus der Lagrange’schen Gleichung 


__djl 

abgeleitai. _ ~ ^0 

Man kann namlich eine Momentankraft als die Grenze einer sehr grossen 
Kraft, die sehr kurze Zeit wirkt, ansehen. Es seien die Zeiten des Beginns 
nnd des Encles der Wirkung der Kraft. Integrirt man nnn die Gleichung zwischen 
den Grenzen t und ^ , so erhalt man als Integral des ersten Gliedes 

welches der Unterschied des Anfangs- und Endwerthes von ist. Das 

Integral des zweiten Gliedes ist Null; denn ist eine Function von 0, cp, etc., 

0 ', etc., die, obgleich variabel, wahrend der Zeit — % endlich bleibt. Wenn 

A ihren grossten Werth im Verlauf dieser Zeit angibt, so ist das Integral kleiner 

als A{t^ — #q), ein Ausdruck, der zuletzt verschwindet. DieL a grange’sche Gleichung 

. T , , (dT\h dU^ 

wml daher 

Mai 1867, 


Siehe die Abhandlung im Mathematical Messenger^ 


§ 403. Plotzliche Festlegungen. Bin System von Korpern lexoegt sich auf 
gegelene Art; plotzlich werden hestimmte Punlcte er griff en und gezwungen sich imter 
neuen Bedingungen m deivegen, Man flnde die folgende Betoegung, 

Um die Sache zu vei'einfachen, moge das System vier Coordinaten 0, gj, t/;, x 
haben und zwei Punkte A, B plotzlich genothigt werden, auf zwei Ebenen zn 
bleiben, welche sich parallel zu sich selbst mit gegebenen Geschwindigkeiten cc 
und (3 bewegen, wobei die Bewegungen der Punkte auf den Ebenen vollkommen 
frei und zwanglos sind. Fallen z. B. A und B zusammen und findet die Bewegung 
in der Ebene statt, so ist dies dasselbe, als wenn man sagt, dass man den Punkt 
A sich plotzlich in gegebener Eichtung mit gegebener Geschwindigkeit bewegen 
lasse. § 171. 

Es seien p, g die Abstande (oder beliebxge geeignete Functionen der Ab- 
stande) der Punkte A, B von zwei festen den sich bewegenden parallelen Ebenen; 
es sind dann p, q bekannte Functionen von 0, gj, 'ip^ % und in das System werden 
dadurch zwei geometrische Gleichungen von der Form 

P ^ (pj X) ct + at, F(e, x) + pt . . . (1) 

cingefuhrt. Durch den nun eintretenden Zwang werden die Yariablen p, q be- 
stimmte Grossen und das System hat nur zwei Freiheitsgrade. Wir betrachten 
jedoch das System, als babe es vier Freiheitsgrade und zwei Stosskraffce wirkten 
derart auf dasselbe ein, dass die folgende Bewegung den Gleichungen ( 1 ) geniigt. 

Die Losung der Aufgabe wird sehr vereinfacht, wenn man die Coordinaten 
von Anfang an so wahlt, dass zwei von ihnen p und q sind, wahrend die beiden 
anderen, sagen wir 0, 9 , unabhangige Grossen bleiben. Hat man diese Wahl nicht 
getroffen, so kann man analytisch den Wechsel der Coordinaten von 0, g>, % 

in B, (p, p, q dadurch bewirken, dass man die aus ( 1 ) folgenden Werthe von 
* 1 /?, x^ durch 0, g?,p, q ausdruckt und in alle mit dem Problem verbundenen Gleichungen 
einsetzt. Man kann 0, 9 die Coordinaten der relativen Bewegung nennen, weil, 
(wahrend p, q die durch ( 1 ) gegebenen Werthe in Ausdrucken von t haben), ihre 
willkiLrlichen Variationen das System in alle mit den Zwangsbedingungen ver- 
tragliche Lagen bringen; p und q kann man dagegen den Namen Coordinaten des 
Zioanges beilegcn, weil ihre willkurlichenTariationen den Bedingungen des Zwanges 
widersprechen. Diese Wahl der Coordinaten ist genau dieselbe wie in § 293. 
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Pa die Stosskrafte normal m den sich bewegenden Ebenen wirken, bo isb 

worin Pund (Jals dieMaasse der Stosskrafte angesehen werden. Pie Lagrange’sclien 
Gleicbungen sind dalier 



Nur die beiden ersten sind nothig, nm die Aendernng der Bewegung zu linden; 
man kann sie in den folgenden Satz zusammenfassen: Die allgenieinen Compo- 
nentcn der Betoegungsgrossen in Bezug auf die Coordinaten der relativon Betvegung 
loerden durch die Momentankrdfte niclit gcdndcrt. Es ist die Verallgemeinerung 
des Satzes in § 288. Man erlcennt auch, dass man, toenn nur die folgende Be- 
toegung gesucht toird, die Krdftcfnnction U niclit zu berechnen brauclit, es viehneJir 
ausreichtj toenn ina^i die Form von T kennt. 

Wenn es daranf ankommt, die Coordinaten 0, gj, ip, % zu benutzen, also 
niclit die des Zwanges nnd der relath en Bewegung, so andert man das Veidalircn 
etwas ab. Man schreibt jetzt 


^ U = P(4 §0 + f^^Sq,+ ---)+ Q{F^ Sd + F,^Sq, + ---), 

worin die Indices, wie gewobnlicb, die partiellen Differentialquotienten angeben. 
Pie Lagrange’scben Gleichungen werden dann 



Diese yier Bezieliungen, in Verbindung mit denen unter (1), rcicben bin, die 
folgenden Wertbe yon 0\ go', ajj', %' und wenn erforderlicli, auch der Grossen P, Q 
zu ermitteln. 


Beisp. Der Punkt 0 einer Scheibe, die sich in Bewegung befindet, muss 
sick plotzlich mit einer Gcschwindigkeit bewegen, deren Componenten a und p 
parallel zu den Axen gegeben sind. Man suche die folgende Bewegung. Dasselbe 
Problem wurde schon in § 171 geldst. 

Es seien p, q die Abstande des Punktes 0 yon den Axen; die Gleichungen 
des Zwanges sind p — at, q ==^ pt. Perner sei 0 der Winkel, den OG mit der 
a;- Axe inacbt und OG ^ r. Alsdann ist 


2T==(p' — r sindey + to' + rcos00')2 _j_ 
und da die relathe Bewegung bier nur eine Coordinate, namlicb 0, bat, 
dT 


dS' 


{pf — r sin 00') r sin 0 4’ to" + cos 0 0') r cos 0 4 d'. 


Wenn, wie in § 171, u,v die Componenten der Gescbwindigkeit des Schweipiunktes 
G sind und co die Winkelgescbwindigkeit yor dem Stoss, so ist sin0a> = u, 

4 cos 0CO = -y , 0^' = oo grade yor dem Stoss und grade nacbber = a, 

d T 

p. Substituirt man diese Wertbe in den Ausdruck fur nnd setzt die 

Besultate gleicb, so erbalt man den Wertb yon 0' grade nacb dem Stoss. Er 
stimmt mit dem in § 171 fiir oo' gegebenen liberein. 


§ 404. Wenn zwei glatte elastische Systeme in einem Punkt aufeinander stossen, 
so tbeilen wir die Pauer des Stosses in die zwei Perioden der Compression und der 
Restitution, wie in §§ 179, 185 etc. Es seien 0^', gp^', etc.; 0/, go/, etc.; gpg', 
etc. die Wertbe der Gescbwindigkeiten der Coordinaten grade ebe der Zu- 
sammenstoss beginnt, im Moment der starksten Compression bez. im Moment der 
Trennung. Ist die Arbeit des Compressionsstosses, so bat das Maass 
dieses Stosses als einen Pactor, wabrend die iibrigen Eactoren aus der geo- 



Bestitutionsstosses, Man erlialt so zwei Eeihen von Gleichimgcn von dem Typus 



dU, (d^\ 
dd ’ \d0'/. 


line! ahnliclie Gleichungen fiir g?, i/j, etc. Verbindet man nun die erste Reibe von 
Gleicbungen mit der gcometrischen Bedingung, welcbe ausdriickt, dass die normalen 
Geschwindigkeiten der Beriibrungspiinkte gleicli siiid, § 183, so erkalt man cine 
binreicbende Anzabl von Gleicbungen, um d/, etc. und den Compressionsstoss zu 
finden. Substituirt man den Wertb dieses Stosses in die z-weite Reibe, so bat 
man so viele Gleicbungen, als Coordinaten zur Ermittlung von 0/, etc. vor- 
banden sind. 

Da beide Reiben von Gleicbungen linear sind und auf ibren linken Seiten 
dieselben Coefficienten baben, so imissen die Wertbe von 6^' — Bq, etc., die man 
aus den ersten lindet, den aus den zweiten sicb ergebendenWertben von 6^ — etc. 
proportional sein, d. h. 

— ®o' =(! + «) {&1 — ®o')< — <Po' = (1 + e) (9i — %') 1 ete. 


Wenn man dalier die Aufldsung fur den Fall, dass das System unelastiscli ist, 
Icennt, so Idsst sich die Beivegimg fur ein elastisclies System unmittelhar daraus ah- 
leiten. 

Zu demselhen Besultat Icommt man aucli oline Benutzung der Lagrange^sclien 
Gleichimgcn. Man nehme an, ein System von Korpern (wie die Stabe in § 176) 
sei durch Gelenlce verhimden, stosse in einem beliebigen Punkt A gegen ein glattes 
Hindemiss und die Bewegung gehe in der Ebene vor sicb. B sei der Stoss bei A, 
von dem Anfang des Zusamnienstosses an bis zu einer Zeit t gemessen, die loirzer 
ist, als die des Stosses. Die Riebtung von B bleibe ferner wabrend des Stosses 
unveiilndert. v seien die Componenten der Gescbwindigkeit des Sebwer- 

punktes eines der Korper und ©q , co die “Winkelgescbwindigkeiten beim Beginn 
des Stosses bez. zur Zeit t. Die dynamiseben Gleicbungen, welcbe die Effectiv- 
krafte 77i{u — -Uq), m{v — Vq) und die Pa are mh^{(a — coq), durcb das ganze System 
genommen, mit dem Stoss JR, verbinden, sind bekanntlicb linear (§ 169). Aucb die 
Gleicbungen, welcbe die Identitat der Gescbvdndigkeiten der Gelenkpunkte aus- 
driicken, sind lineare Functionen der Gescbwindigkeiten lu. Nimmt man 

an, es loerde dw'ch den Stoss Icein Gelenlc gebrochen, so gelten diese Gleicbungen 
aucb fiir die Differenzen u — Uq., v — co — co„ . Es sind daber nnr lineare 
Gleicbungen zu losen; fur jeden Korper ist daber u — = aJR, v — VQ=^bB, etc., 

worin a, 6, etc. von den geometriseben Beziebungen des Systems abbangen. Sind 
also Uq, die Wertbe irgend einer Componente der Be^vegung beim Beginn 

des Stosses, im Moment der starksten Compression und bei der Beendigung des 
Zusammenstosses, so ist — Wq = {u^ — u^) (1 + c). . 



§ 405, Beispiele zti den Lagrange’sehen Gleicbungen, Mn Korper, dessen 
zwei Hauptmomente fiir den SclvwerpunJct gleich sind, drelit sich unter der Wirhung 
der Schivere um einen festen Punkt G, der in der Axe des ungleichen Momentes liegt. 
Man bestimme die Bedingungen , unter welchen ein einf aches gleichwerthiges Pendel 
existirt. 

definition. Wenn ein Korper an einem festen Punkt 0 unter dem Einfluss 
der Sebwere bangt und wenn die Winkelbewegung der Geraden, die 0 mit seinem 
Scbwerpunkt verbindet, dieselbe ist, -wie die eines Fadens von der Lange Z, an 
dessen Ende ein sebwerer Punkt befestigt ist, so beisst I die Lange des einfachen, 
gleicJiioertJhigen Pendels. Es ist dies eine Ausdebnung der Definition in § 92. 

Es seien OC die Axe des ungleicbeu Momentes; A^ A, C die Hauptmomente 
fiir den festen Punkt und die iibrige Bezeiebnung sei dieselbe wie in §365, Beisj). 1. 
Es ist dann 
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Eapitel VIII. Die Lagrangeschen Gleichungen. 


2T A (0'* + sin^ 6'ip'^ + (7(9' + ^)^ 

U =mgh cos 6 Const ante, 

worin h den Abstand des Schwerpunktes von dem festen Punkt bedeiitet und 
vorausgesetzt wird, dass die Scbwere in der positiven Ricbtnng der js-Axe wirkt. 
Die Lagrange’scken Gleichungen werden, wie man findet, 

Jl (J.0') — ^ sin 0 cos Q'lp'^ + G'lp' (9 + cos 0) sin 0 = — Mgh sin 0 , 
d/t 

[C{q>' 4- 1>' cos ®)] = 0 > 

[C (9 + cos 6) cos 6 ^ sin* 6ip'} = 0 . 

Cv t 

Durch Integration der zweiten Gleicbung erbalt man 
9' -f- cos 0 = It , 

worin n eine Constante ist, welche die Winkelgeschwindigkeit um die Axe des 
ungleicben Momentes ausdrtickt (sieke § 256), und wenn man die dritte intcgrirb 

Gn cos 0 + A sin* 01^' = a , 

worin a eine zweite Constante bedeutet, die das Moment der Bewegungsgrosso 
um die Verticale durcb 0 darstedt. (Siebe §§ 264, 266 und aucli 403.) 

Bei der Benutzung der L agrange’schen Gleichungen muss man sich vor ge- 
wissen Fehlem hiiten, die man leicht machen kann. Bezeichnet cog die Winkei- 
geschwindigkeit um GG, so ist, wie man aus den Euler’sclien Gleichungen, §251, 
weiss, oog constant. Ist n diese Constante, so kann man durchaus correct der 
doppelten lebendigen Kraft des Korpers die Gestalt 

2 T =- .4 (0'* + sin* 0^ *) + Gn* 

geben. 

Wollte man aber diesen Werth von T in die L agrange’schen Gleichungen 
einsetzen, so wiirde man durchaus falsche Resultate erhalten. Der Grund liegt 
darin, dass in den L agrange’schen Gleichungen alle Differentialquotienten, mit 
Ausnahme desjenigen nach der Zeit, partiell sind. Obgleich oog constant und 
daher sein totaler DifFerentialquotient nach t Null ist, so sind dock seine partiellen 
Differentialquotienten nach 0, 9, etc. nicht Null. Ueberdies enthalt die Gleichung 
oog = die Geschwindigkeiten 9', 1/;' (§ 256); wir konnen sie also nicht, wie in 
§ 396 erklart wurde, als eine geometrische Gleichung zur Reduction der unab- 
hangigen Coordinaten benutzen. 

An Stelle der ersten Gleichung kann man die Gleichung der lebendigen 
Kraft benutzen; man findet 

A (sin* 01^'* + 0'2) = p + V,Mgh cos 0 . 


Um die willkiiiiichen Constanten a und (J zu ermitteln, muss man die An- 
fangswerthe von 0 und ip zu HiiKe nehmen. Sind 0^ , die Anfangs- 

U)t (mv 

werthe von 6, , so werden die obigen Gleichungen 






‘ (w) + (w) + ^ ® 


Lost man diese Gleichungen auf, so erhalt man 0 und 'ip als Functionen von i, 
womit die Bewegung der Linie 0 G bestimmt ist. Die entsprechenden Gleichungen 




Beispiele (§ 405 — 406). 
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fur die Beweguug des einfaclien gleich'wei'thigen Pendels OL ergeben sich, wenn 
man C== 0 , MP uud I setzt, unter I die Lange des Pendels verstanden. 
Die Gleicbungen (1) werden dann 

sin* ^ ^ ^0 I 

© +©' + 2f (cos 0- cos 0„)j 

Sollen die beiden Linien OG und OL dieselben Bewegungen machen, so 
miissen die beiden Grleicbungen (1) und (2) identisch sein. Dieser Pall tritt ein, 
wenn entweder Gn = 0 oder d = 0o ist. In dem ersten Pall muss ent-weder n^O 
Oder (7=0 sein, so dass also entweder der Koi’per keine Rotation um OG haben 
darf Oder ein Stab obne Dicke sein muss. In dem zweiten Pall miissen 0 und ip' 
•wlibrend der Bewegung constant bleiben, so dass sicb also der Korper stationilr be- 
wegt und dabei einen constanten Winkel mit der Verticalen macht. In beiden 
Piillen sind die zwei Reiben von Gleicbungen identisch, wenn Mhl=^A ist. Dies 
ist dieselbe Pormel wie in § 92. 


§ 406. Beisp. 1. Man mge , wie sich die Eulefschen Gleidmngenj § 251, 
ms den Lagrange’schen ableiten lassen. Nimmt man die Hauptaxen fdr den festen 
Punkt zu Bezugsaxen, so ist 

2T = yLc0i* + Ba)/+C©3*. 

Man kann {a \ , co ^ , Wg) nicht zu unabliangigen Variablen nehmen, weil die Coor- 
dinaten eines jeden Masseni^unktes des Korpers sich nicht durch sie ausdriicken 
lassen, ohne DifFerentialquotienten nach der Zeit in die geometrischen Gleichnngen 
einzufuhren. (Siehe §396.) Wir wollen daher cog, cog durch d, 9 , i/j aus- 
driicken. Nach § 256 hat man 

coj^ — 0' sin q) — ip' sin 6 cos g? \ 

Og == 0' cos (p 'ip' sin d sin 9 J ♦ 
cOg = gj' t/j' cos d j 

Da, wenn man eine der Euler’schen Gleichnngen aufgestellt hat, die ubrigen 
nach den Gesetzen der Symmetric daraus folgen, so brauchen wir nur eine der 
Lagrange’schen Gleichnngen zu benutzen und nehmen diejenige, die das einfachste 
Yerfahren verspricht. cp' tritt in den Ausdriicken fiir tOj , cog nicht auf; wir be- 
nutzen daher die Gleichung 

Nun ist ^9 ^9 ^9 


dT ^ Sa. ^ . 9031 , „ 9o3j . „ 

97 =^"” 97 ==^“’ UIld^=^O,i-^ + B03i-^- = 4o,iO,,~B03i«.i, 

wie man findet, wenn die Ausdrilcke fiir co, , oog differ enzirt werden, Ferner ist 

0 U 

nach § 340, wenn N das Moment der Krafte um die Axe von C bedeutet, = 

Durch Substitution erhalt man ~ (Goog) — (A - — B) co^ oog == IV", die typische 

d/V 

Gestalt der Euler’schen Gleicbungen. 

Beisp. 2. Ein KOrper dreht sich um einen festen Punkt und seine lebendige 
Kraft ist durch 

T^ -UAa)^^+ ^co3*+ Ocog*— 2Dfi>g00g — 2iEJc0gfi)i -- ^Fwj^co^'] 


gegeben. Man zeige, dass sich die Euler’schen Bewegungsgleichungen, wenn die 
Axen in dem Korper festliegen, aber nicht nothwendiger Weise Hauptaxen sein 
miissen, in der Form schreiben lassen 


366 


Kapitel YIII. Die Lagrange’sclicn Gleiclmngen. 


d dT dT , dT 

j L a Q I o 

at ocoi oco^ ‘‘ (7c0y 

mit xwei lllinlichen Gleichungen. Dieses Resultat riihrt von Lagrange Ler. 


§ 407. Beisp. 1, Man leite die GleicJiung der lebendigen Kraft ans den La- 
grange^schen Gleichungen ah. 

M’liltiplicirt man jecle der in der typisclien Form 

dt dO' de M 

enthaltenen Gleicliimgen mit der entsprechcndcn G cschwindigkeit 6' und addirt, 
so evgibt sicli 



■worin die Summirung fiir alle Coordiniiten angibt. Wenn nun die geometrisclien 
Glcicbungen die Zeit nicbt explicite entbaltcn, so ist 'T eine hoinogene Function 
zweiten Grades von 6\ 95', etc. (§ 39G). Ebenso sind T und TJ Functionen von 
0, gp, etc,, aber nicbt von t. Daher ist 






dff~ ’ dt 
und durcb Substitution in die obige Gleicbung 
^ dU dT dU 


-j- 0" 


dt dt 


dt 


folglicb 


dT\ 

dt " de 

r/+G, 


worin C eine willkurlicbe Constante ist, die man 7Ai.weilen aucb die Constante 
der lebendigen Kraft nennt. 


Beisp, 2. Man finde die Gleicbung, welcbe derjenigen der lebendigen Kraft ent- 
spricbt, wenn Tund 77 beliebige Functionen der Yariablen 0, 9, etc. der Lagrange- 
schen Gleicbungen sind, Tauch eine Function von O', 9', etc. ist, die nicbt dadurcb 
eingescbrankt wird, class sie vom zweiten Grad sein muss, und aucb nicbt notb- 
wendiger Weise bomogen ist. 

Setzt man T— T^-\- h ^0 ? worin eine bomogene Function 

Grades von O', 9', etc. bedeutet, so findet man durcb ein abnlicbes Ver- 
fabren, wie vorber 

(«- 1 ) z ; + (« - 2 ) + ... + t,-t„=^u+c, 


wobei zu beacbten ist, dass das Glied verschwunden ist. 
Sind T und U anch explicite Functionen der Zeit i. 


Seite 


7 


di^ 

dt 


dt m addiren, wobei £7 ist. 


Siebe Band II, § 44. 
so ist auf der linken 


Beisp. 3. Liouville’s Integrale. Wenn man die Gleicbung der lebendigen 
Kraft in der Form 

2’ = -|jIf(P0 '*+e9'2 + JRi;,'2+ etc.)=Cr+C . . . . (1) 

scbreiben kann, worin P eine Function von 0 allein, Q von 9 allein u. s. f. ist, 
wabrend M eine Function aller Coordinaten sein kann und wenn ferner 


i(4:(cr+G) = p,(0)HhP;(9) + etc ( 2 ) 

ist, worin P^, etc. beliebige Functionen bezeicbnen, dann sind die ersten Inte- 
grale der Lagrange’scben Gleicbungen 

= + etc. ... (3) 



Beispiele (§ 406—408). 
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unci a -f- + • * ■ = 0 • Hieraus lasst sicli der Werth Yon — als Function von 0 

ableiten. 

Man beachte, dass die Bedingimg ( 2 ), wenn die Anfangsbedingungen wiil- 
ktirlicb sind, C also einen belicbigen Werth haben kann, fordert, dass sowohl 
M als M U die Gestalt ( 0 ) ->1- F^ ( 90 ) baben mussen. 

Urn diese Integrate zu erhalten, vertauschen w erstens die Coordinaten unci 
setzen P0'“ == Q(p'^= etc., benutzen alsdann die Lagrange’schen Glei- 

chungen und substituiren in clas zweite Glied einer jeden 2(U-^ C) fiiv 
Fine jede Gleicbung wird dann der Differentialquotient eines der Resultate in 
den Gl. (3). 

In § 431 wircl bewiesen werden, dass dieses Verfabren einer Vertausebung 
der unabbangigen Variablen t mit r gleicbkommt, wobei cU=Mdr ist. . Liou- 
ville’s Journal, 1846. Ed. XI, XII; 1849, Bd. XIV, S. 291. 

Beisp. 4. Die elliptiscben Coordinaten eines Massenpunktes sind 1 , v und 
der Massenpunkt wire! gezvrungen, sicb auf einem festen Ellipsoid X zii bewegen. 
Die Krilftefunction U ist dnreb 

gegeben, man leite aus den Lioiiville’scben Integralen ab, dass 






(^2 ^'2 


jPg W + + ID 


ist, worin 7i, Jc die Halbaxen der Focalkegelscbnitte sind. Durcb Division redu- 
cirt sicb die Bestimmung der Babn auf eine Integration. 

Diese Losung findet in den folgenden Fallen oder beliebigen Combinationen 
dei\selben Anwendimg: ( 1 ) wenn die Kraft nacb einem Centrum geriebtet ist und 
sicb wie der Abstancl verbalt; man bat 2U = ~ X ^ daber 

F^ (ft) 4- F^ iv). ( 2 ) wenn die Kraft senkreebt zur ^/^-Ebene ge- 
riebtet ist und umgekebrt wie die dritte Potenz des Abstandes von dieser Ebene 


variirt; es ist Iftr — + ; daber 


U == iiiid — v^)JJ bat die verlangte 


Form. (3) wenn die Kraft central geriebtet und derart ist, dass XJ ~ ^ 

worin q der Abstand des Massenpunktes von einem der beiden festen Punkte 


^==i ~7 z und = (1^ — li“) (1^ — Ic^) 


ist. Man bemefke, dass, wenn X^Ti oder cl. b. wenn das Ellipsoid eine 

Ebene wird, m ~ 0 ist. 


§ 408. Beispiele zu den Momentankrliften. Beisj;). 1. Fin Bhonibus, der aus ner 
diwcli Gelenlce verhmdenen Stdben besteht, fdllt vom Zustand der Bulie aus so, dass eine 
Diagonale veHical hleibt, %md der FclqmnM A stosst mit der Geschwindiglceit V gegen 
eine feste horizontale unelastische Fhene, Man finde die folgende Anfangshewegung. 
Dies ist dasselbe Problem, das in §170 gelost vnirde; zum Yergleicb geben wir bier 
zwei andre Losungen, welcben beiden die L agrange’seben Gleicbungen zu Grunde 
liegen. 
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Kapitel VIII. Die Lagrange’schen GrleiciLungen. 


Die Masse eines jeden States sei die Einteit, x die HoKe des Sctwerpunktes 
des Rhombus, 0 die Reigung eines Stabes gegen die Verticale. Nehmen •wir x 
und 0 zu Coordinaten des Systems, so ist 

T=: {lc^ + a^)e'^} 

und, wenn P der Stoss am Punkt A ist, 

SJJ ^ Pd{x — So: cos 0) ~ P3x + 2aP sin Odd , 

Die Lagrange’schen G-leichungen sind nach §401 

4 (.t/ — Xq') = P, 4 {Jc^ + a^) (0/ — 0,/) ~ 2 aP sin 0, 

Die Anfangs- und Endwerthe von x sind .Tq' = — F, ic/ ~ — 2am sin 0, 
die von O' sind 0^' = 0 , 0^ = m. Setzt man daher ^ und eliminirt P, so 

ergibt sich co — 4- “ - was init dein Resultat in § 176 ubereinstimmt. 

2 (( 1 + 0 

Pemerlmng uher die Wahl der Coordinaten. Gegen die eben gegebene Ldsung 
lixsst sich einwenden, dass man alle Lagrange’schen Gleichungen hat benutzen 
milssen, obgleich die Momentankraft nicht gefunden werden soil. Will man die j 

JSinfiiJirung der Momentanlcraft in die Gleichungen vermeideny so muss man die \ 

Coordinaten so wdlilen, dass die Variation der einen allein (lodhrend die andre eon- ' 

slant hleibt) den Angriffspunlct des Stosses nicht dndert. Wenn man die Coordinaten 
X und 0 benutzt, so iindert die Variation einer allein die Lage von A. Nimmt 
man dagegen 0 und die Ordinate y des Punktes A, welcher die Ebene trifft, zu 
Coordinaten, so lindert eine Variation von 0 allein die Lage von A nicht, und das 
virtuelle Moment irgend einer an A angreifenden Kraft tritt in der so gebildeten 
Gleichung nicht auf. Ebenso sollte man, -wenn die Grosse des Stosses auf J. ge- 
funden werden soli, eine Gleiohung benutzen, die durch die Variation einer Coor- , 

dinate, wie 2 /, welche die Lage von A im Raum ilndert, gebildet wird. Die Coor- 
dinaten y und 0 sind in § 403 die Coordinaten des Zwanges bezw. der relativen 
Bewegung genannt worden. Benutzt man sie, so ist I 

P = 2[y'^ — d:ay O' sin 0 -f- (/c® -j- a® -|- 4a® sin® 0) 0'® } . 

(dTV 

Die einzige jetzt nbthige Gleichung ist == 0 , so dass man also U 

nicht zu berechnen braucht. Die Grenzen von y sind = — F, j// = 0; die ' 

die von 0' sind 0^' = 0 , 0/ = co. Den Werth von m findet man ohne ScWierigkeit. 

Wenn der Boden elastisch ist^ befolgt man die in § 404 gegebene Regel. | 

Da 0J,' = 0 , so findet man die Winkelgeschwindigkeit eines jeden Stabes nach | 

dem Abprall durch Multiplication des eben fiir unelastischen Boden gefundenen ; 

Werthes von m mit (1 -)- e). i 

Beisp. 2. Seeks gleiche und gleichformige Stabe bilden ein regelmassiges ; 

Sechseck und sind an den Eckpunkten durch Gelenke lose verbunden. Einer der 
Stabe wird senkrecht zu seiner Richtung in seinem Mittelpunkt durch einen Stoss 
getroffen; man zeige, dass der gegeniiberiiegende Stab sich mit einem Zehntel der 
Geschwindigkeit des getroffenen Stabes zu bewegen beginnt. 

[Math. Tripos, 1882.] 

Man nehme zur einen Coordinate den Abstand y des Angriffspunktes des 
Stosses von der a;-Axe, welche x>arallel zum getroffenen Stab vorausgesetzt wird, J 

und zur andem den Winkel 0, den jeder der anliegenden Stiibe mit der a? -Axe I 

macht. Diese Coordinaten sind am vortheilhaftesten, weil eine Aenderung von 0 I 

allein den Angriffspunkt des Stosses nicht verriickt. Beachtet man^ dass cos 0 ;= -i , I 

so ist I 

2 T = 62 /'® + 12 x 1 / 0 ' -f 4 (3a® + 7c®) 0'®, [J 

v^orin 2 a die Lange eines Stabes bedeutet. Die allein erforderliche Lagrange’sche | 


3 T 

Gleichung driickt aus, dass unverandert bleibt und daher gleicb Null isi Da 

die Gescbwiudigkeiten der beiden Stabe y und 2 /'+ 2a0' sind, so ergibt sick 
das Eesultat unmittelbar. 


Beisp. 3. Das eine Ende eines Balkens, der sick auf einer glatten bori- 
zontalen Ebene befindet, liegt fest; eine Kugel A von der Masse m ist in Be- 
rubrung mit ibm und bat den Abstand a von dem festliegenden Ende. Man be- 
stimme, in welcbem Abstand h eine andre Kugel B von der Masse den Balken 
direct treffen muss, damit der Kugel A durcb den Stoss die grosstnioglicbe Ge- 
scbwindigkeit mitgetbeilt wird. Der Balken und die Kugeln sind unelastisch. 

[Matb. Tripos, 1844.] 

Es sei & die Winkelgescbwindigkeit des Balkens, y die Gescbwindigkeit 
der Kugel B ; die relative Gescbwindigkeit, mit welcber sicb die Kugel dem Balken 
nabert, ist dann und dU^—Bdz. Mmmt man Q und z zu Coordinaten, 


so gibt die eine Gleicbung = 0 die Anfangsbewegung. Es wird also 


dm'cb den Stoss nicbt verandert. 


Man bat 2 T= (w ct* + 


da die Grenzwertbe 6q' = 0 , 0^' == 00 und ^ v ^ = 0 sind, so erbalt man 


(ma^+ daber MJc% 

wenn co ein Maximum ist. 


§ 409. Sir W. R. Hamilton hat den allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen eine andere Grestalt gegeben, die zuweilen sich besser dazn 
eignet, die allgemeinen Eigenscliaften eines dynamischen Systems zu 
ermitteln. Diese Umgestaltung kann man aus dem Lemma in § 410 
ableiten. 

In dem Eolgenden bescbranken vrir uns auf die elementaren Eigenscbaften 
der reciproken Beziebungen. Der Gegenstand wird im zweiten Band wieder auf- 
genommen und eingebender bebandelt vr^rden. Sir W. Hamilton’s Bevreis seiner 
Gleicbungen fordert , dass T eine bomogene quadratiscbe Eunction der Ge- 
scbwindigkeiten sei, -was in der Dynamik im Allgemeinen richtig ist. Die Aus- 
debnung auf den Fall, in -welcbem die geometriscben Gleicbungen die Zeit expli- 
cite entbalten, verdankt man Donkin, Phil Trans, 1854. 

§ 410. Die reciproke Function^), sei eine Function belieiiger 
Grossen, welche man, wie sich gleich mgen wird, am besten 6', (p', etc. 
nennt. Es sei 


1) Aus diesem Lemma lasst sich die Methode, partielle Bifferentialgleichungen 
dmch reciprolce Beziekungen aufzulosen, die mancbmal die Legendre’scbe oder 
de Morgan’scbe beisst, ableiten. Die partielle Differentialgleicbung sei 
9 (re, 2/, = 0 , worin p und q die partiellen Differentialquotienten von 

z^ nacb x und y sind. Setzt man z^==^ — % + ^^^h dem Lemma 

^ z 3 z 

X = ~ , y = ■ Daraus folgt die Regel: substitute die Wertbe von x, y, z,^ 

aus den Hiilfsgleicbungen 


X = 


dz^ 


3 Z 9 . 3 z^ . 3 Za 


Houth, Dynamik. I. 
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dT^ 

d& 




dT^ . 

etc., 


alsdann Idsst sich 0\ (pj etc. miUelst dieser Gleichmgen durch % Vj etc. 
ausdruchen. Es sei ferner 

^2 H” ^ ^ ^ 

iind Tg durch u, v, etc. ausgedrucM, nachdem die Qrdssen O', (p\ etc. 
eliminirt wurden. Bann ivird 


dT, 

du 


= 0; 


dJ\ 

dv 


cpy etc. 


T 2 ist dann auch cine Function dieser Grossen und man er- 


hann auch eine Function anderer Grossen seiUj tvelche man, tvie 
sich gleich mgen ivird, am besten mit den Buchstdben dime Strich 0, (p, etc. 
bemchnet. 

dT^ dT, dT. 0Ti , 

■w=-w> t ; = -■ 9 ^' 

Dm dies zu beweisen, nelime man das totale Differential vou F] 
man erhalt 

cZi; = — ^ (^0 + + v)dO'-\- O'du + etc. 

Kacb den Yoranssetzungen des Lemmas verschwindet der ein- 
geMammerte Ansdruck. Wird nun als eine Function von djU, (p, v, etc. 
allein und nicht von d, (p, etc., O', (p', etc. ausgedriickt, so ist 

dT,= ^-^d9 + ^-^du + etc. 


Setzt man die beiden Ausdriicke fur dT^ gleicb, so bat man 


dT, 

do 



dT, 

du 


= r. 


Es ergibt sick auf diese Weise eine reciproke Bezieliung zTviscben 
den Functionen und Tg. Man findet aus durch Elimination 
von O', (p', etc. mit Htilfe gewisser Grleichungen; man sieht jetzt, dass 
man aus durch Elimination von u, v, etc. mittelst ahnlicher 
Grleichungen ableiten kaim. Man nennt daher die reciprolce Function 
von in Bezug auf die accentuirten Buchstaben O', cp, etc. 


und behandle p, g als unabhangige Variable. Man erhalt so eine neue DifPerential- 
gleicbung, die aicii unter Umstanden leicbter aullosen lasst, als die frubere. Die 
Auflosung sei 0^ ~ fi!Pt 2)j alsdann lassen sick mittelst der Hiilfsgleicliungen x, y 
und durch die beiden Hiilfsgrossen p und c[ ausdriicken, welche ausserdera eine 
geometrische Bedeutung haben. Dieses Verfahrcn lasst sich auf jede Anzahl von 
Yariablen und Ordnungen ausdehnen. Auch kann man, wie in §418, die Gleichung 
fiir nur einen Theil der Yariablen nach Belieben modifieiren. 


Beisp. Die Differentialgleichung sei yg^~ 0 ^; man zeige, dass 


p 


■F 


p(l — 


durch Differentiation ermitteln lassen, 


-p)y 


woraus sich x, y, als Functionen der HtilfsgrCssen 


Die reciproke Function (§ 410 — 413). 
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§ 411. Man beachte: Wenn eine bomogene qnadratisclie Function 
der Bucbstaben mit Stricb (p, etc. ist, so erhalt man 

uO' vq)' etc. = 2T^ 

und mithin = aber in verscMedenen Variablen cmsgedruclci Denn 
ist eine Function yon 6\ (p, etc. und nicht von u, v, etc., wabrend 
T 2 eine Function von Uj v, etc. ist und nicbt von 6', 95 ', etc. Man 
bemerke, dass in diesem Fall T 2 eine bomogene quadratiscbe Function 
von Uj Vj etc. ist 

§ 412. Ist die lebendige Kraft eines dynamiscben Systems, so 
ist dieses Verfabren mit dem Uebergang vom Grebraucb der Compo- 
nenten der Gescbwindigkeit zum Gebraucb der entsprecbenden Compo- 
nenten der Momente gleicbbedeutend. Beide Arten lassen sich benutzen, 
um die Bewegung des Systems zu bestimmen; mancbmal bietet die 
eine mebr Vortbeil, mancbmal die andre. 

§ 413. Beispiele zur rcciproken Function. Beisp. 1. Die Lage eines Korpers 
von der Masse M im Baum ist durch die recktwinkligen Coordinaten y, z seines 
Sckwerpunktes gegeben und die Winkelcoordinaten 0, 9, t/j seiner Hauptaxen fiir 
den Schwei’punkt, wie sie in Kap. V, § 256 benutzt wurden. Unter der Voraus- 
setzung, dass zwei Haupttragbeitsmomente gleich und g, g, w, v, w die Com- 
ponenten der Bewegungsgrosse sind, die bez, a?, y, 0, 0, 9, 'ip entsprechen, ist die 
lebendige Kraft in § 366, Beisp. 1 angegeben worden. . Man zeige, dass die 
reciproke Function 

9T I (w — -i) cos ey 

* M ^ C'^ A sin® B 

ist. 

Beisp. 2. Ist die lebendige Kraft durch den allgemeinen Ausdruck 

gegeben, so lasst sich zeigen, dass man die reciproke Function von in der Form 

0 u V . . , 

^ •Aji *^12 • • . 

V Ai 2 A 22 . . . 

schreiben kann, worin A die Discriminante von bedentet. Die Coefficienten 
von w®, 2^i'y, etc. in sind daher die Unterdeternunanten der entsprecbenden 

Glieder in nach Division durch Siehe auch Kap. I, § 28, Beisp. 3. 

Beisp. 3. I, 11, etc. seien die partiellen Differentialquotienten einer Function 
P von £c, 1/, etc. in Bezug auf diese Variablen; man beweise, dass re, etc. auch 
die partiellen Differentialquotienten einer Function Q von ij, etc. in Bezng auf 
diese Variablen sind. Ist P homogen und von n Dimensionen, so lasst sich be- 
weisen, dass Q ^{n — 1) P ist. P kann z. B. das Potential bei der Attraction 
Oder das Geschwindigkeitspotential in der Hydrodynamik sein. 

Beisp. 4. Man betrachte als Function von 0\ cp\ etc. und A sei die 
Hesse’sche Determinante von P. , d. h. die Functionaldeterminante ihrer ersten 

d'^T 

Differentialquotienten nach Q\ cp\ etc. Alsdann sind 

24 * 
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Kapitel VIII. Die Lagrange'schen Gleicliiingen. 


noreii der entspreclienden Elemente der Determinante A gleich, wobei jede TJnter- 
detenninante ibr ricbtiges Zeichen erhalten und durcli dividirt werden muss. 
Um dies zu beweisen, nehmen wir die totalen Differentiale der beiden Reiben 

von Gleicnungen m , etc. ; 0 == etc. 

Aus der ersten Reihe ergeben sicb d0\ d(p\ etc. als Functionen von du^ 
dv^ etc.. Substituirt man in die zweite Reibe, so folgt das Theorem unmittelbar. 


§ 414. Die Haniilton'sclie Traiislbrmation. Man setze 
so dass L die Differ em zwischen der kinetisclien und potentiellen 
Energie ist, Alsdann heisst wie in § 399 erklart wurde, die La- 
grange'sche Function und die Lagrange’scben Gleichungen kann man 
in der typischen Form 

^dL 

dt dO' do 

mit entsprechenden Gleickungen fur alle Coordinaten sclireiben. 

Ist H die reciproke Function von L, so heisst S die Hamilton' sche 
Function, Die Transformationsgleicliungen sind 

dff ~ d& 

mit ahnlichen Gleichungen fiir alle Coordinaten. Nach dem Satz iiber 

d F 

die reciproke Function ist O' = und nach der Lagrange’schen Glei- 

^ L 9 a 

chung = Yq = ^ ahnlich fur alle Coordinaten. Auf diese 

Art wird die eine typische Lagrange’sche Gleichung in der obigen 
Form in die beiden Hamilton’schen 



dH 

do 


umgewandelt. Selbstverstandlich gelten ahnliche Gleichungen fiir alle 
Coordinaten. 

Wenn die geometrischen Gleichungen die Zeit nicht explicite ent- 
halteU; so ist T eine homogene, quadratische Function von (0', cp', etc.) 
und daher ud' vq)' etc. = 2 T, Daraus folgt 

H= — i + + vq)' + etc. = T — Z7. 

Es ist daher H die Summe der kinetischen und potentiellen Energie 
und mithin die ganze Energie des Systems. 


§ 415. Man drucJce die Lagrange' schen Gleichungen fwr Stosslcrdfte 
in der Hamilton'sehen Form aus. 

Wie aus § 401 ersichtlich ist, lassen sich die Lagrange’schen 
Bewegungsgleichungen in der typischen Form 
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schreiben. 1st H die reciproke Function von Tund ersetzt man v, etc. 
durch P, Q, etc., so erhalten sie die typische Gestalt 

a f f\ f 

§ 416. Beispiele zii den Hamilton’selien Glciclmngen. Beisp. 1 . Man leite 
die Gleicliung der lebendigen Kraft ans den Hamilton’scben Gleicbungen ab. 

Da H eine Function von (0, g?, etc.), {u, etc.) ist, so erbalt man, wenn 
Accente wieder die totalen Difterentialquotienten nach der Zeit bedeuten, 

_ dH , dH.. . dH , . , dR 

dt do dzo dt^ 

so dass also der totale Differentialquotient von R nacb t immer dem partiellen 
gleicb ist. Entbalten die geometrischen Gleicbungen die Zeit nicbt explicite, so 
verscbwindet der letztere nnd man hat R == h, wenn li eine Constante bezeichnet. 

Beisp. 2 . Die Euler’schen Bewegungsgleichungen aus den Hamilton’schen 
Gleichungen abzuleiten. 

Wahlt man dieselbe Bezeicbnung, wie in dem entsprechenden Satz fur die 
Lagrange’schen Gleichungen § 406, so erhalt man 

dT. dT ^ 

u = = -dojj sin g? + -^^2 9 7 7 

dT 

w — — ( — A. cOj cos g? J5 oog sin g?) sin 6 -|- GcOg cos 6 . 

Ehe wir die Hamilton’schen Gleichungen benutzen honnen, muss nach §411 
die Grosse T durch w) ausgedruckt werden. Zu dem Zweck losen wir die 

vorstehenden Gleichungen auf, um coj^, cog, co^ als Functionen von y, w zu er- 
halten. Es ergibt sich 

. . , , ^ s cos gp 

03, == sin cp + (t; cos 0 — zv) — ;r 7 

^ I \ ^ sin d 


und nach § 414 


JB cog = -M- cos tp — {v cos 6 — w) ' 


^ =: — C , woraus unmittelbar die 

dq) dt 


Da wir nur eine Euler ’sche Gleichung nothig haben, so wollen wir 
dR . dR . . ^ 

dq) 'dv 

Die erstere ergibt A co^ + P ®2 ““ ~ — G und dies ist 

dasselbe, wie — |?= — 0^-, woraus unmittelbar die 

diitte Euler ’sche Gleichung, § 252, folgt. Die letztere der beiden Hamilton’schen 
Gleichungen fuhrt zu einer der geometrischen Gleichungen des § 256. So sind die 
sechs Hamilton’schen Gleichungen den drei dynamischen und den drei geo- 
metrischen Euler’schen Equivalent. 

Beisp. 3 . Eine Kugel rollt eine rauhe schiefe Ebene hinab, wie in §144 
beschrieben wurde. Es ist T = und 'U = mgaO sin cc, Ist es richtig, 

R der Differenz dieser Functionen gleich zu setzen? Man mache die Probe auf 
die Antwort, indem man die in § 144 gegebenen Bewegungsgleichungen ableitet. 
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Beisp. 4. Ein System wd auf die Hamilton’sche Art auf Coordinaten 
0, 9 , etc. and die entsprechenden Bewegungsgrossen u, etc. ‘bezogeii; man 
wiinscht die Coordinaten mit x, y, etc. zu Yertauschen, wobei 0, (p, etc. gegebene 
Functionen von y, etc. sind. Wenn man unter etc. die entsprecbenden 

Bewegungsgrossen verstebt, zn zeigen, dass 

§ = uO^ + + • • • » + • ' * » 

worin die Indices, wie gewobnlicb, partielleDifFerentiationen bezeicbnen. Man zeige 
ferner durch eine rein analytiscbe Transformation, dass sich die Eamilton’sclien 
Gleicbungen mit 0, -w, etc. in die entsprecbenden mit x, etc. verwandeln. 


Beisp. 5. Die Lagrange’scbe Function ist eine Function von 0, cp, etc. und 
B\ (p\ etc. Im Yorstebenden baben wir die reciproke Function mit Bezug auf 
0', cp\ etc. genommen; wir batten sie aber aucb bez. 0, q?, etc. nebmen konnen. 
Das folgende Beispiel wird dies erlautem. 

Es sei T. Oder L die Lagrange’scbe Function und, um der bisberigen Be- 

dJT dT 

zeicbnungsweise moglicbst nabe zu kommen, sei U — , V= , etc. Ist 

dann die reciproke Function von so fiibrt die der Hamilton’scben ent- 
sprecbende Transformation zu den typiscben Gleicbungen 


dT, 

dU' 




d ar. 


dt a0' 


Dm sicb davon zu iiberzeugen, reicbt es bin, wenn man beacbtet, dass 
— Ti 4- ir0 + Fgj 4 * • • ist. Nacb dem Lemma in § 410 bat man dann 

_8 = — und 0, woraus sicb die Resultate mittelst der Lagrange- 

36 ' 36 ' 3(1 ' ^ & 

scben Gleicbungen unmittelbar ergeben. 


§ 417. Die Analogic mit reciproken Beziekungcn derGeometrie. DieHamilton- 
scbe TJmformung der Lagr ange’scben Gleicbungen bat eine bemerkenswertbe 
Analogic mit der Aufgabe der Geometric, zu einer Flacbe ibre reciproke zu suclien. 
Man nebme z. B. an, das System babe drei Coordinaten 0, g?, und die lebendige 
Kraft sei eine bomogene quadratiscbe Function der Geschwindigkeiten 0', g?', y}'. 
Man kann 0', gp', yj' als Cartesiscbe Coordinaten eines darstellenden Punktes P 
betracbten, dessen Lage und Babn dem Auge die momentane Bewegung des 
Systems vorfdbrt. Diese Coordinaten von P lassen sicb aus den Lagrange’schen 
Gleicbungen ermitteln, Auf gleicbe Yi/'eise kann man die H amilt o n’schen 
Yariablen w, w als Cartesiscbe Coordinaten eines andem Punktes Q betracbten, 
dessen Lage und Babn die augenblicklicbe Bewegung des Systems ebenfalls dar- 
stellt. 


ISrimmt man ii*gend welcbe momentanen Wertbe 0', gp', so liegt der Punkt 
P irgendwo auf der Fl'acbe zweiten Grades — Z7, wenn U der augenblicklicbe 

3 T 3 T 3 T 

Wertb der Ekaftefunction ist. Weil nun u = = -o— f , w == rr-r ist, so 

36 d(p 3y> 

muss offenbar aucb Q auf einer Flacbe zweiten Grades liegen, die polar reciprok 
zur Flacbe in Bezug auf eine Kugel ist, deren Centrum im Coordinatenanfang 
liegt und deren Radius Y¥U ist. 

Diese reciproke Flacbe zweiten Grades sei = U, Da nun diese beiden 
Flacben reciproke Eigenscbaften besitzen, so ist offenbar 


6 ' 


du' ^ ~ dv ' 



Beisp. 1. Die Coefficienten der beiden Flacben zweiten Grades und 


seien Functionen einer Grosse 0; man zeige geometrisch, dass 


3T^ 

36 


dT^ 

36 


ist. 
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Daraus leite man die ubrigen drei Hamilton’schen Gleichungen ab, namlicb 
. dH .dll . dH . xr a. rr • . a- Tr 

— == ^ _ -y = _ ^ — If) ^ ^ worm H= — U ist. Siehe des Yer- 

fassers Scbrift uber j, Stability of motion‘d S. 62. 

Beisp. 2. Man zeige, dass die in der Geometric gebraucbliche Form von 
dieselbe ist wie in § 413, Beisp. 2. 

§ 418. Die modiflcirte Lagraiige’sclie Fimctioii. Sir W. Hamilton 
transformirt alle accentuirtenBuclistaben O', tp, etc. in die entsprechenden 
Buchstaben u, v, etc. Man kann das Lemma aber aucb so anwenden, 
dass man mtr einen Theil der Lagrange'sclien Coordmaten mit den ent- 
sprechenden Hamilton'sclien vertanschf und die andern ungeandert lasst. 
Man erhalt so eine Mischung der beiden Arten von Gleichungen. 
Mittelsf einer nnd derselhen Function Icann man die Lagrange'schen 
Gleiclmngen fur diejenigen Coordinaten gebrauchen, fur ivelche sie sich 
am meisten eignen und die Hamilton'schen fur die ubrigen Coordinaten, 
tvenn wir diese fur angemessener lialten. 

Das Wesentliche der Theorie, wie sie in den §§ 418 — 425 dargestellt wird, 
ist des Verfassers Stability of Motion, 1876, entnommen. 


§ 419. Tim dies besser einzusehen, betracMe man ein System^ 
welches von vier Coordmaten 0, cp, t] abhangt, sei die La- 
grange’sche Function. Man nehme nun an, man woUe die Lagrange- 
schen Gleichungen ftir die Coordinaten tj und die Hamilton^schen 
fiir 9, (p gebrauchen. Zu diesem Zweck benutzen wir die beiden Trans- 


formationsformeln 



= D und setzen 

dtp 

— + uO' “f- vq)\ 


Man erhalt wie in § 414 die beiden Reihen von Hamilton’schen 


Gleichungen 


dL^ 

^ ~ du’ 

/ 


u = • 


d_L, 
de ’ 

dtp 


I' und r[ sind alsdann unter die nicht accentuirten Buchstaben, von 
denen in dem Lemma, § 410, die Rede war, einzuschliessen, woraus 
sich ergibt 

ar ” af ' d^ ~ ai 

mit zwei ahnlichen Gleichungen fur Auf diese Art bleiben die 
beiden Lagrange’schen Gleichungen fiir | und ri auch giiltig, wenn 
man durch ersetzt. Man erhalt so die beiden Reihen von La- 
grange’schen Gleichungen 

±dj^_^ d dL^ ^ dL^ ^ 

dt di' di ’ dt drf drj 


§ 420. Die Function konnte man die modificirte Function 
nennen^ es ist aber passender, diesen Namen der Function mit dem 
andern Vorzeiclien zu geben. Die Definition lasst sicb so fassen: 

Ist die Lagrange’scbe Function L eine Function von 0, 0', <p\ etc.^ 

so ist die modificirte Function z. B. fur die beiden Coordinaten 0 , g) 

L' — L — uO' — v(p, 

3 L B L 

worin it = ^ , v = und angenommen ist, dass man 0', (p' aus der 

Function L' eliminirt liat. Auf diese Art ist L eine Function von 0, 
< Pj 0', 93' und alien andern Bucbstaben, L' eine Function von 0, 9, u, v 
und den llbrigen Bucbstaben. 

Diese beiden Functionen L, L' besitzen nacb § 410 die Eigen- 
scbaft, dass ihre partiellen Differentialquotienten nacb alien Bucbstaben 
mit Ausnabme von 0', 93', Uj v dieselben sind. La Bezug auf diese vier ist 


dL 

d& 


— Uy 



und 



dL' 

dv 


= — 93, 


Man kann die dynamiscben Gleicbungen fur die Coordinaten, be- 
zilglicb welcber die Function nacb der Hamilton’scben Eegel modi- 
ficirt wurde, so bilden, als ob 1^2= — L' die Hamilton’scbe Function 
ware, und fur die ubrigen Coordinaten nacb der Lagrange’scben Regel, 
als ob entweder oder L' die Lagrange’scbe Function ware. 

Die Function kann man aucb die reciproke Function der La- 
gran ge’scben in Bezug auf die Coordinaten 0, 93, etc. nennen, weil 
sie ebenso aus abgeleitet wird, wie aus in § 410 mit der 
Ausnabme, dass man nur an gewissen Coordinaten die Operation vor- 
nimmt. Es ist jedocb angemessener, die beiden Operationen durcb ver- 
scbiedene Worte zu unterscbeiden. Wir werden unter Eeciprocation die 
Vertauscbung aller und unter Modification die Vertauscbung nur eines 
Tbeils der Coordinaten versteben. 


§ 421, Nachdem die notMgen Bliminatiomn ausgefuhrt warden sindy einen 
allgemeinen Ausd/rmh fwr die modificirte Lagrange^sche Fmiction zu finden. 

Die leloendige Eraft T sei durcb den bomogenen qnadratiscben Ausdruck 

2^ = I’oe T + + • • • + + • • ■ 

gegeben, so dass die Lagrange’scbe Function L = T + Hist, woriiL U eine 
Function der Coordinaten 0,.qp, |, etc. bedeutet. Wir wollen L in Bezug auf 
0 , 9 , etc. modificiren, wabrend mit 77 , etc. nacb der Lagrange'scben Begel 
veriabren werden soil. Wir baben daber nacb § 420 mit Hulfe der Gleicbungen 

^ 0 ®' + + ••■=«- I 

+ + = • • • (1) 

etc. = etc. I 


0' und (p zu eliminiren. 


Die modificirte Lagrange’sche Function (§ 420 — 421), 
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Der Kiirze halber -wollen “wir statt der recliten Seiten dieser G-leicliungen 
— X, — IT, etc. schreiben. Da T eine homogene Function ist, so bat man 

r = + 

• • . + 1 0 ' (« + Z) + 1 9 ' (« + r) + etc. 

Nach der Definition ist aber die modificirte Function D' = — 

L’=L-u&-v<p’ = + Tf, !',]' + • •■ + tr I 

’ ' ’ (3) • 

- 1 e'(« -Z) - 1 9' (t) - Y) - etc. 

Lost man die Gleicbungen (1) auf, so erhalt man mit Hulfe von Determinanten 
9 , etc. als Functionen von ri\ etc. Substituirt man ibre Wertbe in den 
Ausdruck (3), so ergibt sicb 

L' = + % rVH- etc. + 


0, % — X, V — 


u- 

-z, 

T 

■^00 I 

T 

OC/J 

V - 

-Y, 

T 

T 

(pep 



worin /j die Determinante der Glieder in T ist, welcbe nur B\ qp', etc. entbalten. 
Man kann es aucb aus der vorstebenden Determinante ableiten, wenn man die 
erste Vertical- und Horizontalreibe weglasst. 

Die Determinante lasst sicb zerlegen und die modificirte Function in der 
Form Bcbreiben 

L' = ~ + i’i + etc. + U + 


1 


0. 

u, 


V, ... 


0 , X, 

Y, ... 

T T 

GO > -^Gq) ’ • * • 

T T 

■^Q(p 7 ■^(pep'i • • • 


IC T 

-^OQl 

Y T 

> ^Gy 7 

T 

0 (p 7 * • • 

T 

y'SP* 


0, X, r, ... 

1 ^GG » ^Oip^ *’* 


worin w, etc. wie gewobnlicb fur 


dT 

36' 


d_T^ 

dq>'^ 


etc. steben und Y, etc. durcb 


Z== + + etc. = etc. 

gegeben sind, so dass man X, Y, etc. aus u, v, etc. erbalt, indem man die Glieder 
weglasst, welcbe O', (p', etc., d. b. die Coordinaten, auf die man die Hamilton- 
scben Gleicbungen anwenden will, entbalten. 

Man beacbte, dass die erste der drei Determinanten in dem Ausdruck fur L' 
nur die Momente v, etc. und die Coordinaten entbalt. In der zweiten kommen 
V, etc. nicbt vor, degegen ist sie eine q^uadratiscbe Function von ri\ etc. 
Die dritte entbalt Glieder vom ersten Grad in Bezug auf i', tj', etc. multiplicirt 
mit den Momenten v, etc. 
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§ 422. Der Pall fehlendcr Coordinate!!. In vielen Fallen von 
kleinen Schwingnngen um einen Zustand stafcionarer Bewegung und in 
einigen andern Problemen enthalt die Lagrange’sclie Function L einige 
der Coordinaten wie B, (p, etc. nicbt, obgleich sie eine Function ihrer 
Dififerentialquotienten O', (p, etc. ist; zu gleicher Zeit kann sie die 
tibrigen Coordinaten ri, etc. so-wohl als ibre Differentialquotienten 
I', v[, etc. enthalten. Ist dies der Fall, so werden die Lagrange’scken 

Gleichungen fiir 0, cp, etc. ^ = 0, etc. Dutch Integration er- 

halt man 


dL 

dd' ~ 


^Jl 

dcp 


— V, etc., 


worin w, v, etc. absolute Constante sind, deren Wertlie sicb aus den 
Anfaugsbedingungen ergeben. Mit Hiilfe dieser Grleichungen lasst sicb 
O', cp, etc. durcli 7 }, etc. ausdriicten, so dass das Problem sicb. in 
der That darauf reducirfc, rj, etc. zu ermitteln. 

Prof. J. J. Tbomsoii(PM. Trans. 18S5 nnd Ap2^^icatio7^s of dynamics 
to physics and chemistry, 1888) bat vorgescblagen, solcbe Coordinaten, 
von denen nur die DifFei’eutialquotienten in der Lagr an ge’scben Function 
auftreten, Mnosfhe^iischc oder Gesclmmdigheitscoo7''dmate7i zu nennen. 

Das Verfabren, welcbes dazu dient, die tibrigen Coordinaten ^,rj, etc. 
zu ermitteln, lasst sicb jetzt vereinfacben, indem man die Lagrange’scbe 
Function so modificirt, dass die Variablen O', cp, etc. eliminirt und an 
ibrer Stelle die constanten Grossen u, v, etc. eingeftibrt werden. Ma^i seUe 
T! — L — liO' — vp' . . . 

imd elimmire O', p, etc. 7nit Hulfe der ehe^i gefundenen Integrate. Die 
GleiGhmige7% mr ErmiUlmg von rj, etc. ergehen sich, %ve7in 7nan + L' 
als Lagrange' sche Fimctmi behandelt. 


§ 423. Wemi das System vom Zustand der Euhe ausgelvt, nimmt 
die modificirte Function erne emfache Gestalt aii. Die Lagrange’scbe 
Function L sei z. B. eine bomogene quadratiscbe Function von O', p, etc. 
Man erbalt dann mitBeziebung.auf die obi gen ersten Integrate, wenn man 
berucksicbtigt, dass die Anfangswertbe von 0' ,p', etc. sammtlicb Null sind, 
u = 0, V = 0, etc. = 0 . 

Die modificirte Function L' ist daher der wrsprunglichen Fmiction 
gleich, aber verschieden ausgedruclzt Die Function L ist eine Function von 
O', p, etc.; die Function i' ist derWerth voni, nacb dem die Differential- 
quotienten O', p', etc. mit Hiilfe der ersten Integrate eliminirt worden sind. 

Das Eesultat der Elimination kann man aus § 421 ableiten. Die erste mid 
dritte Determinants sind bier Null. Man bat daber 

L’ = T'li ^ + ri,!' V'+ etc. + Cr + ^ 


0 , 

x, 

Y,... 

X, 

^0 0 ’ 

^ 09 ’ • • • 

r, 

^0(p^ 

T 

■ 
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Man kann diesen Ausdruck aus der Lagrange'scken Function L einfacli 
dadurch ableiten, dass man alle GliedeVy welche die zu eliminirenden Differential- 
qiwtienten d\ cp\ etc. enthalten, toegldsst und die dbige Determinante hinziifugt. 

§ 424. Das Sonnensystem als Beispiel. Es mogen sich, urn ein Beisi:>iel zu 
geben, dreiPunkte yon denMaesen gegenseitig nach demlSTewton’scben 

Gesetz anzieben und sick auf beliebige Art in einer Ebene bewegen. Bezieht man 
sie auf irgend welcbe rechtwinklige Axen, so sind ibre lebendige Ki*aft und Krafte- 
fimction Functionen der secbs Cartesiscben Coordinaten und ibrer Differential- 
quotienten. Wir konnen aber den Coordinatenanfang yerriicken und die Axen 
um ibn dreben, obne die lebendige Kraft oder die Kraftefunction zu andern. 
Daraus folgt, dass jede dieser Functionen yon drei der Coordinaten unabhangig 
ist, obwobl sie yon ibren DifFerentialquotienten nach der Zeit abbangen kann. 
Die Lagrange’scbe Function lasst sicb daber modificiren und nur yon den drei 
andern Coordinaten abbangig macben. 

Die lebendige Kraft des Systems ist der lebendigen Kraft der ganzen im 
Scbwerpunkt yereinigten Masse gleicb, zusammen mit der lebendigen Kraft in 
Bezug auf den Scbwerpunkt. Die erstere ist leicbt anzugeben und in unsrem Fall 
eine Constante; wir wollen uns zur letzteren wenden. 

Es sei G der Scbwerpunkt; man ziebe (ry, die nacb Eicbtung 

und Grosse die Gescbwindigkeiten der drei Massenpunkte darstellen, cl. b. die 
Eadienyectoren ibrer Hodographen sind. Dannreprasentiren die Seiten des Dreiecks 
ofj3y die relatiyen Gescbwindigkeiten der Massenpunkte und die lebendige Kraft 
des Systems ist Daraus, dass die Componente der 

Bewegungsgrbsse des Systems in Bezug auf seinen Scbwerpunkt in jeder Eicbtung 
Null ist, folgt, dass G der Scbwerpunkt dreier nacb a, y gebracbter Massen- 
punkte ist. Nacb einer bekannten Eigenscbaft des Scbwerpunktes 

bat man 

-J g,{m^{GaY + •••}, 

worin die Summe der Massen bezeicbnet. Daraus folgt unmittelbar, dass die 

lebendige Kraft eines Systems in Bezug auf seinen Scbwerpunkt — ist, 

wo 2)^2 relatiye Gescbwindigkeit der Massenpunkte bezeicbnet. Diese 

Fonnel fur die relatiye lebendige Kraft gilt offenbar fur jede Anzabl yon Massen- 
punkten. Sir E. Ball bat sie in den Astronomical Notices^ Marz 1877, auf eine 
andre Art abgeleitet. 

Es seien a, b, c. A, JB, 0, wie gewbbnlicb, die Seiten und Winkel des 
Dreiecks, welcbes durcb Verbindung der Massenpunkte entstebt. Es sei 0 der 
Winkel, den die Seite c mit u’gend einer im Eaum festliegenden Geraden bildet; 
Accente mogen, wie bisber, die DifFerentialquotienten nacb der Zeit bezeicbnen. 
Man bat dann 

-S/Wj ^2^12 } + 

+ — -SO® } 

und, wenn T die lebendige Kraft in Bezug auf den Scbwerpunkt bezeicbnet, 

2 7^== + 2^(9' + J?, 

worin E Functionen des Dreiecks allein und nicbt von 6 sind. Man bat 

^P ^ b^ + % a* , 

IlQ ^ mg (m^ b^A' — 

II E ^ h^A'^ + m^mj^{a^ a^B*^). 
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Wie diese Fnnctionen auszudriicken sind, hangt von den Coordinaten ab^ 
die man gebrauchen will. Man kann beliebige drei Stiicke des Dreiecks mit 
Ausnabme aller drei Winkel zu Coordinaten wablen. 

Beisp. Unter der Annabme, es sei am vortbeilbaftesten, die Abstande h 
und c zweier Massenpnnkte von dem dritten und den Winkel -A, den die Abstande 
an dem diitten Punkt bilden, zn Dreieckscoordinaten zu wablen, zeige man, dass 
F, Q, E sicb durcb &, c, a und ibre Differentialquotienten allein mit Hiilfe der 
Gleicbungen 

a® = -f- — 2&C cos A, 

^ (6c sin A) = + 26c sin A, 

— — 26'c' cos A + 6® A'^ -(-■ 2& A'c' sin A 

ausdrucken lassen. Sie lassen leicbte geometriscbe Auslegungen zu. 


§ 426. Man kann die Lagrange’scbe Function aucb mit Bezug auf 0 modi- 

dT 

ficiren. Zu dem Zweck setze man u = 07^== BQ' -b Q. Man beachte, dass u 

oO 

nacb § 422 eine absolute Constante ist, weil die Kraftefunction U keine Function 
von 0 ist. Wir bilden nun die modiiicirte Function 


L': 


u6' — 


PB^Q^+ 2uQ- 
2P 


•+ u, 


welcbe man benutzen kann, als ware sie die Lagrange’scbe Function, um alle 
Aenderungen des die drei Massenpunkte verbindenden Dreiecks zu ermitteln. 

Zu beacbten ist aucb, dass die Winkelgescbwindigkeit 6 ' im Eaum der Seite 
des Dreiecks, welcbe und m 2 verbindet, durcb die Gleichung F& Q ^ u 
gegeben ist, worin u eine Constante bedeutet. 

Beisp. 1. Man zeige, dass P dem Tragbeitsmoment der drei Massenpunkte 
Eir den Scbwerpunkt gleicb ist. 

Beisp. 2. Zeige, dass man |a^(PP — Q^) in die sjmmetrische Form 
^2^3 { (f>oAy 4" Wg (caP')^ + {ah O')* } 

bringen kann. 

Beisp. 3. Zeige, dass die Grosse u der Winkelbewegungsgrdsse des Systems 
um den Scbwerpunkt gleicb ist. Siebe §§ 397 und 402. 

Beisp. 4. Zeige, dass man jede der beiden Formen 

(mg c*P ' — m-s 6* O') imd mg (m^ a* O' — m^ c* A') 

geben kann, wobei die Wirkung des Dmtauscbes darin bestebt, dass man zu der 
Lagrange’scben Function L' eine Grosse, die B' bez. O' gleiobkommt, addiren 
muss. Siebe § 399, Beisp. 2. 


§ 426. Nicbt conservative Krafte. Man erUdre, wie die Lagrcmge'schen 
Gleichwngen gehraucht werden, wenn ein Theil der Krafte nicht conservativ ist. 

Die Lagrange’soben Gleicbungen konnen in der in § 399 gegebenen Form 
nur dann benutzt werden, wenn die Er^fte, welcbe an dem System angreifen, 
eine Kraftefunction besitzen. Wenn jedocb Pd0 die virtuelle Arbeit der gegebenen 
Krafte ist, welcbe man durcb alleinige Yariation von 0 erbalt, Qd(p die durcb 
alleinige Yariation von 9 erbaltene u. s. w., so kann man offenbar nacb § 397 

j o m pj ijT 

den Lagrange’scben Gleicbungen die typiscbe Form geben ^ — = P. 

ctt od 06 
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§ 427. Es ist oft von Yortheil, die Krafte, welcTie an dem System angreifen, 
in zwei Gruppen zu trennen. Zuerst kommen diejenigen, welche conservativ sind. 
Die Theile von P, etc., welche durcli diese Krafte hervorgerufen werden, 
lassen sich durcli Differentiation der Kraftefunction nach d, (p, etc. ermitteln. 
Zweitens diejenigen, welche nicht conservativ sind, wie die Eeibung, einige Arten 
von Widerst^nden etc. Die durch sie erzeugten Theile von P, Q, etc. miissen 
auf die aus der Statik bekannte gewohnliche Art mittelst der virtuellen Arbeit 
gefunden werden. 

Obgleich die nicht conservativen Krafte eine Kraftefunction nicht zulassen, 
so lassen sich ihre virtuellen Arbeiten doch zuweilen durch einen Differential- 
quotienten andrer Art darstellen. Man nehme z. B. an, ein Theil der an dem 
Massenpunkt eines Korpers angreifenden Kriifte sei derart, dass ihre Componenten 
parallel zu drei rechtwinkligen im Raum festliegenden Axen den Geschwindig- 
keiten des Massenpunktes in diescn Richtungen proportional sind. Die virtuelle 
Arbeit dieser Krafte ist 

Silii x' Sx + n^y' Sy-{- 

worin drei Constante bedeuten, die negativ werden, wenn die Krafte 

Widerstande sind. Bewegen sich z. B. die Massenpnnkte in einem Mittel, dessen 
Widerstand der Geschwindigkeit, mit einer Constanten % multiplicirt, gleichkonimt, 
so ist jede der Grossen , fig , fi^ gleich — %. Man setze 

Da {oc, y, z) Functionen von 0, 9 , etc. sind, welche sich aus den geo- 
metrischen Bedingungen des Systems ergeben, so ist, wie in § 396, 


j_ fl' . 

w + + 


mit ilhnlichen Ausdriicken fur die iibrigen Coordinaten. Substituirt man, so er- 
halt man F als Function von 0, g>, etc., 0', 9 ', etc. Man sieht auch, dass, wie 

S xXf 3 OD 1-1 

in § 397, ^ ist. Durch partielle Differentiation von F hat man 

cO du 


und deshalb 


86 ' 


etc. =2 ■■) + etc. ) _ 

S{pL^x' 8x + etc.). 


In diesem Fall daher, wenn U die Kraftefunction der conservativen Krafte 
ist, F die eben definirte Function, 0ddy etc. die virtuellen Arbeiten der 

iibrigen Krafte, lassen sich die Lagrange’schen Gleichungen schreiben 

dtdo' dd ^ de 36 '^ ^ ' 


und ahnliche Gleichungen fiir qp, i/j, etc. aufstellen. 

Man beachte, dass die Function P, wenn die geometrischen Gleichungen 
die Zeit nicht explicite enthalten, eine quadratische homogene Function von 
0\ (p\ etc. ist. 

Wenn die Krafte, deren Wirkungen in F auftreten, Widerstande sind, so 
werden fi^ , fig , fig , etc. negativ. Alsdann ist F eine ihi’em W esen nach positive 
Function der Geschwindigkeiten und gleicht in dieser Hinsicht der Function P, 
welche die lebendige Kraft darstellt. 

Behandelt man die obigen Gleichungen genau so, wie die Lagrange’schen 
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Gleichungen in § 407, behandelt wiirden, um das Princip der lebendigen Kraft zu 
iinden, so ergibt sicb 

^^{T- U)^e'& + etc. - ll'e' - etc.; 
in diesem Fall ist aber aucb F eine bomogene Function von O', etc. Daher 

~{T— O') = 6'© + etc. — iF. 

CL t 

Daraus folgt, dass, wenn die geometriscben Gleichungen die Zeit nicbt explicite 
enthalten und -wenn keine Krafte vorbanden sind ausser solcben, die sicb in die 
Kraftefunction U und die Function F einscbliessen lassen, F die halbe Ge~ 
scbwindigkeit darstellt, init -welcbcr die Energie das System verlasst, d. b. veraus- 
gabt wird. 

Den Gebraucb dieser Function bat Lord Kayleigb in den Proceedings of 
the London Mathematical Society, Juni 1873, vorgeschlagen. Er bat die Function 
F die jDissipationsfunction genannt. 

§ 428. Beisp, 1. Irgend zwei Massenpunkte eines dynamiseben Systems 
wirken gegenseitig mit einer Kraft aufeinander ein, deren Componenten in di’ei 
festen recbtwinkligen Riebtungen den beziiglicben Gescbwindigkeiten der Massen- 
punkte in diesen Riebtungen parallel sind; man zeige, dass man diese Compo- 
nenten in die Dissipationsfunction F einscbliessen kann. Sind F^, F^ die 
Componenten der Gescbwindigkeit, la^F^^ Componenten der Ab- 

stossungskraft, so ist der Tbeil von F, der aus ibnen bervorgebt, gleich 

Dieses Beispiel ist der eben citirten Abbandlung entnommen. 

Beisp. 2. Ein fester Korper bewegt sicb in einem Mittel, welcbes auf 
jedes Element seiner Oberflacbe zum Tbeil mit Reibungswiderstanden, zum Tbeil 
mit Widerstanden normal zur Oberflacbe wirkt. Jeder dieser Widerstande ist, 
auf die Flacbeneinbeit bezogen, der Componente der Gescbwindigkeit in seiner 
eignen Riebtung, mit der namlicben Constanten % multiplicirt, gleicb. Man zeige, 
dass sicb diese Widerstande in eine Dissipationsfunction F einscbliessen lassen, 
vobei 

^enn 6 den Flacbeninbalt , A, B, etc. die Tragbeits- und Deviationsmomente der 
yberfldehe des Korpers und (w, v, w) die Componenten der Gescbwindigkeit des 
Sebwerpunktes von g bedeuten. 

§ 429. Unbestimmte Multiplicatoren , etc. Man erUdre, wie die 
Lagrange' schen Gleichungen in gewissen Fallen m gehrauchen sind, wenn 
lie geomekischen Gleichungen Dijferentialquotienten nach der Zeit enthalten. 

In § 396 ist darauf bingewiesen worden, dass die in den Lagrange- 
ben Gleicliungen benutzten unabhangigenVariablenO^^p, etc. so gewaUt 
orden miissen, dass sicb alle Coordinaten der Korper des Systems durcb 
sie ausdriicken lassen, obne dass man notbig batte 0', q/, etc. einzufiibren. 
Wenn aber eine Bewegung, wie die eines auf voUkommen rauber Placbe 
rollenden Korpers in Frage stebt, so lasst sicb die Bedingung, dass 
die relative Gescbwindigkeit der Beruhrungspunkte Null sein muss, 



entlialt. Zuweilen kann die Gleichung, welclie diese Bedingung aus- 
driickt, integrirt werden. Wenn z. B. eine Kugel auf einer rauhen 
Ebene rollt, wie in § 144, so ist die Bedingung x — aO' = 0, aus 
der man durch Integration x — aO = b erlialt, wo b eine Constante 
bedeutet. In solchen Fallen lasst sick die Bedingung als eine der 
geometriscken Beziekungen der Bewegung benutzen und auf diese Art 
die Anzakl der unabkangigen Variablen um eine reduciren. 

Wenn aber die Diflferentialquotienten sick nicht leickt aus den 
Bedingungen aussckeiden lassen, ist es oft Yon Vortkeil, die Beactionen 
und Reib ungen in die Gleickungen zwiscken den nickt conservativen 
Kraften auf die in § 42G erklarte Art einzufdkren. Jede Reaction kat 
eine Bedingungsgleichung im Gefolge und es sind daker stets Gleickungen 
genug Yorkanden^ um die Reactionen zu eliminiren und die Coordinaten 
des Systems zu bestimmen. 

Die Elimination der Reactionen ist im Allgemeinen am leicktesten 
auszufiikren^ wenn man die allgemeine Gleickung der yirtuellen Arbeit 
benutzt und dem System nur solcke Verriickungen gibt, welcke die 
virtueUe Arbeit dieser Krafte Yersckwinden lassen. Wir wollen an- 
nehmen, um einen Ankaltspunkt fiir unsre Vorstellungen zu gewinnen^ 
ein Korper rolle auf einer vollkommen rauken Fliicke; es seien Oj cp, etc. 
die seeks Coordinaten des Korpers; nack § 137 existiren dann drei 
Gleickungen you der Form 

A = 4” • * • = 0 (1); 

woraus sick die beiden andern ergeben, wenn naan 2 und 3 statt 1 
als Index sekreibt. Diese drei Gleichungen driicken aus, dass die 
Compouenten der Gesekwindigkeit des Beruhrungspunktes in drei 
Ricktungen JSTull sind. Die Gleickung der virtuellen Arbeit lasst sick 
sekreiben (§ 398) 

Ir ~ If) 

worin TJ die Kraftefunction der gegebenen Krafte ist. Da die Yirtuelle 
Arbeit der Reactionen am Berukrungspunkt weggelassen wurde, so 
gilt die Gleickung nur fiir solcke Variationen von 6, q), etc., welcke 
verursacken, dass der Korper auf der rauken Flacke rollt. Die geo- 
metriseken Gleickungen Lg? driicken aber aus, dass der Korper 
auf irgend eine Art rollt, daker sind dO, etc. durck drei Gleichungen 
Yon der Form 

+ = 0 (3) 

verbimden. 

Durck Benutzung der Methode der unbestimmten Multiplicatoren 
(sieke § 400) werden die Gleickungen der virtuellen Arbeit auf die ge- 
wohnliche Art umgeformt in 
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dt do' do ~ do dO' ^ d6'' ^ dO' 



und in almliclie Gleichungen fur die andern Coordinaten g), etc. 

Sie reichen in Verbindung mit den drei Gleichungen fiir 

ausj um die Coordinaten des Kdrpers und A, v zu bestimmen. 

Das Verfahren wird sehr vereinfacht, wenn man die geometrischen 
Gleichungen fiir Lg j durch Elinaination so umformt, dass ein Diffe- 

rentialquotient z. B. S' aus alien Gleichungen nait Ausnahme der ersten 
wegfallt; ein andrer z. B. (p' aus alien mit Ausnahme der zweiten u. s. f. 
1st dies geschehen, so wird die Gleichung fiir 6 

d dT dT _dU , , dL^ 

dtdo' do~de'^^de' w- 


Daraus ergibt sich A sofort. Die Werthe von ^ und v findet man 
aus den entsprechenden Gleichungen fur g?, ip. Ihre Werthe kann man 
dann in die iibrigen Gleichungen einsetzen. 


§ 430. Die Methode der unbestimmten Multiplicatoren ist in der 
That eine Einfuhrung der unbekannten Reaction en in die L agr ang e 'schen 
Gleichungen. Es seien z. B. B^ die Componenten der Reaction 

am Beruhrimgspunkt in den Richtungen der drei Geraden, welche bei 
der Aufstellung der Gleichungen fiir ■^2; ig benutzt wurden. Alsdann 
sind Z/g? Componenten der relativen Geschwindigkeit der 

Beriihrungspunkte proportional. Diese Componenten mogen ^ 2 ^ 2 ? 
sein. Wird nun 6 allein variirt^ so ist die virtuelle Geschwindigkeit 

d L 

von B^ gleich wofiir man auch ^^-^-80 schreiben kann. 

d Z d Z 

Auf ahnliche Art sind %^~^80 und die virtuellen Geschwindig- 

keiten von B^ und B^. Daher haben nach § 426 die Lagrange ^scben 
Gleichungen die Form 


^ _ az _ ^ 
dtdO' do ~ d.e 




do' 



Vergleicht man diese Gleichungen mit den durch die Methode der 
unbestimmten Multiplicatoren erhaltenen, so ergibt sich, dass A, v 
den Componenten der Reactionen proportional sind. Der Vortheil 
beim Gebrauch der Methode der unbestimmten Multiplicatoren besteht 
darin, dass die Reactionen mit dem geringsten Aufwand an algebraischer 
Rechnung und in einer Art eingefiihrt werden, wie sie fiir die Losung 
des Problems am vortheilhaftesten ist. 


§ 431. Die Vertauschung der unabliaiigigen VariaMen. Ein System von 
n Ereiheitsgraden ist durch die Ausdriicke fur seine kinetische Energie T und 
die Eraffcefunction U definirt. Wir nehmen an, die geometrischen Gleichungen ent- 
hielten die Zeit nicht explicite, so dass T eine homogene Function von der Form 
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+ + (1) 

ist. Die Gleichung der lebendigen Kraft gibt 

+ + fr+c ( 2 ). 


Sind die Anfangswertbe der Coordinaten nnd die Anfangsgescbwindigkeiten ge- 
geben, so ist aucb die Constante G bekannt. 

Wir wollen nun die linke Seite der Gleichung (2) mit P multipliciren unci 
die rechte mit derselben Grosse dividiren, unter P eine willkurliche Function der 
Coordinaten verstanden. Damit die Gleichung bestehen bleibt, vertauschen wir 
die unabhangige Variable t mit r, so dass dr Pdt ist. Der Deutliclikeit wegen 
mdgen in diesem Paragraphen an den Coordinaten angebrachte Indices, also 
dj, g?!, etc., ebenso die DifFerentiationen nach r angeben, wie die Accente Diffe- 
rentiationen nach t. Es ist dann 0' = P0j^, qp' = P^i, etc. Die Gleichung der 


lebendigen Kraft wird 

+ + ( 3 ). 

Der Satz, der zu beweisen ist, sagt aus: Wenn man 

T,^p(\A,,e,^+A,,9,<p, + --.), = • • • ( 4 ) 


setzt und Tg? ^2 ^ach den Lagrange'schen Kegeln so behandelt, als waren sie 
die kinetische Energie und Kraftefunction eines neuen Systems, kommt man zu 
denselbcn Bewegungsgleichungen, als hatte man die urspriinglichen P und U des 
gegebenen Systems benutzt. 

Da dr = Fdt, so ist offenbar 


dT _____ 

dd' 

Die Lagrange’sche Gleichung 

dtde' ' 

wird 


de de P' 


dT 

de " 


de' 


( 5 ) 


dr de^ de p de p de ' 

Benutzt man die Gleichung der lebendigen Kraft U 0 — PT^ ^ so wird 

die rechte Seite identisch mit ^ ■ die Lagrange’sche Gleichung erhalt 

od P 

daher die Form 


d dT^ dT^ ^ d TJ+G 

dr de^ de de P 


( 6 ), 


welche den veranderten Bedingungen entspricht. 

AZs Beispiel wollen wir die Liouville’sche Losung, § 407, nehmen, wenn 
2P = M{Pd'^ worin P nur eine Function von 0 und Q nur von 95 ist. 

Die Gleichung der lebendigen Kraft ist ^ M{Pe'^ “ JT -f* 

Multiplicirt man mit M und setzt Mdr = dt^ so nimmt die Gleichung die 
einfache Form an 

^{Pe,^+Q<Pr^ = M{U+C). 


Wir stellen nun die linke Seite durch Pgi rechte durch dar. Wenn, 
wie Liouville annimmt, G) ~ {e) F^{cp) ist, so wird die Lagrange- 

sche Gleichung 

Houth, Dynamik, I. 


25 


386 


Kapitel VIII. Die Lagrange’schen Gleichungen. 


und dalier 


A 

dr 


(Pe,)- 




.dP 

de 


dF,{e) 

de 


L± 

dr 


(P0.*) = 


dF,(e) 

de 


e 


1 1 


•vvoraiis sich durch eine Iciclite Integration — ^ ~ oc ergibt. Da 

0j 310' ist, so erhillt man damit das Resultat in § 407. 

Die Transformation der unabhangigen Yariablen hat Liouville Band XI 
benutzt; Appell {Comptes Bendiis, 1892) hat jedoch die Methode Darboux 
zugcschrieben. 

B eispiele 

(den an der Universitilt und den Colleges gegebenen Examination Papers entnominen). 

1. Zwei Gewiclite von den Massen m bez. 2?n sind durch einen Strick ver- 
bunden, der liber eine glatte Rolle von der Masse in lauft. Diese Rolle hangt 
an einem Strick, vvelcher ilber eine glatte fesfce Rolle geht und an seinem andem 
Ende die Masse 4w tragt. Man beweise, dass sich die Masse 4w mit einer 
Beschleunigung bewegt, die oin Dreiundzwanzigstel der Beschleunigung der Schwere 
betragt. 

-2, Der Mittelpunkt eines gloichformigen Stabes von der Masse Bin und dor 
Lange 2l liegt fest und an dem Ende des Stabes ist die Masse m angebracht. 
Der Stab befindet sicli in horizontaler Lage undwirdmit der Winkelgeschwindigkeit 
y {^ngjl) um eine verticale durch seinen Mittelpunkt gehende Axe in Rotation 
gesetzt. Man zeige, dass das schwere Ende des Stabes sich senkt, bis der Cosinus 
derNeigung des Stabes gegen die Verticale X — n ist und dannwieder steigt. 

3. Ein Stab von der Lange 2Z wird gezwungen sich derart auf der Ober- 
flache eines einsclialigen Umdrehungshyperboloids , dessen Symmetrieaxe vertical 
steht, zubewegen, dass der Stab stets auf einer Erzeugenden liegt. Der Stab 
gehe vom Zustand der Ruhe aus; man zeige, dass 

— 2ar 0' sin O' -|- sin*a y ^9 cos = 0 , 

I -j- sin^a 4* y | ^ sin ce — 0 ist. 

Die Bedeutung der Zeichen ist folgende: Es sei S der Schwerpunkt des 
Stabes, P sein Schnittpunkt mit dem Kehlkreis des Hyperboloids, M der Mittel- 
punkt des Kehlkreises und 0 ein fester Punkt auf dem Kehlkreis. Dann ist 
JPS “ r, AfP = a == dem Radius des Kehlkreises, 0 = dem Winkel OMP 
und a die Neigung des Stabes gegen die Verticale. 

4. Ein Ring von der Masse m und dem Radius 1) roRt innerhalb eines voll- 
kommen rauhen Ringes von der Masse M und dem Radius a, der sich in einer 
verticalen Ebene um sein Centrum dreht. 0, cp seien die Winkel, um welche 
sich die Ringe von ihrer Gleichgewichtslage aus gedreht haben; man beweise, dass 

a0-j-bqp = (a — MaO" mhq/', 

(2 Af -f* w) {a — h) 'll)" = — {M + 0 sin 1 /; . 

5. Ein Stab bewege sich auf beliebige Art im Raum, Z, w, n seien seine 
Richtungseosinusse gegen festliegende Axen und V die potentielle Energie; man 
beweise, dass 

, dV\ 1 (rd^m dV) 1 ( d^n dV\ 

I \ dt^ ' dl J in\ dt^ dm/ n \ dt^ ' dn) 

ist, worin I das Tragheitsmoment des Stabes fur eine durch seinen Mittelpunkt 
senkrecht zu seiner Lange gehende Axe bezeichnet. Siehe § 400. 



Beispiele (§ 431). 
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6. Ein Punkt von der Masse m bewegt sich in einer Ebene nnd seine 
Bewegung wird auf Dreieckscoordinaten x, y, 8 (siehe § 17, Beisp. 11) bezogen. 
Es sei T die lebendige Kraft und die potentielle Energie V als bomogene Function 
der Dreieckscoordinaten ansgedruckt; man beweise, dass 

2 T = — m{a^y z' + x -f c^x'y ) , 


dV 

w(6V' + c22/") — 


= m{c^x" + a^z") — 2 - 
— 2- 


7. Ein schwerer Stab von der Lange 2a, dessen Enden einen glatten bori- 
zontalen Boden und eine glatte verticale Wand berdbren, gleitet abwarts und 
befindet sich dabei Anfangs nicbt in einer auf der Wand aenkrecbten Ebene. Es 
sei 0 die Neigung des Stabes gegen die Verticale und ip die Neigung der 
Horizontaliu’ojection des Stabes gegen die Durcbscbnittslinie der Ebenen; man 
beweise, dass 

^2 3 ft 

4 (cos 6) = cotg 0 sec (sin 0 cos i/;) 

civ dv a 

. 

4 (sin 0 sin ip) = tg ip (sin 0 cos yj) ist. 

Cut Clt 

8. Ein Massenpunkt bewegt sicb unter der Wii’kung zweier Centren von 
Abstossungskraften JP und (r, die von zwei festliegenden Punkten im Abstand 
2c? voneinander ausgeben. Man zeige, dass sicb die Lagrange’scben Bewegungs- 
gleichungen in der Form 

dtdX dtdv! 

scbreiben lassen, worin X und ft die elliptiscben Coordinaten des Massenpiinktes, 
auf die festen Punkte als Brennpunkte bezogen, sind und 

2T r* 

9. Es seien r, 0 die Polarcoordinaten eines Punktes von der Masse w, 
welcber unter der Einwirkung einer Centralkraft die nacb dem Pol zu gericbtet 
ist, seine Babn bescbreibt und v seien die entsprecbenden Momente; man be- 
weise, dass die Hamilton’scbe Function 


2m ' 2mr* 'J '' 


Fdr ist. 


Daraus leite man die Hamilton’scben Bewegungsgleicbungen 

u == mr\ V = mo'^0\ -|- JP) = v' = 0 ab. 
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Kapitel IX. 

Kleine Schwingungen. 

Sdiwingungen mit eiaein Freilieitsgrad. 

§ 432. Wenn ein System von Korpern nnr eine unabhangige Be- 
wegung zuliisst und kleine Schwingungen um eine mittlere Lage oder 
einen mittleren Bewegungszustand macht, so besteht im Allgem einen 
unsere Aufgabe darin^ die Bewegmigsgleichung anf die Form 

d^X . ^ dX I 7 

dt^ -t- -t- — c 

zuriickzufubren^ worm x eine kleine Grrosse bedentet, welcbe die Lage 
des Systems zur Zeit t bestimmt. Die Reduction wird dadurcb be- 
wirkt, dass man das Quadrat der kleinen Grosse x vernachlassigt. 


§ 433. Die Bedeiitung der einzelnen Gleiclmngsglioder. Wir nehmen an, man er- 
balte die Grleiclmng’ durcli Aufstellung der Bewegungsgleichungen aller Massen- 
punkfce und Elimination der Reactionen. Betrachten wir den Fall, in welchem 
das System aus einer GleichgewicMslage verrilckt wird. Wir stellen die GrOsse 
der Yerruckiing dnrch einen Buchstaben x derart dar, dass die Lage eines jeden 
Massenpunldjes , wenn x bekannt ist, aus den geome-S’iscben Bedingungen des 
Systems abgeleitet werden kann. Die Yerriickung J eines Massenpunktes m ist 
daher eine Function von x imd da das Quadrat von x bei einer kleinen Scbwingung 
zu vemacbllissigen ist, so bat man nacb Maclaurin’s Theorem ^ G Hx , 
worin G und JET gewisse Constante sind, die von der Lage des Massenpunktes in 

d'^ X 

dem System abbangen. Die Effectivkrafte fur m sind (1) JEm in der Eichtung 


der Tangente an seinen Schwingungsbogen und (2) eine centrifugale Eraft, in 


deren Zahler m 



steht und die daher vernachlassigt werden kann. 


Die 


Effectivla'afte tragen daher zur Differentialgleichung Ausdfucke von der Form 


d^x 


bei. 


Die an dem System angreifenden gegebenen Krafte sind dreierlei Art. 

(1) Bei der Yerriickung des Systems suchen die Krafte des Systems es in seine 
Gleichgewichtslage, falls sie stabil ist, zuruckzufiihren. Diese Krafte sind sammtlich 
Functionen von x und tragen, da das Quadrat von x weggelassen wird, Glieder 
von der Form c — hx zur Gleichung bei. Die Glieder c — hx stellen daher die 
natwrlichen HesHiutionsJcrdfte dar. 

(2) Es konnen auch WiderstandsJcrdfte an besonderen Punkten des Systems 
auftreten^ die von der Geschwindigkeit der Massenpunlcte abbangen. Die Ge- 
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Ein Ereiheitsgrad (§ 432 — 434), 


schwindigkeit eines jeden solchcn Massenpunktes m ist eine Function von — welcke 

dt ’ ’ 

wie zuvor, gleich gesetzt werden kann, Diese Widerstande liefern daher 


dx 


Glieder von der Form a — zu der Gleichung. 
(it 


(3) Es konnen ausserdem noch kleine dussere Krdfte vorkonimen, welche 
Fimctionen der Zeit sind. Sie konnen, wenn sie existiren, durch ein Glied f{t) 
auf der rechten Scite der Gleichung dargestellt werden. 

Wie man sieht, stellen die Effectivkrafte und die drei Arfcen von gegebenen 
Kraften verschiedene Arten von Gliedern zu der Gleichung und da die Producte 
dieser Glieder zu vernachltlssigen sind, so stammt jedes Glied ausschliesslich aus 
der erwahntcn Quelle. 

Wir haben vor, zuerst die ausseren Kraffce “wegzulassen und die Bewegung 
der Syateme zu betrachten, an denen nur Bestitutions- und Widerstandskraffce 
angreifen. Die durch diese beiden erzeugfce Schwingung heisst die mturliclie Oder 
freic Sclmingung. Die durch die ausseren Krafte hervorgebrachten Schwingungen 
fiihren manchma,! den ISTamcn erzwiingene Scliioingimgen und werden spater unter 
diesem Titel in Bd. 2 untersucht werden. 


§ 434. Auflosung der Oleicliung. In der Regel sind sov^ohl a 
als 1) und c Constante^ in welchem Fall man die Schwingung voll- 
stiindig bestimmen kann. Setzt man x — c/h -wenn h nicht 

Null ist^ so reducirt sich die Gleichung auf die bekannte Form 

■ SI + (»-»’)£-o. 

Wir wollen der Kilrze wegen, falls h — positiv ist, 1) — = 

setzen. Man erhalt dann 

X = ~ Ae~^^ sm{n[t B)f 

worin A und JB zwei unbestimmte Constante sind, die Yon den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abhangen. Die physikalische Auslegung 
der Gleichung ist nicht schwer. Sie stellt eine oscillatorische Be- 
wegung dar. Die Centrallage, um welche das System schwingt, ist 
durch X = c/b bestimmt. Das System geht durch diese Centrallage 
jedesmal, wenn nt + JB ein Vielfaches you jt ist. Daraus folgt, dass 
das ZeitinterYall zwischen zwei aufeinander folgenden Durchgangen 

durch die Centrallage ist. Um die Zeiten zu finden, zu welchen 

das System momentan zur Ruhe kommt, seize man dx/dt — 0, Dies 
gibt ig (nt B) — n/a. Das InterYall Yon der einen Lage augen- 

blicklicher Ruhe zur nachsten ist ebenfalls — • Misst man die Zeit 

n 

Yon einem Durchgang durch die Centrallage an, so ist fur t —0, 
X — c/b und daher B — 0. Die kleinste negatiYe Wurzel der Gleichung 
ignt = n/ a (positiY genomnien) gibt das InterYall Yon einer Lage 
augenblicklicher Ruhe bis zur Centrallage an und die kleinste positive 
Wurzel das InterYall von der Centrallage bis zur n’achsten Ruhelage. 
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Das erstere ist offenbar grosser imd das z^weite kleiner als da 

die SuminG beider ut/n ist. Die Scbwingungsweite auf jeder Seite der 
Centrallage findet man durcb Substitution der aus dieser Gleicliung 
sicb ergebenden Werthe von t in den Ausdruck fiir x — c/6. Da die 
Scli-wingungen in dem constanten Zeitintervall it/n stattfinden, so 
nimmt die Scliwingungsweite bestiindig ab und die auf jeder Seite 
der Gleicbgewicbtslage sicb folgenden Bogen bilden eine geometriscbe 

aTt 

Progression, deren gemeinschaftliclier Quotient c ” ist. Die Grosso 
n bat Lord Rayleigb in seiner Theory of Sound sebr passend die 
Frequent der Scbwingung genannt. 

Ist 6 — negativ, so setze man 6 — = — v^. In diesem Fall 

muss der Simts in der Gleicbung durcb seinen Exponentialwertb ersetzt 
werden; man bat daber 

worin G und D zwei unbestimmte Constanten sind. Die Bewegung ist 
jetzt nicbt melir oscillatoriscb. Ist sowobl a als 6 positiv, so ist v 
kleiner als a und x wird alsdann, die Anfangsbedingungen mogen sein, 
•welcbe sie wollen, scbliesslicb gleicb c/6 und das System nahert sicb 
bestandig der durcb diesen Wertb von x bestimmten Lage, Dasselbe 
tritt ein, v^enn v grosser als a ist, vorausgesetzt dass die Anfangs- 
bedingungen derart sind, dass der Coefficient der Exponentialgrosse, 
welcbe einen positiven Exponenten hat, Null wird. 

Ist 6 — = 0, so nimmt das Integral eine andre Form an und 

man bat 

worin E und F zwei unbestimmte Constante sind. Ist a positiv, so 
nabert sicb das System fortwabrend der durcb hx=c bestimmten Lage. 

§ 435. Wird der aus diesen Gleicbungen sicb ergebende Wertb 
von X gross, so konnen aucb die von abbangenden Glieder, die bei 
der Aufstellung der Gleicbung vernacblassigt wurden, gross werden. 
Es ist moglicb, dass diese Glieder den ganzen Cbarakter der Bewegung 
andern. Alsdann beisst das Gleicbgewicht oder die ungestorte Be- 
wegung des Systems, je nacbdem der Fall liegt, unstabil und die 
Gleicbungen stellen nur die Beschaffenbeit der Bewegung dar, mit der 
das System von seinem ungestorten Zustand aus sicb zu bewegen 
heginnt 

§ 436. Beisp. 1. Die Bedingungen des Systems sind derart, dass Anfangs 

ist 5 man finde den schliessliclien Wertli von x. 


U/tA/ . - 

+ + = m 

fc^iTo sinni , / X 1 « • 1 

® \ dt -^+^^0 + 

t 

^J e-“('-‘'>siiin(«-i') f(r)c2r 
0 

ist, worin ^ die Werfche von a? und ^ fiir ^ = 0 sind. 

(ajv (ajv 

[Math. TriiDOs, 1876.] 

§ 437. Es ist oft vortheilhaft^ die Bewegung eiues Systems durch 
eine Pigur darzustellen. GleicPe Zuwachse der Abscisse des Puiiktes P 
mogen nacb irgend einem Maassstab gleicbe Zuwachse der Zeit dar- 
stellen und die Ordinate moge die Abweichung der Coordinate x von 
ihrem mittleren Werth angeben. Die Curve, welche der darstellende 
Punkt P beschreibt, zeigt alsdann dem Auge die ganze Bewegung 



des Systems. Fiir den Pall, dass a sowohl als 6 — o? positiv sind, 
nimmt die Curve die hier aufgezeichnete Gestalt an. 

Die punktirten Linien entsprechen der Ordinate + Der 

darstellende Punkt P oscillirt zwisehen ihnen und seine Bahn berlilirt 
sie abwechselnd. Ebenso lasst sich die Curve fiir andre Werthe von 
a und & aufzeichnen. 

Am wichtigsten ist in der Dynamik der Fall, in welchem ct = 0 
ist. Die Bewegung ist alsdann durch 

X — j = A sin(]/&i^ + S) 

gegeben und ihre Curve ist die Sinuscurve. Man pfiegt in diesem 
Pall die Schwingung harmonisch zu nennen, 

§ 438. Beisp. 1. Ein System schwingt um eine mittlere Lage und seine 
Abweichung von ihr wird durch x gemessen. Xq und seien die Anfangs- 
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■werthe von x und 


dx 


man zeige, dass das System niemals sicb. um so viel als 



von seiner mittleren Lage entfemt, wenn h grosser 


als ist. 


Beisp. 2. Ein System schwingt um eine G-leichgewichtslage. Man soil duroh 
Beobaclitung seiner Bewegung die Zahlen-werthe von a, &, c bestimmen. 

Beliebige drei Bestimmungen der Coordinate x zn drei verschiedenen Zeiten 
liefern zwar im Allgemeinen Gleichungen genug fiir b und c- jedocli lassen 
sick gewisse Messungen leicbter ausfuhren als andre. So kann man z. B. die 
Werthe von ic, wenn das System momentan zur Buhe kommt, gut beobachten, 
weil das System sich alsdann langsam bewegt und eine Messung zu einer etwas 
falschen Zeit nur einen Fehler zweiter Ordnung verursaclit, wahrend sich die 
Werthe von t zu dieser Zeit nicht gut beobachten lassen, weil es in Folge der 
langsamen Bewegung schwer ist, den Moment, in welchem dx/dt verchwindet, 
genau anzugeben. 

Wenn man so drei aufeinander folgende Werthe .Xi, x^, von x gefunden 
hat, so ist das Yerhiiltniss der beiden successiven Bogen x^ — x ^ , x^ — eine 
bekannte Function von a und b und eine Gleichung zur Bestimmung der Con- 
stanten liisst sich derart aufstellen. Ist die G-leichgewichtslage unbekannt, so 
lasst sich die zweite Gleichung bilden, indem man erwagt, dass auch die drei 

COG 

Bogen ~ — y , — — eine geometriscbe Progression bilden. So 

kommt man zu c/b^ dem Werth von x, welcher der Gleichgewichtslage entspricht, 
und zu a/n. 

Ist nun die Gleichgewichtslage bekannt, so ist das Intervall zwischen zwei 
successiven Durchgangen des Systems durch sie ebenfalls eine bekannte Function 
von a und b und auch die dritte Gleichung kann gebildet werden. 


Beisp. 3. Ein Korper vollfCihrt gradlinige Schwingungen in einem Mittel, 
dessen Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist, unter der Einwirkung 
eiuer Anziehungskraft, die nach einem festen Centrum gerichtet und dem Abstand 
von ihm proportional ist. Die heobachtete Schwingungsdauer sei T und die 
Coordinaten der Endpunkte dreier sich folgender Halb schwingungen p, g;, r; man 
beweise, dass die Coordinate der Gleichgewichtslage und die Schwingungsdauer, 
wenn kein Widerstand vorhanden ware, 


pr — 
p r — 


bez. 


[Math. Tripos, 1870.] 


Erste Methode die Bewegungsgleictogea zu bilden. 

§ 439. Wenn das betrachtete System ein einzelner Korper ist, 
so gibt es eine einfacte, oft sehr vortheilhafte Methode, die Bewegungs- 
;leichting anfzustellen. 

Die Bewegung finde in der Ebene statt. 

In § 205 wurde gezeigt, dass man bei Vernachlassigung der 
(Quadrate kleiner Grossen die Momente um das Momentancentrum als 
festes Centrum neliinen kann. Gewobnlicb geht die Bichtung der un- 
bekannt en Reactionen durch diesen Punkt, ihre Momente sind daim 
Null und wir erhalten eine Gleichung, die nur hehannie Grossen enthdlt. 



Da sicli der Korper der Voraussetzung nach. fiir den Moment um 
das Momentancentrum als festen Punkt dreht, so ist die Richtung der 
Bewegung eines jeden Pnnktes des Korpers senkrecht anf der Greraden, 
die ilin mit diesem Centrum verbindet. Umgekehrt Idsst sich die Lage 
des Momentancentnms ermitteln, ivenn die JBeivegungsridhtimgen meier 
jPimhte des Korpers deJcannt sind, Denn errickten wir Lothe in diesen 
Punkten auf ihren BewegungsrichtungeU; so mussen sich diese in dem 
Rotationsmomentancentrum schneiden. 

Die Gleichung kann im Allgem einen auf die Form 

/dem Moment der gegebenen KrafteN 

^ dt^ \ um das Momentancentrum / 

gebracht werden^ worin 6 den Winkel angibt, den eine im Korper 
befestigte Grade mit einer im Raum festliegenden macht. In dieser 
Formel ist MJc^ das Tragheitsmoment des Korpers fiir das Momentan- 
centrum und da die linke Seite der Gleichung den kleinen Factor 

enthalt^ so kann man hier annehmen, das Momentancentrum habe 

seine mittlere oder ungestorte Lage. Auf der rechten Seite kommt 
kein kleiner Factor vor; man darf daher nicht yersaumen, entweder 
das Moment der Krafte im das Momeniancentnm in seiner gestorten 
Lage zu nehmen oder das Moment irgend einer unbekannten Reaction, 
die durch das Momentancentrum geht, einzuschliessen. 


Beisp. Wenn ein Korper mit einer einzigen unabh’angigen Bewegung in 
derselben Lage unter der Einwirkung zweier verscbiedener Kraffcesysteme sich im 
Grleichgewicht befinden kann und wenn Xg die Langen der gleichwerthigen 
einfachen Pendel far diese Systeme sind, falls sie einzeln wirken, so ist die 
Lange L des gleichwerthigen Pendels fur den Fall, dass sie zusammen wirken 
durch 



gegeben. 

§ 44:0. Beisp. 1. Line homogene JSalbkugel macht Jdeine Schvingmgen auf 
einer volTkommen rauhen, horizontaJen Lhene; man finde die Bewegung. 

Es sei G das Centrum, G der Schwerpunkt der 
Halbkugel, N der Berdhrungspunkt mit der rauhen 
Ebene. Der Radius sei a, CG = c, 6 = L JSrCG, 

Der Punkt N ist hier das Centrum der augen- 
blicklichen Rotation, weil die Ebene vollkommen rauh 
und daher Reihung genug zur Wirkung kommt, um 
N in Rube zu erhalten. Mmmt man daher die Momente 
um so ist 

(k^+GN^^=-gc-sbxe. 

Da man in den kleinen Gliedern GJV = a — c setzen darf, so reducirt sich 
dies auf 





{Jc^^{a-cy}^ + gc^e^O. 
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I (Q) — — 

— ^ • Offenbar 

2 3 

ist Jc^ -\- =7^ dem Quadrat des Tragheitsradius fur C ^ —a^ und c = -^ a. 

Ware die Ebene glatt gewesen, so hatte M auf der Momentanaxe gelegen, 
da GM senkrecM auf ON steht. Denn W beivegt sich in borizontaler Ricbtung, 
■vveil die Kugel in Berubnmg mit der Ebene bleibt und die Bewegung von G ist 
nacb § 79 vertical gericbtet. Daber scbneiden sicb die beiden Lotbe GM^ NM 
in der Momentanaxe. Auf abnlicbe Weise, wie oben, iindet man die Scbwingungs- 
dauer gleicb ^n']/ (fz^jcg). 

Beisp. 2. Zwei kreisformige Binge, von denen jeder den Radius a hat, sind 
an einem Punkt fest miteinander verbunden, so, dass ihre Ebenen den Winkel 2cc 
mit einander machen, und -werden auf eine vollkommen rauhe borizontale Ebene 
gesetzt. Man zeige, dass die Lange des einfacben gleicbwertbigen Pendels 

4- 4- 3 coB^a) cos a cosec^ce ist. 

2 [Math. Tripos.] 

§ 441. Schwiiigungen von Cylindcrn. Bim cylindrisclie Flaclie 
von beliebiger Gestalt ruht in stabilem GleichgewicM unter dem Einfluss 
der Schwere auf eincr andern vollhommen rauhen Cylinderfldclie und 
die Axen der Cylinder sind dabei horizontal und parallel. Der dberen 
Fldche wird eine leichte Storung gegeben; man finde die Bauer einer 
Ideinen Schivingung. 

Bs seien BAP, B'A'P die Sclinitte der Cylinder senkrecht zu 
ihreu Axen; OAj GA' die Normalen in den Punkten A^ A'y die vor 

der Storung in Beruhrung waren/ und cc 
sei der Winkel, den AO mit der Verticalen 
macht. OPO sei die gemeinschaftliclie 
Normale zur Zeit t und G der Schwer- 
punkt des sick bewegenden Korpers, so 
dass also A' G vor der Storung vertical 
war. Es sei A'G = r. 

Wir haben bier nur die Scbwingungs- 
dauer zu bestimmen, wenn die Bewegung 
obne Grenze abnimmt. Die Bogen AP^A'P 
werden daber scbliesslicb Null und C und 
0 kann man deshalb als Krummungsmiitel- 
punkte von APj A'P anseben. Es sei 
Q = OA, p = CA' und die Winkel A OP, 
A'CPmogen mit (p bez. (p' bezeicbnet werden. 

Ist 6 der Winkel, um welcben sicb der Korper bei der Bewegung 
aus der Gleicbgewicbtslage in die Lage B'AP gedrebt bat, so ist, 
weil vor der Storung AC und AO in derselben Geraden lagen, 
6 — L OJDE = (p <p'j wenn CA die Linie OAE in Z) trifft. Aucb 
bat man, da der eine Korper auf dem andern roUt, Bogen AP = 

Bogen A P, d. b. Qcp ^ und daber cp == 6. 




Der Stabilitatskreis (§ 440 — 442). 
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Wir brauchen ferner, um die Momente um P neliraen zu konnen, 
den horizontalen Abstand des Punktes G von der Verticalen durch P; 
er lasst sich durch Projection der gebrochenen Linie PA' A' G auf 
die Horizontale finden. Die Projection von PA' ist 

PA' cos(o^ + 0 ) = cos a, 

weun man die Quadrate Ideiner Grdssen vernachlassigt. Die Projection 
von A'G ist rO. Der gesuchte hoi'izontale Abstand ist daher 

eos a — r) 6, 

\q + Q ) 


1st Iz der Tragheitsradius fur den Schwerpunkt, so wird die Be- 
wegungsgleichung 

(P + g| = - ^0 cos « - r) 


und die Lange L des aquivalenten einfachen Pendels ergiebt sieh aus 
der Gleichung P -)-,•* oo' 

I yv/ /iA 


§ 442. Stabilitatskreis. Auf der gemeinsamen Normalen im 
Beriihrungspunkt A der beiden Cylinderflachen trage man die Lange 

AS = s ab, so, dass — = 1- -7 ist und beschreibe uber AS als 

Durchinesser einen Kreis. Man verlangere, wenn nothig^ AG, bis es 
den Kreis in N trifft. Alsdann ist GN = s cos a — wobei die 
positive Richtung von G nach A bin geht. Die Lange L des gleich- 
werthigen einfachen Pendels ist durch die Formel gegeben 

L ‘ GN Quadrat des Tragheitsradius fiir A, 


Aus dieser Formel folgt, dass wenn G'^) ausserhalb des Kreises 
und iiber der Tangente in A liegt, L negativ und das Gleichgewicht 
unstabil ist; wenn innerhalb, L positiv und 
das Gleichgewicht stabil ist. Der Kreis heisst 
der StaUUtatslcreis, 

Dieses Verfahren ist nicht nur bei der 
Bestimmung der Bedingung der Stabilitat eines 
schweren Cylinders von Vortheil, welcher im 
Gleichgewicht auf einer Seite eines rauhen 
festen Cylinders ruht, sondern auch zur Be> 
stimmung der Schwingungsdauer, wenn das 
Gleichgewicht gestort wird. Fine Ausdehnung 
auf die Falle rauher Kegel und andrer Flachen wird spater gegeben 
werden. 



1) Ist P der Krunmumgsradius der Bahn, welche G bei deia Hollen des 

AG^ 

einen Cylinders auf dem anderen beschveibt, so ist, wie bekannt, P = — 
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§ 443. Man beachte^ dass das obige Resultat vollstandig allgemein 
ist imd auf alle Falle, in welclien der geometrisclie Ort der Momentan- 
axe bekannt ist, angewendet werden kann. So ist q' der KriimiiLungs-- 
radius dieses Ortes in dein Korper, q der des Ortes im Eaum und a 
die Neigung seiner Tangente gegen den Horizont. 

Ist dx die borizontale Verscbiebung des Momentancentrums, welcbe 
durcb die Rotation dO des Korpers hervorgebracbt wird, so lasst sich 
die Gleicliung zur Ermittlung der Lange des gleichwerthigen einfacben 
Pendels eines unter dem Einfluss der Scbwere oscillirenden Korpers 
schreiben 

Ic^ + dx 

L dd~'^' 

Dies foigt unmittelbar aus § 441. Man siebt aucb leicbt ein, 
dass der Durcbmesser des Stabilitiitskreises dem Verbaltniss der Ge- 
scbwindigkeit der Momentanaxe im Eaum zur Winkelgescbwindigkeit 
des Korpers gleicb ist. 

Beisp. 1. Eine homogene Kugel macht auf der Inncuseite einer festen Kugel 
Icleine Schwingungen derart, dass ihr Centrum sich in einer yerticalen Ehene 
bewegt. Die Rauhheit sei gross genug^ um G-leiten zu verhilten; man heweise, 
dass die Lange des gleichwerthigen Pendels sieben Piinftel der Differenz der 
Radien betragt. Sind die Kugeln glatt, so ist die Lange des gleichwerthigen 
Pendels der Difterenz der Radien gleich. 

Beisp. 2. Eine homogene Halhkugel wu-d auf eine rauhe feste Ehene gesetzt, 
die gegen den Horizont unter einem Winkel geneigt ist, dessen Sinus 
tind macht in einer verticalen Ehene kleine Schwingungen. Man zeige, dass die 

Lange des gleichwerthigen Pendels a ist, unter a den Radius der Halb- 

kugel verstanden. 


§ 444. Wenn an dem Korper eine Kraft angreift, deren Richtung durch 
den Schweipunkt geht, so mussen die Resultate etwas geandert werden. Grade 
wie zuvor muss im Gleichgewichtszustand die Krafb die Richtung der G-eraden 
haben, die den Schwerpunkt Gr mit dem Momentancentrum A yerbindet, Wird 
der Korper yerschoben, so sclmeidet die Kraft ihre fruhere Richtungslinie in einem 
Punkt JF, yon dem wir annehmen wollen, er sei bekannt. Es sei AF f, und 
positiv, wenn Q und F auf entgegengesetzten Seiten des Ortes des Momentan- 
centrums liegen. Darm lasst sich ahnlich wie ohen zeigen, dass die Lange Zi des 
gleichwerthigen einfachen Pendels unter dem Einfluss dieser Kraft, die constant 
und der Schwere gleich vorausgesetzt wird, aus der Gleichung 


+ 

L 


QQ 

7 COS a — 

9 + 9 


fr 

f+r 


heryorgeht, worin a den Winkel hedeutet, den die Richtung der Kraft mit der 
Hormalen auf die Bahn des Momentancentrum s macht. 


dass alle ausserhalh des iiber AS als Durchmesser heschriehenen Kreises gegebonen 
Punkte Curyen heschreiben, deren concaye Seite A zugewendet ist, wahrend die 
Curyen der innerhalb gelegenen A ihre conyexe Seite zukehren. Es ist. daher 
Mar, dass das Gleichgewicht stabil, unstabil oder neutral ist, je nachdem der 
Schwerpunkt innerhalb, ausserhalh oder auf dem Umfang des Kreises liegt. 



Ein von zwei Curven gefdiirter Eorper (§ 443 —445), 
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Tragt man anf der Linie die Lange AG' so ab, dass 

1 


AG’ ~ AG AF 


ist, so erliillt der Ansdruck fiir L die Gestalt 




G'N. Das Gleicbge’W'icht 


ist claber stabil oder unstabil, je nacbdem G' innerbalb Oder ausserbalb des 
Stabilitatskreises liegt. 


§ 446. Schwingungen eines Kilrpers, der auf zwei Curven riiht. Zwei 
Pimlcte Aj B eines Korpers werden gezwungen gegebene Curven m heschreiben mid 
der Korper hefindet sich unter dem Binfluss der Schwera im GlcicligewicM. Bine 
Jcleine Storung loird ihm gegehen; man finde die Oscillationsdauer. 

Es seien C, D die Krummungsmittelpnnkte der gegebenen Curven fur die 
beiden Punkte A, JS. Es mogen sich AC und BD in 0 scbneiden. G sei der 
Scbweri)unkt des Korpers, GJEJ ein 
Loth auf AB, Alsdann ist in der 
Gleicbgewicbtslage OG vertical. Es 
seien 'i, j die Winkel, welcbe CA, 

BD mit der Verticalen macben und 
a der Winkel A OB. Ea mogen 
A!^B\ G\E' die Lagen bezeicbnen, 
in welcbe B, G, E gebracbt 
werden, wenn sich der Korper um 
einen Winkel 0 drebt und O' sei der 
Durcbscbnittspunkt der Normal en in 
A\ B' . Es sei 

AGA'=^cp, BBB'^cp'. 

Da der Korper aus der Lage AB^iin 
die Lage A' B' dadurcb gebracbt 
werden kann, dass er den Winkel 9 
um den Punkt 0 bescbreibt, so bat 

CA-cp BJD'W 

man — - ■■■ - = — 

OA OB 

ist GG' scbliesslicb senkrecbt auf OG und daber GG' === OG • 9. Sind endlicb 
aJ, y die Projectioneu von 00' auf die durcb 0 gebende Horizontale und Verticale, 
so findet man 

X cosj + y sin^‘ = Abstand des P. O' von OB ^ OB • g?', 

X cos ^ — y sin i = Abstand des P. O' von OC = OG • cp; 

daber 

^ OB • ^ini ' tp OG • sinj • qp 

sin a 

Ninunt man nun die Momente um O' als dem Centrum der augenblicklicben 
Rotation, so bat man 

(k^+OG^)^=^-g-(.GG' + x) 

„a(r.n i OB ■ OB siai , OG ■ OA wij\ 

~ ^ + “oX“ OT ’ 

worin h den Tragbeitsradius fur den Scbwerpunkt bedeutet. 

Ist daber L die Lange des gleicbwerthigen einfacben Pendels, so erhalt man 

7;* + ^ OB • OB sin ^ . OC • OA sin/ 

L ' BB sina AG sin a 


= 0. Ferner 



ErmittluDg durch die lebendige Kraft (§ 445 — 447). 
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die Schwingung unbegrenzt klein wird, ist G der Ea'umniungsniifctelpunkfc der Curve 
for A, Es sei = 5, der Winkel ACG = iff und E der Krtimmungsradius 
der Curve in A. 

Es moge 0 der Wink el sein, um den sich der Korper bei seiner Bevregung 
von der Gleichgewichtslage in die Lage, bei welcber sick der Schweipunkt in G 
befindct, gedreht hat; dO/dt ist dann die Winkelgeschwindigkeit 
des Koi'pers. Da sich G in der Richtung der Tangente in G be- 
wegt, so liegt das Centrum der augenblicklicben Rotation in der 
ISTormalen GO und in einem solchcn Punkt 0, dass 


OG 


-4^ = Geschwindigkeit von G = ^ ist ; daher GO = • 

dt ® dt ^ do 

Ist das Tragheitsmoment des Korpers um seinen Schwer- 
punkt und niromt man die Momente um 0, so hat man 

(/c2+ OG’^) — g ^ OG 

Zuletzt, wenn der Winkel 0 unbegrenzt klein wird, ist 

Ip dip dip ds OG 



Iblglich 


0 


do 


ds dO 


d^d 




“ B ’ 
0G‘ , 

g-j^e 


und die Lange des gleichwerthigen einfachen Pendels 


§ 447. Ermittlang der Schwinguugen durcli die lebendige Kraft. Wenn 
das System von Korpern, die sich in Bewegung befinden, nur eine unabkangige 
Bewegung zulasst, so kann man dieDauer einer kleinen Schwingung kaufig aus der 
Gleichung der lebendigen Kraft ableiten. Die Gleichung ist von der zweiten Ordnung 
in den kleinen Grossen und man muss daher bei ihrer Aufstellung kleine Grossen 
dieser Ordnung in Rechnung ziehen. Dies fiiiirt manchmal zu etwas umstand- 
lichen Untersuchungen; auf der andern Seite ist die Gleichung frei von alien 
unbekannten Reactionen und man spart daher oft die Miihe vielen Eliminirens. 

Das folgende Beispiel, welches auch Gelegenkeit gibt einen Yergleich mit 
der Methode im vorigen Paragrapken anzustellen, moge das Yerfahren erlautern. 

Die Bewegung eines Korpers in der Ehene ist dwt'cli die Coordinaten y 
seines Scliwerpunlctes und den Winhel 6 gegeben^ den eine im Korper festUegende 
Linie mit einer im Eaum festliegenden hildet. Der Korper hefinde sich unter dem 
Kinfluss der SeJiwere im Gleichgeivicht; man soil die Dauer einer kleinen Schwingumg 
finden. 

Da der Korper nur eine unabkangige Bewegung zu machen vermag, so 
iassen sick {x, y) als Functionen von 0 ausdriicken, z. B. a? = y === f[0), 

Ist Mlc^ das Tragheitsmoment des Korpers fur eine durch seinen Schwerpunkt 
gehende Axe, so wird die Gleichung der lebendigen Kraft 

{dx/dty + {dy/dtf + h^dO/dty = G—2gy, 

worin G eine willkurliche Constante bedeutet. 

Ist a der Werth von 0, wenn der Korper sich in der Gleichgewichtslage 
befindet, und ist zur Zeit t, d = a + gp, so hat man nach dem Maclaurin’schen 
Theorem 

2/ == 2/o + 2/o 9“ + 2/o + • • ■ ' 
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worin 2/o^ Uo" Werthe von fur 0 = a sind. In der Grleichge-wichts- 

lage ist aber y ein Maximum Oder Minimum und daber =0. Die G-leichung 
der lebendigen Kraft wird mitbin 

(«o'“ + **) (^) == c — 

■worin x/ der Wertb von ^ fiir 0 ~ a ist; dilferenzirt man, so kommt 
® dd 

Fiir die Llinge L des gleicliwertliigen einfacben Pendels findet man 



worin nacb der Ausfiibrung der Diiferentiationen fiir 6 sein Wertb a zu setzen 
ist. Man siebt leicbt, dass die geometrische Bedeutung dieser Gleicbung dieselbe, 
wie im vorigen Paragrapben, ist. 

Dieses analytiscbe Eesultat riibrt von Holditcb ber (siebe den 8. Band 
der Cavibridge Transactions). Bs ist von Yortbeil, wenn die Bewegung des 
scbwingenden Kdrpers in Bezug auf seinen Scbwerpunkt bekannt ist. 

Beisp- 1. Das untere Ende eines scbweren gleicbfdrmigen Balkens von der 
Liinge a gleitet auf einem gewicbtslosen uuausdebnbaren Seil von der Lange 2 a, 
dessen Enden an zwei festen Punkten in derselben horizontalen Linie befestigt 
sind, und sein oberes Ende gleitet auf einem verticalen Stab, der die Linie 
balbirt, welcbe die beiden festen Punkte verbindet. Man beweise, dass die einzige 
Gleicbgewichtslage vertical ist und dass die Dauer einer kleinen Scbwingung um 

diese Lage — — — betragt, worin 2'|/(a^ — h^) den Abstand zwischen 

y{3g{2l}-a)} 

den beiden festen Punkten bedeutet. [Matb. Tripos.] 

Man nebme an, das untere Ende des Stabes bewege sicb auf einem Kreis 
vom Radius a^/&, und driicke die Coordinaten (x, y) des Mittelpunktes durcb den 
Winkel 6 aus, den der Stab mit der Yerticalen macbt. Das Resultat folgt aus 
dem Princip der lebendigen Kraft. 

Beisp. 2. Die Enden eines Stabes gleiten auf dem Umfang einer Hypocycloide 
mit drei Spitzen, deren Ebene vertical stebt. Der Radius des umschriebenen 
Kreises ist 3 a und eine der Spitzen liegt im bocbsten Punkt des Kreises. Man 

beweise, dass die Lange des gleicbwertbigen Pendels ya ist. 

[Matb. Tripos, 1872.] 

Zuerst beweise man, dass der Stab, wabrend er mit seinen beiden Enden 
auf den seitlicben Zweigen RJB7, DTJ dieser Hypocycloide gleitet, bestandig den 
unteren Zweig BD beriibrt. Sein Mittelpunkt E bescbreibt einen Kreis vom 
Centrum 0 und Radius a. Setzt man BOB ==9?, so ist der Winkel, den der 

Stab mit der Tangente an die Spitze h macbt, 9?. Das Resultat erbalt man 
dann mittelst des Principes der lebendigen Kraft. 

§ 448. Momente uni die Momentanaxe. Werm. ein Korper im 
Ranm nur eine nnabbangige Bewegung Rat^ so gibt es im Allgemeinen 
keine Momentanaxe. Es ist iibrigens in § 225 bewiesen worden^ dass 
man die Bewegung immer auf eine Rotation um eine Centralaxe und 
eine Translation langs dieser Axe zuruckfubren kann. 



401 


Momente lun die Momentanaxe (§ 447 — 450 ). 


1st I das Tragheitsmoment des Korpers fiir die augenblickliche 
Centralaxe, die Winkelgeschwindigkeit um sie, F die Translatious- 
gesckwindigkeit in ihrer Eicktung, M die Masse des Korpers, so 
ist nach dem Princip der lebendigen Kraft 

-2^ + -2iKF'= Z7+ C, 

wobei U die Krilftefunction und C eine Coiistante bedeutet. Durcli 
Differentiation erhiilt man 


I 


dSl 

dt 


+ 


iU 

dt 


+ M 


V dV __ dU^ 
SI di Sldt 


Verstebt man unter L das Moment der gegebenen Krafte um die 
augenblickliche Centralaxe, so ist, nach § 340, L = -^^- 

iSi tt t 

Bedeutet ferner p den Pfeil der Schraubenbewegung des Kor^Ders^ 
so ist V= pSl uud die Bewegungsgleicliiing wird daher 


Wenn der Korper Meine Schwingungen nm eine Gleichgewiclits- 
lage ausfdhrt, kami man das zweite und dritte Glied weglassen imd 

erhiilt = 

1st eine Momentanaxe vorlianden, so wird p = 0 und man kanu, 
wie man sieht, die Momente um die Momentanaxe genau so nehmen, 
als VAge sie im Eaum und im Korper fest. 


Zweite Methode die Bewegimgsgleiclniiigeii liei kleineii 
SdiwingiiDgea zu bilden. 

§ 449. Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Korper mogen 
gebildet sein. Ist die Lage, um welclie das System scbwingt, bekannt, 
so ist vielleicht ein Theil der in ihnen enthaltenen Grdssen Idein. 
Ihre Quadrate und hoberen Potenzen kann man yernaclilassigen und 
alle Gleicliungen werden linear. Hat man darauf die unbekannten 
Eeactionen eliminirt, so lassen sick . die resultirenden Gleicbungen 
leicbt losen. 

Ist dagegen die Lage, um welclie das System scliwingt, unbekannt, 
so iraiicht man nicht erst das statische Problem m losen. Man kann yiel- 
mebr durcli ein einzigesVerfabren gleicbzeitig die Eubelagen bestimmen, 
sicli yersicbern, ob sie stabil sind oder nicbt und die Scbwingungsdauer 
ermitteln. Die Metbode lasst sicb am besten an einem Beispiel erklaren. 


§ 450. Beisp. Von den JEnden eines gleiclifbrmigen schweren Palhens 
AP, der die Lange 21 hat, ist das eine gemiingen, sich anf einer liorimi- 
talen Geraden Ox imd das andre sich aiif einer verticalen Oy heivegen. 
Wenn sich das game System nm Oy mit gleichfdrmiger WinlcelgescJm'indig-' 

Routh, Dynamik. I. 20 
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'keit CO dreJit, die GleichgewicJitslagen und die Dauer einer Jdeinen Schwingung 
m finden. 

Es seien x, y die Coordinate!! von G, dem Mittelpnnkt des 
Stakes^ 0 der Winkel OABj den der Stab mit Ox macht. B, R' seien 

die Componenten der Reactionen bei 
A nnd JB in der Ebene xOy, Die 
Masse der Langeneinbeit sei die Massen- 
einbeit. 

Die Beschlennigungen eines Ele- 


mentos dr des Stabes, das die Coordi- 
naten (^5 rf) bat, sind 



dt^ 


— ca^l parallel zu Ox^ 
d^ri 


J senkrecbt znr Ebene xyO nnd parallel zu Oy. 

Da es nicbt nothig ist, die Momente um OXy Oy zu nehmen oder 
senlcrecbt zur Ebene xOy zu zerlegen, so ist die Betracbtung der zweiten 
Bescbleunigung nicbt erforderlich. Die Resultanten der Effectivkrafte 

dr und ^ dr, fur den ganzen Korper genommen, sind 21 und 

21 ^ an G angreifend und ein Paar 2l]c^ welcbes den Korper um G 

zu drelien sucht. Die Resultanten der Eifectivkrafte cj^^dr, ftir den 
ganzen Korper genommen, sind eine einzelne an G angreifende Kraft 


= j* xP{x + r cos &)dr = co^x • 21 


und ein Paar^) um G 


co^(a; + r cos 6)r sind dr = • 2h^ sind cos 6^ 

—1 

wobei der Abstand r in der Ricbtung von G nach A bin positiv 
genommen ist. 


1) Wenn sick ein Korper in einer Ebene um eine Axe in seiner eignen 
Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit ca kerumdrekt, so kann man einen all- 
gemeinen Ansdrnck filr die Resultanten der centrifugalen Krafte an alien Elementen 
des KoqDers ausflndig macken. Man nekme den Sckwerpunkt G zum Coordinaten- 
anfang und die y-Axe parallel zur festen Axe Ist c dann der Abstand des Punktes 
X YOn der Rotationsaxe, so sind alle centrifugalen Krafte einer einzigen resul- 
irenden Kraft bei <5^ aquivalent 


===J^(o^{G'^x)dm — co^'Mc^ weil ^ = 0 ist, 
und einem einzigen resultirenden Paar 

= Jl[o (c + a;) 2 / dm = o^J^xy dm , weil ^ = 0 ist. 


Z-weite Methocle die bez. Bewegungsgleicliungen zu bilden (§ 450). 403 

Wir erhalten jetzt, wenn -wir in den Richtungen Ox, Oy zer- 
legen und die Momente urn G nelimen, die dynamischen Gleiehungen 


2zg = -JR + ^.2Z 

g = Jix — R'y — ■ 21 ■ sin 0 cos 6 


(!)• 


Wir haben ferner die geometrisclien Gleiehungen 

X = l q,ob0j 2 / == ? sin 0 (2). 

Durcli Elimination von Bj B' aus den Gleiehungen (1) erhalt man 


d-y 


gx 


(xi^xy — 




sin 6 cos d (3). 


Die Buhelage m fmden. Wir bemerken^ dass der Stab, wenn er 
im Zustand der Rulie in diese Lage gebracht wird, immer in ihr 

bleiben wiirde, und dass deshalb = 0 , ^ 

Dies gibt ^2 

f{Xy 2 /; Q) = gx — C3^xy — ca^ — sin 6 cos 0 = 0 . . (4). 

Verbindet man (4) mit ( 2 )^ so erhalt man 0 = y oder sin 0 = j^ 

und damit sind die Gleichgewichtslagen gefunden. Eine dieser Lagen 
werde durch 0 — x = a, y dargestellt. 

Die Schwingungsbewegung m finden. Es sei 

X = Oj X j y == h — j-*- 2 / ; 0 ci 0 j 

worin x\ y\ 6' Heine Grossen sind. Diese Werthe miissen nun in 
Gleichung (3) eingesetzt werden. Auf der linken Seite sind 

sammtlich Hein; wir haben daher einfach a, b, a statt Xj y, 0 zu 
schreiben. Auf der rechten Seite substituire man nach Taylor’s 
Theorem; es wird 

f(^a + x',b-}-y', a-j-e')^§^x'+§fy'+^0'. 

Wir wissen, dass das erste Glied /‘(a, &; a) Null ist, derm dies 
ist eben die Gleichung (4), aus welcher sich a, b, a ergaben. Man 
erhHt daher 

d^y -j d^ X t -j n d'^ 0 / 97\^ 2 ' f 2^ o 

+ — = (^-- 0 , 26 ) 0 ; — co^ay — co^ ^ cos 2 o ;- 0 . 


Setzt man aber, in den Gleiehungen ( 2 ); 0 = « + erhalt 

man nach dem Taylor’sehen Theorem 
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Die Grleicliung zur Bestimmung der Bewegung ist mithin 
+ (^gl sin ~ coH^ cos 2aj 6' — 0 . 

Ist nun gl sin a 4" cos 2a = n positiv, wenn einer der beiden 

Wertbe Ton a eingesetzt wird, so ist die entsprechende Gleichgewichts- 
lage stabil und die Dauer einer Ideinen Schwingung 

r n 

Ist n negativ^ so ist das Gleichgewicht imstabil und kann deslialb 
eine Schwingung iiberhaupt nicht stattfinden. 

2 o • • 

Wenn es zwei Gleichgewichtslagen des Stabes. Man 

findet durch Substitution, dass die Lage, bei welcher der Stab gegen 
die Verticale geneigt ist, stabil, die andere unstabil ist. Wenn da- 

3 n 

gegen so ist die einzige Lage, in welcher der Stab ruhen 

kann, vertical und stabil. 

Fur n = 0 befindet sich der Kbrper in einer Lage neutralen 
Gleichgewichtes. Dm die kleinen Schwingungen bestimmen zu konnen, 
muss man die Glieder von hoherer Ordnung als der ersten beibehalten. 
Nach einer bekannten Transformation ist 

d^y d^x d Ipd6\ 

‘^W~~y'W~Ttv 

Die linke Seite der Gleichung (3) wird daher (P -j- Zc^) und die 
rechte nach dem Taylor’schen Theorem 

(^gl cos cc — ^ sin 2a^ -f” 

Fiir = 0 ist co^= Macht man die nothigen 

Substitutionen,' so verschwinden die Glieder von der zweiten Ordnung 
und die Bewegungsgleichung wird 

Da die niedrigste Potenz von 0' auf der rechten Seite ungrade ist 
und der Coefficient negativ, so ist das Gleichgewicht fiir eine Ver- 
riickung nach jeder Seite seiner Lage stabil. Ist a der Anfangswerth 
von 6\ so hat man fiir die Zeit T bis zur Erreichung der Gleich- 
gewichtslage 

0 

und, setzt man 9' = a% 

r dcp 1 




Zweite Methode die bez, Bewegungsgleicbtingen zii bilden (§ 460—452). 405 


Die Zeit bis ziir Erreichung der Grleichgewicbtslage variirfc daher 
umgekebri wie der Bogen. 1st die anfangliche Verriickung nnbegrenzt 
klein, so wird diese Zeit nnendlicli gross. 

Man kann dieses bestimmte Integral,, welches ein elliptisches, das sogenannte 
Icmniscatische, ist, auch anders, nilnilich clnrch die Gammafunction ausdrucken. Es 
ist leicht zu zeigen, dass 


r dcp _ 


4]/27r 


ist. Man setze = x. 


§ 451. Man biitte dieses Problem aucli mittelst der ersten Metbode 
leicht losen konnen. Denn der Punkt Nj in welchem sich die beiden 
Lothe in A und B auf Ox^ Oy schneiden, ist die Momentanaxe. 
Nimmt man die Momente urn Nj so erhalt man die Gleicliuiig 

ir^ 

(p -|- ^ = yl cos 0 — J C3^ (I -f' ry sin 0 cos 0 

— t 

= gl cos 6 — ^ 0 cos 9 . 

Bezeichnet man die rechte Seite der Gleichung mit f(6)j so er~ 
gibt sich die Gleichgewichtslage aus der Gleichung /(a) = 0 und die 
Schwingungsdauer aus 

§452, Beisp. 1. Wenn die Masse des Stabes, der mit ,4 bezeichnet wurde, 
M ist, zu zeigen, dass die Grosse des Paares, welches das System zwingt, sich 

nm Oy mit gleichformiger Winkelgeschwindigkeit zu drehen, iff co ^ sin 2 0 ist. 

Wiirde sich die Grosse des Paares andem, wenn Ox oder Oy ii’gend welche 
Masse hatten? 

Beisp. 2. Das obere-Ende eines gleichfdrmigen Balkans FOn der Lange 21 
wird gezwungen, auf einem glatten horizontalen Stab ohne Tragheit zu gleiten 
und das untere auf einem glatten verticalen Stab, durch dessen oberes Ende der 
horizontale Stab hindurchgeht; das System rotirt frei um den verticalen Stab; 
man beweise, dass die Winkelgeschwindigkeit des Systems, wenn a die Neigung 
des Balkens gegen die Verticale hei einer relativen Gleichgewichtslage bedeutet, 

( 4 ? ^os a ) zeige, dass der Balken, -wenn er um ein Geringes aus dieser 

Lage verrilckt wird, eine kleine Schwingung in der Zeit 


I ~ (sec 0 ; “h ^ j 

macht. [Coll. Exam.] 

In dem friiher im Text gegebenen Beispiel wurde das System gezwungen, sich 
mit gleichformiger Geschwindigkeit um die Verticale zu drehen, hier dagegen ro- 
tiif; es frei. Die Winkelgeschwindigkeit um die Verticale ist daher nicht con- 
stant und ihre kleinen Variationen miissen aus dem Princip der Flachen abgeleitet 
werden. 
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Lagrange’s MetLode, die Bewegnngsgleiclinngen zn Mlden. 

§ 453. Vortheile tier Metliode. Die Vortlieile der Lagrange- 
sclien Methode sind verschiedener Art. Sie liefert die Bewegnngs- 
gleicliimgen frei von alien Eeactionen imd ist dalier dann besonders 
zn empfeblen^ wenn die Bewegungen verscbiedener miteinander ver- 
bnndener Korper zu nntersuclien sind. Sie lasst aucb eine grossere 
Auswalil von Grossen zu^ die man zu Coordinafcen nelimen kann. 
Ferner kann man^ sobald die Lagrange’sche Function niedergeschrieben 
ist^ aus ibr allein alle Bewegungsgleicliungen ableiten, statt sie wie 
sonst einzeln aus verschiedenen Principien entwickeln zu inussen. 
Andererseits freilicb muss die Function so berechnet werden, dass sie 
aucli die Quadrate der kleinen Grossen enthalt. Bei kleinen Scbwin- 
gungen behalten wir nun im Allgemeinen nur die ersten Potenzen 
Ideiner Grossen bei; wenn daber nur wenige Gleichungen erforderlich 
sind, ist es oft vorzuziehen, dieselben mittelst Zerlegimg der Krafte unci 
Ermittelung der Monaente aufzustellen. 

Wie man sieht, eignet sicb die Methode am besten fiir Scbwin- 
gimgen mit mebr als einem Freibeitsgrad. Aus diesem Grund woUen 
wir bier nur die allgemeine Art erklaren, wie die Bewegungsgleicbungen 
zu bilden sind, damit wir im Stande sind, die Methode auf die Auf- 
losung von Problemen anzuwenden. Wir behalten uns die allgemeine 
Discussion der Lagrange’schen Determinante fiir den zweiten Theil vor. 

§ 454. Die Aufgabe der Lagrange’schen Methode ist, die Schwin- 
gimgen eines Systems um seine Gleichgewichtslage zu bestimmen. Sie 
findet keine Anwendung auf Schwingungen um einen Zustand stationarer 
Bewegung. Wenn z. B. ein schwerer Punkt mittelst eines Fadens an 
einem festen Punkt aufgehangt wird, so ist der Faden vertical, wenn 
sicb das System im Gleichgewicht befindet und die Schwingungen um 
diese Lage lassen sich mittelst der Lagrange’schen Methode ermit- 
teln. Bringt man aber den Massenpunkt dazu, dass er einen hori- 
zontalen Kreis beschreibt, wie bei dem konischen Pendel, so kann man 
Schwingungen um die station*are Kreisbewegung mit ihrer Hiilfe nicht 
finden. Oder: wenn ein Ring auf demBoden in einer vef ticalen Ebene rollt 
imd dabei Schwingungen von der einen Seite der Ebene auf die andere 
macht, so konnen diese mittelst der Lagrange’schen Methode nicht 
berechnet werden. In dem nachsten Band wird eine Methode zur Be- 
stimmung auch von Schwingungen um einen Zustand stationarer Be- 
wegung angegeben werden, 

Fiir jetzt nehmen wir an, die an dem System angreifenden Krafte 
hatten eine Kraftefunction und setzen auch voraus, dass die geo- 
metrischen Gleichungen die Zeit nicht explicite enthalten und ebenso- 
wenig Differentialquotienten nach der Zeit. 
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Bei der Lagrange’schen Metliode ist es wesentlicli, dass die ge- 
•wahlten Coordinaten so kleine Grossen sind^ dass man alle Potenzen 
derselben mit Ausnalime der niedrigsten, die vorkommen^ weglassen 
kann. Man soli sie im Allgemeinen so wahlen, dass sie in der Gleich- 
gewichtslage verschwinden. Mit dieser Einschninkimg ist die Wahl 
jedoch ganz beliebig. Wir wollen sie durcli die Buchstaben 0, etc. 
darstellen. Wenn nun das System um die Gleichgewichtslage scliwingt^ 
so Ueihen diese Grossen ivdhrend der JBewegimg Mein, Die Anzahl der 
Coordinaten sei n, 

Wie friiher mdgen Accente die Differentialquotienten nacli der Zeit 
angebeu. 

Ist T die lebendige Kraft des Systems^ wenn es aus seiner Gleich- 
gewichtslage gestort wirdy so lasst sich wie in § 396; als homogene 
quadratische Function von d', (p', etc. in der Gestalt 

2 r = A,, + 2 A,, & + A,, + etc (1 ) 

ausdrucken. Hier sind die Coefficienten Aj^^ etc. sammtlicli Functionen 
von 0; (pj etc. und wir konnen annelimen, sie seien in einer Reihe nach 
Potenzen dieser Coordinaten entwickelt. Sind nun die Scliwingungen 
so kleiu; dass man alle Potenzen der kleinen Grossen mit Ausnahme 
der niedrigsteU; die vorkommeU; ausscheiden kann^ so brauchen wir 
nur die constanten Glieder dieser Reihen beizubehalten. Man kann 
daher die Coefficienten A^^, etc. als Constante betrachten. 

Ist U die Kraft efunction des Systems; wenn es aus seiner Gleicli- 
gewichtslage gestort wird; so lasst sicli auch U in einer Reihe von 
Potenzen von 0, % etc. entwickeln. 

Es sei danach 

2 t7= 2 Z7o + 2B^e + 2 + etc. -f + 2B,^0(p + etc. (2). 

Hier ist eine Constante ; die offenbar der Werth von TJ ist; wenn 
0, q?; etc. sammtlich Null sind. Soli die Lagrange’sche Methode Er- 
folg habeu; so ist es nothwendig, dass diese beiden Eutwickelungen 
moglich seien. 

In der Gleichgewichtslage muss nach. dem Princip der virtueUen 
Arbeit 0; ~ = 0; etc. = 0 sein (siehe auch § 340). Sind die 

gewahlten Coordinaten derart; dass sie in der Gleichgewichtslage ver- 
schwindeU; so folgt daraus unmittelbar B^ — O^ JBg^O, etc. = 0. Hat 
man die Coordinaten nicht in dieser Weise gewahlt; so mfissen sie 
doch fiir eine Lage des SystemS; die sich dicht bei der Gleichgewichts- 
lage befindet; verschwinden. Die Differentialquotienten von J/j d. h. 
Bj^, JBg; etc.; sind daher nothwendiger Weise Mein. Die Glieder B^d, 
B^qjj etc. sind mithin kleine Grossen von der zweiten Ordnung und 
die quadratischen Glieder von U konnen im Vergleich mit ihnen nicht 
vernachlassigt werden. 
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Man beaclite ancli, dass man die Gleichgewichtswerfhe von 0, cp, etc. 
von vornherein finden kann , indem man die verschiedenen ersten 
Differentialquotienten von U gleicli Null setzt. Es ist dies jedoch. ina 
Allgemeinen niclit nothig, weil diese Werthe von 9, cpj etc. in der Folge 
dock erscheinen (sielie aucli § 449). 

Wir kaben nun die in Reiken entwickelten Wertke von T nnd U 
in die n Lagrange'scken Gleickungen 

d dT dT dU .ox 

dt d~0' 'do' do' ^ ^ 


und die iihnliclien ftir 9 ?^ 'ipj etc. einzusetzen. Da der Aiisdruck filr T 
keine 0^ <p, etc. entkalt^ so hat man 


0 ; etc. 


dT _ . d/£_ 

do ’ dcp 
Die n Gleickungen (3) werdea daker 

ylti O'' “h ^ 12 (p'' + * * * = + -®u ^ + *^129 

' + + • • • = + -^12^ + -^229 H“ 

etc. = etc. 


^• 11 ^ 

A,, 9'^ 


( 4 ). 


Dies sind die Lagrange’scken Gleickungen zur Bestimmung kleiner 
Schwingnngen eines Systems um eine Gleickgewichtslage. 


§ 455. Die Losungsnietliode. Die Gleickungen sind nun aufzulosen. 
Wir bemerken^ dass sie sammtlick linear sind und dass deskalb Oj % etc. 
durch eine Reihe von Exponentialgrossen von der Gestalt ricktig 
dargestellt werden. Da wir aber eine oscillatorische Bewegung suoken^ 
so ist es vortkeilkafter, diese Exponentialgrossen durck die ent- 
spreckenden trigonometriscken Ausdriicke zu ersetzen. Da die Glei- 
ckungen Differentialquotienten erster Ordnung nicht entkalten, so ist 
es mogkck, wie man sick durch eine Probe uberzeugen kann, iknen 
mittelst der folgenden Annahme zu genxigen: 


G == cc M^siu -f- + Jfg sin (p^t -f- + etc. 

^ ^ sin(|)i?J + e£) -f- ^m(p^t + £3) + 

etc. — etc. 


(5). 


Nimmt man die einzelnen trigonometriscken Glieder fur sick allein, 
so kann man diesen Gleickungen die typiscke Gestalt geben 

0 = Jf sin (pt 4“ fi) , q) = N sin (pt + s) , etc. = etc, 

Substituirt man die Wertke nun in die Gleickungen (4), so er- 
halt man 


(Ai/ + Ax) M + + AO ^.+ etc. = 0 j 

B,,) M -f (A./- + AO N + etc. = 0 ' 

etc. etc. = 0 


( 6 ) 
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uuci durcli Eliiiiination von Mj N, etc. die Determinantengleicliung 


; 

■^12 + ^ 12 ; 

etc. 



•^12 + -®12 ; 

•^22 + ^22 J 

etc. 

= 0 • 

• • ( 7 )- 

etc. 

etc. 

etc. 




Die Determinante ist^ wie man sieht, in Bezng anf die Hauptdiagonale 
«y mine trisch. Sind es n Coordinaten^ so ist sie eine Grleichnng 
Gi-ades zui* Ermifctelung von In dem zweiten Theil wird gezeigt 
werden, dass alle Wertlie von reell sind. 

Nimmt man irgend eine positive oder negative Wurzel, so be- 
stimmen die Gleichimgen (6) die Verhfiltnisse von P, etc. zu 31 
und man sieht^ dass anch diese Verhdltnisse sdmmtlich reell smd, Sind 
alle Wurzeln der Determinantengleichnng positiv, so geben die Glei- 
chungen (5) die ganze Bewegung mit 2n willkurlicben Constanten^ 
namlicli 3i^, M,, nnd e^, fg? • • •? Diese sind durch 

die Anfangswerthe von 6^ cp, etc.^ 0', (p\ etc. zu bestimmen. Ist irgend 
eine Wiirzel der Determinantengleicbung negativ, so nimmt der 
entsprecbende Simis seine exponentielle Gestalt wieder an, wobei 
der Ausdrnck dadurch, dass man dem Coefficienten 3f eine ima- 
ginare Form gibt, reell gemaclit wird. In diesem Fall findet keine 
Schwingung um die Gleichgew'ichtslage statt. Die Lage beisst dann 
unstabil. 

Man beaclite, dass fiir jeden positiven diircb die Gleichung (7) 
gegebenen Werth von zwei gleicbe Wertbe von p mit entgegen- 
gesetztem Vorzeiclien existiren. Es ist librigens nicht nothig, bier die 
negativen Wertbe von p in Betracbt zu zieben. Denn die Auflosung 
der linearen Differentialgleicbungen wird durcli eine Reihe von Ex- 
ponentialgrossen ricbtig dargestellt. Nun ist jeder Sinus die Summe 
zweier Exponentialgrossen mit Exponenten von verschiedenem Vor- 
zeichen. Daber sind die beiden Wertbe von p in den trigonometriscben 
fiir By (pj etc. angenommenen Aiisdriicken bereits eingescblossen. 

Die Constanten (3^ etc. in dem Ansatz (5) sind offenbar die 
Coordinaten der Centrallage, um die das System scbwingt. Setzt 
man diese Wertbe von 0, cpy etc. in die Gleichungen (4) ein, so er- 
balt man 

0 = -Bi + “f* I 

0 = Bg -f- B^^a -f- B22/5 + etc. ^ ( 8 ). 

0 = etc. j 

Diese Gleicbungen bestimmen die Wertbe von oc, fiy etc. Da den 
Bewegungsgleicbungen durcb diese constanten Wertbe der Coordinaten 
obne ein die Zeit entbaltendes Glied geniigt vrird^ 50 sind etc. die 
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Goordinatm der Gleicligcivichtslage des Systems. Dies folgt auch aus 
den Safczen der Statik, welche die Gleichgewichtslage eines Systems an- 
geben^ wenn die Function TJ bekannt ist. Danacli findet man die 
Gleicligewiclitswertlie der Coordinaten dj cp, etc., indem man die ersten 
DifFerentialquotienten von U nacb 6, (p, etc. gleicb Null setzt. Die so 
erhaltenen Gleicliungen sind offenbar identiscb mit denen iinter ( 8 ). 

Wenn eine Wurzel, z. B. der Determinantengleichiing (7) Null ist, so 
reduciren sich die entspreclieiiden Glieder in (5) auf Constante. Zugleich ist 
die Eesultante der Gleicliungen (8) Null, so dass entweder die Gleichungen (8) 
nicht unabhilngig von einander oder die Werthe von a, /?, etc. nicM so Idein 
sind, dass ihre Quadrate vernacbrassigt werden konnen. In dem ersten Fall 
nimmt der Tlieil der L 6 sim(j (5), loelcher von der Wnrzel ahhdngt, eine andere 
Gestalt an. Setzt man 0 ==: a + di, 9 — (i -)- etc., so kommt man zu den- 
selben Gleickimgen (8) wie zuvor und ausscrdem zu einer Reihe von Gleicliungen, 
die sicli aus (8) ergibt, wenn man d, jB, etc. fur a, (3, etc. und Null fiir jB^ , Rg , etc. 
Bclireibt. Wenn die Coordinaten so gewalilt worden sind, dass in dem Ausdruck 
fiir Z7, = 0 , jBg ” 0, etc. ist, so liefern die beiden Reihen von Gleicbungen 

A/a == jB/|3 = etc. Jedenfalls aber, mag man diese Wabl getroffen haben oder 
nicht, sind im Allgemeinen nur 2^^ — 2 dieser 2 Gleicbungen unabhangig von- 
einander und bestimmen daber 2^i. — 2 der Constanten or, (3, etc., R, etc., indem 
sie zwei z. B, A und a unbestimmt lassen. 

Da die Losung durcb eine Reibe von Exponentialgrbssen von der Gestalt 

worin ist, ricbtig ausgedriickt wird, so kann die Determinante in (7) 

so angeseben werden, als babe sie in dem Fall p^^ — O zwei gleicbe Wurzeln. 
Die Tbeorie gleicber Wurzeln in Differentialgleicbungen fiibrt sofort zu den oben 
fiir 0, 9, etc. gegebenen Formen; siebe aucb § 462. 

§ 456. Schwiugimgsperioden. Aus (5) ist ersicbtlicb, dass jede 
cler n Coordinaten 6, 9 , etc. in einer Reibe von so vielen Sinussen aus- 
gedrlickt ist, als es besondere Wertbe von gibt. Wenn daber ver- 
scbiedene unabbangige Wege existiren, auf welclien sicb das System be- 
wegen kann, so bat man ebensoviele Scb-wingungsperioden. Sie sind 

offenbar gleicb — , etc. Im Allgemeinen braucben wir nur diese 

pi Vt ^ ^ 

Scbwingungsperioden und nicbt die specielle Lage, welcbe das System 
in jedem Aiigenblick einnimmt. In diesem Pall kann man in jedem 
Problem alle andern Stufen der Entwickeliing weglassen und die 
Determinantengleicbimg sofort aufstellen. Man verfabrt dann nacb fol- 
gender Regel. Man entwickele die Krdftefunction TJ imd die lebendige Kraft 
T in anfsteigenden Fotemen der Coordinaten 0, 9 , etc. und ihrer Diffe- 
rentialquotienten O', 9 ', etc. und scheide dabei alle Poten^en, die holier 
als die meite sind, aus. Indem man nun die Accente in dem Ausdruch fur 
T ivegldsst und mr das quadratische Glied in U beibehdlt, setze man die 
Determinante von p^T U gleich Null. Die Wurzeln der so gebilcleten 
Gleichungen liefern die gesuchten Werthe von p. 

Die Art, wie diese Regel in Verbindtmg mit der Methode der un- 
hestimmtm Multiplicatoren anzuwenden ist, wird im zweiten Band be- 
bandelt. 



§ 457. Die Lage des Systems. Soil auch die Lage des Systems 
zu jeder beliebigen Zeit gefunden werden, so miissen die Werthe der 
Integrationsconstanten bestimmt werden. Axis den Gleiehungen (6) gelit 
hervor^ dass die Verhiiltnisse von M, N, P, etc. fiir irgend ein specielles 
trigonometrisclies Glied in der Losung (5) dieselben sind, wie die Ver^ 
liiiltnisse der Unterdeterminanten der Elemente einer beliebigen Zeile 
in der Lagrange’schen Determinante (7). In diese Unterdeterminanten 
substituirt man selbstverstandlicb den Wertb von welclier zu dein 

speciellen trigonometrisclien Glied, um welches es sich handelt, gehort. 
Aiif diese Art werden die Coefficienten aller trigonometrischen Glieder 
durcli diejenigen axisgedriickt^ welclie in der Reihe fur cine Coordinate 
vorkomnaen. 

Die Rosnltate kann man symmctriscli auf folgende Art anordnen. Es seien 
A GO 5 etc., Z^jQ-O die n Unterdetei’minanten , als Functionen von p an- 
gesehen, irgend einer Horizontal- oder Yerticalreihe der Lagrange’sclien Deter- 
miuante. Die Losung (5) wird dann 

d = a + X, {p^) sin {p^ ^ fj) + fe) ain {ih “f ^2) + 

gj = (3 -f X, sin {p^ t + + L.I^ip.) sin 4- + etc., 

1/; =. y + J3 (p^) sin (Pi t + s^) + X2 J3 ip)^) sin {p^t + e^) + etc., 

etc. — etc., 

worin willkilrliche % Constante bezeichnen, welche die Verb alt- 

nissc von AT, etc. zu den entsprechenclen Dnterdeterminanten darstellen. Die 
Losung muss etwas modificirt werden, wenn irgend ein Werth von p Null wird 
(§ 462) Oder alle Unterdeterminanten in einer Colnmne gleich Nidi sind. Diese Falle 
werden im zweiten Band besproeben werden. 

Die Werthe der 2n Constanten ... und . . . £„ miissen aus den Aii- 
fangswertben der n Coordinaten 0, gj, etc. und ihrer Geschwindigkeiten Q\ (p\ etc. 
ermittelt werden. Zu diesem Zweek seize man X^^^ cos und X^^^ sin . 

Entwickelt man die trigonometrischen Glieder, so erlidlt man linectre Gleiehungen^ 
aiijS welchen sich die %n Constanten ergeben. Wenn n gross ist, 

so wird die Aiiflosung dieser 2n linearen Gleiehungen langwierig. In vielen 
Fallen lasst sich jedocb die Methode der Midtiplicatoren anwenden. 

1st die Anzahi der Coordinaten bedeutend, so kann auch die Lagrange’sche 
Determinante selbst unhandlich werden. Man kann dann die Coordinaten zu- 
weilen so behandeln, dass die Benutzung der MeeJmung mit endlichen Differenzen 
moglich wird. 1st die Anzahi der Coordinaten unendlich gross, wie z. B. bei 
einer schwingenden Saite, so nimmt die so erhaltene Gleichung die Grenzform 
einer partiellen Differ entialgleichiing an. Jn andern Fallen kann es auch vor- 
kommen, dass zwar nur einige Wurzeln der Lagrange’sehen Gleichung bekannt 
sincl, die entsprechenden Coefficienten in der Losung sich aher doch ermitteln lassen. 

Die Lagrange’sche Determinante liefert die Grenzwerthe der Perioden, 
wenn die Schwingungsweiten unendlich klein sind. Man kann zeigen, dass die 
kleinen vernachldssigten Glieder die Lagrange^schen Perioden manchmal bedeutend 
modificiren. Ein Beispiel davon kommt in der Mondtheorie vor. Diese und ahn- 
liche Schwierigkeiten behalten wir uns fur den zweiten Band vor. 

Beisp. Man zeige, dass, wenn die Detenninante (7) Null ist, die Yerhiilt- 
nisse der Unterdeterminanten der Elemente irgend einer Zeile den Verhaltnissen 
der Unterdeterminanten der Elemente irgend einer andern Zeile gleich sind. 
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§ 4B8. Beispiele m der Lagrange^sclien Methode. Die folgenden 
Beispiele sollen zeigen, wie sich. die Lagr ange'sclie Methode zur Er- 
mitteluBg Ideiner Schwingungen eines Systems verwenden lasst. Werden 
nur die Perioden gesucht, so kami man das Yerfahren so znsammen- 
fassen: Man bilde die Glieder von T imd U, die von den Quadraten 
Ideiner Grbssen dbhdngen imd set^e die Deierminante von Ar^TJ 
gleich Null, 

Beisp. 1, Ein Korper von der Masse m nnd Lilnge 2 a ist mittelsfc eines 
Eadens OA von der Lilnge K, der an einem Punkt A des Korpers befestigfc ist, an 
einem festen Punkt 0 aufgehangt und B ist sein Sckwerpunkt. Der Korper 
schwingt unter dem Einfluss der Schwere in einer verticalen Ebene; man finde 
die Bewegung. 

Sind 0, cp die Winkel, welcbe der Eaden OA und der Radius AB mit der 
Verticalen maclien und verfiibrt man wie in § 147, so lindet man bei Yernacb- 
lassigung der Potenzen von 0, g?, welclie boher als die zweite sind, 

T=^m[ -I- 2 + {V + <p'^}, 

f7= U,-^mg{ie^+acp^) 


und wenn man die Determinante von p^T^-U bildet und durch den geinein- 
schaftlicben Factor ml dividirt, 

pH — g, ap^ 

alp^, p^{lP+a^ — ag 

Daher 

IcHjA — {al A- Id -|- cd) gp^ -)-• ^9^ = ^ • 

Mimmt man die Unterdeterminanten der zweiten Horizontalreihe und be- 
zeichnet mit p^^ die Wurzeln der (luadratischen Gleichung, so erbblt man 

0 = — L^ap^^ sin(p^t + sin (p^i + ^ 2 ) 

9^= A (jPi^l — 9 ) Bin {pj A- h) + -^2 (Pi^l 9 ) sin (p^t + ^ 2 ) • 


Wenn die "Wurzeln der Determinantengleicbung gleich sind, lasst sich er- 
warten, dass die Losung eine andere Form annimmt. Da die Determinante fiir 
0Q positiv und filr p^ = g/l negativ ist, so sind die Wurzeln durch clen 
letzteren Werth von p^ getrennt und daher, wenn sie gleich sind, durch p® — g/l 
gegeben. Da alsdann der Determinantengleicbung nur gentlgt werden kann, wenn 
auch ap^ ISTull ist, so sind die Wurzeln nur dann gleich, wenn a = 0. Wenn 
aber a = 0 ist, so siebt man leicht ein, dass die Wurzeln nicbt gleich sein 
konnen. 

Wird der Eaden an den Mittelpunkt eines gleichformigen Stabes befestigt, 
so ist a = 0 und Jc^ endlich. In diesemFall ist die eine Wurzel der Lagrange’schen 
Determinante Null, namlich p^^= 0, wahrend die andere g/l ist. Soli man 

auch die Lage des Systems finden, so hat man 

T = + SV'*) , !T= - 1 mgie^ . 

Die Lagrange’schen Gleichungen sind daher 

Zr+^0 = O, 9"=0, 

}hin 

0 = D sin (pj ^ -f g) , (p = p + , 

worin i, s, p, B die vier willkurlichen Constanten sind. Der Punkt A schwingt 
daher wie ein einfaches Pendel, wahrend sich der Stab mit gleichformiger Winkel- 
geschwindigkeit urn A dreht. 
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Wird der Faden an das Ende eines Sta'bes befestigt, so lasst sich zeigen, 
dass das Verhiiltniss der Perioden nicht zwischcn 2 liegen kann. 

Beisp. 2. Zwei schwere Pnnkte von den Massen M and m sind an einen 
Faden gebimden and an einem festen Punkt 0 aufgehangt. Die Llingen OM, Mm 
des Fadens werden mit a bez. h bezeichnet. Wenn die Punkte kleine seitliche 
Scbwingungen macben, die beiden Sckwingungsperioden zu finden und zu zeigen, 
dass sie nicht gleich sein kdnnen. Man zeige auch, dass die eine Periode das 
Doppelte der andern ist, wenn 4(ilf 4- 'in) {a + h)^ ^ 26Jfa6 ist, 

Es ist manchmal von Wichtigkeit, die Perioden eines schwingenden Systems 
derart commensurabel zu maclien, dass sich die Bevvegung in einem Intervall, 
welches das klcinste gemeinschaftliche Vielfache der verschiedenen Perioden ist, 
bestilndig wiederholt. So kann das System z. B. den Z week haben, die Zeit wie 
ein Pendel anzugeben oder einen bestimmten Ton hervorzubringen. 


Beisp. 3. Ein Massenpunkt kann frei auf einem glatten kreisfbrmigen Draht 
gleiten, der an einem festen Punkt auf seinem Umfang aufgehangt ist. Das System 
hefindet sich unter der Wirkung der Schwere im Gleichgewicht; eine kleine Ge- 
schwindigkeit wird dem Massenpunkt in der Richtung der Tangente an den Kreis 
mitgetheilt; man untersuche die sich ergebenden kleinen Schwingungen und zeige, 
dass die Perioden durch 


pi — 


2w + 3Jf y m + M/gY_ 

•2M a ■' 2Jf \a/ 


gegeben sind, worin M die Massen des Punktes und des Kreises und a der 
Radius des Kreises sind. Man zeige auch, wie die Integrationsconstanten zu be- 
stimmen sind. 


Beisp. 4. Eine glatte diinne Kugelschale von der Masse M und dem Radius 
a ruht auf einer glatten schiefen Ebene und ist mittelst eines elastischen Fadens 
an einem Stift befestigt, welcher denselben Abstand von der Ebene, wie das 
Centrum der Kugel, bat, wahrend ein Punkt von der Masse vi auf der inneren 
Plache der Schale liegt. In der Gleichgewichtslage ist der Faden der Ebene 
parallel,* man finde die Schwingungszeiten des Systems, wenn es in einer verti- 
calen Ebene leicht verriickt wird und beweise, dass der von dem Massenpunkt 
durchlaufene Bogen und die von dem Centrum der Schale beschriebene Strecke, 
von ihren Gleichgewichtslagen aus gerechnet, immer gleich sein konnen, wenn 


(M 4- w 4- cos cc) gl ^ Ea (1 4- cos cc) 

ist, worin B den Elasticitatscoefficienten des Fadens, I seine naturliche Lange und 
a die Neigung der Ebene gegen den Horizont bedeutet. Caius Coll. 

Beisp. 5. Ein dreibeiniger Tisch wird hergestellt, indem man eine schwere 
dreieckige Lamelle auf drei gleiche Beine setzt und dabei die Eckpunkte der La- 
melle zu Stutzpunkten macht; wenn die Beine gleichmassig zusammendriickhar 
sind und ihre Gewichte vemachlassigt werden, dann hesteht das System gleich- 
zeitiger Schwingungen der oberen Flache aus einer verticalen und zwei Winkel- 
schwingungen um zwei in ihrer Ebene liegende zueinander rechtwinklige Axen 
und die Perioden der Winkelschwingungen sind der der Verticalschwingungen 
gleich und das Doppelte derselhen. St. Johns Coll. 1880. 

Beisp. 6. Ein Stab AB von der Masse m und der Lange 2a wird an zwei 
gleich en elastischen Seilen A (7, BD aufgehangt, welche keine merkbare Masse 
haben und deren unausgedehnte Lange ist. C und I) sind feste Punkte in der- 
selben Horizontalen und CJD == 2 a. Man untersuche die kleine Schwingung des 
Stabes, wenn er aus seiner Gleichgewichtslage in der durch CD gehenden Vertical- 
ehene verriickt wird und zeige, dass die Perioden der horizontalen und der 
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verticalen Sckwingung des Schwerpunlctes des Stabes und der Rotationsschwingung 
denjenigen von Pendeln gleicli sind, deren Lange l^l — \ bez. y(Z — \) ist, unter 

I die Liinge eines jeden Seils verstanden, wenn das System sicb im GleicbgewicM 
befindet. Math. Tripos. 

Beisp. 7. Drei gleiche Massenpunkte, die sicb gegenseitig nacb dem Newton- 
scben Gesetz anzieben, sind gezwungen, sicb wie Eosenkranzperlen auf den glatten 
Seiten eines gleicbseitigen Dreiecks zu bewegen, Im Gleicbgewicbtszustand be- 
iinden sie sicb auf den Mittelpiinkten der Seiten. M£in beweise, dass das Gleicb- 
gewicbt nur dann stahil ist, wenn die Anfangsverruckungen und die Anfangs- 
gescbwindigkeiten gleicb sind und finde, wenn sie gleicb sind, die Zeit einer 
Ideinen Scbwingung. 

Beisp, 8. Drei gleicbe Massenpunkte, welcbe sicb gegenseitig mit gleicben 
Kraften, die in alien Abstanden constant bleiben, anzieben, kcinnen frei auf drei 
gleicben sicb nicbt scbneidenden Kreisen voni Radius r gleiten, deren Mittel- 
punkte sicb in den Ecken C eines gleicbseitigen Dreiecks beiinden und die 

in der Ebene des Dreiecks liegen. Man zeige, dass, wenn die Massenpunkte 
kleine Scbwingimgen um ibre Gleicbgewicbtslagen ausfiibren, zwei der Perioden 
gleicb 27r/p und eine dritte ’ijc/p' ist, wobei 

P- ir B — r ' r li-r' 

E der Radius des dem Dreieck ABC umscbriebenen Kreiscs und F das Ver- 
baltniss der Anziebungskraft zwiscben irgend zwei Punkten zu der Masse der 
beiden ist. 

Beisp. 9. Ein scbwerer Kdrper, dessen Scbwerpunkt R ist, biingt an einem 
festen Punkt 0. Ein zweiter Kdrper, dessen Scbwerpunkt G ist, wird an dem 
ersten in einem in der Yerliingerung von OR befindlicben Punkt A befestigt. 
Das System scbwingt frei in einer verticalen Ebene; man beweise, dass die 
Perioden durcb die quadratiscbe Gleicbung 

{ {MK^ -)- — {Mh ma) g } { — ^0]= 

gegeben sind, worin MK^ und ml(r die Triigbeitsmomente der beiden Kdrper fiir 
0 bez. A bedeuten. Femer ist OR = A, OA — a^ AG^lj. Was wird aus diesen 
Perioden, wenn (1) der obere, (2) der untere Kdrper sicb auf ein kurzes Pendel 
von geringer Masse reducirt? Der erste Fall kommt vor, wenn die Befestigung 
eines Pendels an seinem Aufbangepunkt nicbt vollstandig starr ist, und das 
Pendel daber so angeseben werden kann, als bange es an einem kurzen Faden; 
der zweite, wenn ein kleiner Tbeil der Masse eines Pendels lose ist und bei jeder 
Scbwingung sicb bin- und berbewegt. 

§ 459. Hatiptcoordinateii. Man erUare, was unter den Haupt- 
coordinaten eines dynamischen Systems in der Nahe einer Gleichgewichts- 
lags m verstehen ist. 

Wenn man zwei bomogene qnadratiscke Punctionen einer Anzabl 
von Yariablen hat, von denen die eine ihrem Wesen nach fiir alle 
Werthe der Variablen positiv ist, so kann man bekanntlich beide Aus- 
driicke durch eine reelle lineare Transformation der Variablen von den 
Griiedern befreieu, welcbe die Producte der Variablen entbalten, nnd 
aucb die Coefficienten der Quadrate in der positiven Function einzeln 
der Einbeit gleicb macben. Wenn die Coordinaten 0, 99 , etc. durcb die 
Grleicbungen 
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6 == ^ -j- 7j -j- otc. j 

etc. = etc. j 

in I, 7]^ etc. umgewandelt werdeB, so andern sich ancli 0\ (p'j etc. durcli 
dieselbe Umformung in rj', etc. um, Audi die lebendige Kraft ist 
ihrem Wesen nach positiv. Daraus folgt^ dass man die doppelte 
lebendige Kraft und die Kraftefunction durcli geeignete Walil der 
neuen Coordinaten in den Formen 

2(cr- U,) = + 2h,ri + etc. + + . * • 

ausdriicken kann. 

Diese neuen Coordinaten etc. lieissen die Hauptcoordinaten 

des dynamisclien Systems. Man hat ihnen auch vide andere Namen 
gegeben^ wie liarmonische, einfache und norniale CoordiDuten. 

Gewbhnlidi wird angenommen^ 'wemi niclit das Gegentheil fest- 
gesetzt ist, dass die Haupt coordinaten so gewalilt sind, das>s sie in der 
Gleicligewichtslage versdiwinden. Es ist dann — 0, \ = 0 ^ etc. == 0 

§ 460. Wird ein dynamisclies System auf Hauptcoordinaten be- 
zogen^ die nicht notliwendiger Weise in der Gleichgewichtslage ver- 
schwinden^ so nehmen die Lagrange’schen Gleichungen die Gestalt 

r v" — ^22^ = ^2 ? = ^tc. 

aU; so dass die ganze Bewegung durch 

^ = a + iB sin + %) ; ri = h F sin (p^t + s ^) ; etc. 

gegeben ist, worin JB, Fj etc., willklirliche Constante sind, 

die durch die Anfangsbedingungen bestimint werden., 
p,/= — 622 ; etc. ist und a, 6 , etc. die Werthe von etc. im Gleicli- 
gewichtszustand sind. 

Durch Substitution der trigonometrischen Werthe von r^j etc. 
in die oben gegebenen Transformationsformeln kommt man offenbar 
wieder auf die Gleichungen (5) des § 456 zuruck, in welchen die all- 
gemeinen Coordinaten 6, 9 ?, etc. als trigonometrische Functionen von t 
ausgedruckt wurden. Man erhalt daher eine lieihe von Hauptcoordinaten, 
namlich <3®^ Gleichgewichtslage verschwinden, wenn 

man 

0 = 0: + Jfili + -M 2 % H — 

(p = P + + -^2% H 

etc. = etc. 

setzt, worin die Werthe von a, etc., JMg, etc. N^, J /27 ®t®* 
die in § 455 erklarte Art ermittelt werden kbnnen. Alle librigen 
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Reilien Ton Hauptcoordinaten lassen sicli aus diesen dadurch ableiten 

dass man , -nf- 7 . tt 

I = a -j- j 7} = b etc. 


nimmt. 

Sind die Anfangsbedingungen derart, dass wahrend der ganzen Be- 
wegung alle Hauptcoordinaten mit Aiisnahme you einer constant bleibeii; 
so sagt man, das System yollfuhre eine Hau^jt- oder harmonische 
Scbwingung. Es vollfubrt eine msammengesetzte Sclmingung, wenn zwei 
Oder rnehr variabel sind. Man kann dalier beliaupten, dass jede mog- 
liche Scbwingung des Systems um eine Gleicbgewichtslage durcb die 
Lagrange’scbe Methode in ihre einfachen Scliwingungen oder die 
Componenten der Scbwingung mrlegt wird. 

Daraus gebt der wicbtige Satz bervor, dass das Gleichgewicht eines 
Systems, wenn es filr die Hauptscliivingimgen stabil ist, dies fur alle 
Schwingungen ist 

Das Theorem, dass die allgemeinen Scbwingungen eines Systems 
sich in gewisse Grundscbwingungen zerlegen lassen, die unabbiingig 
Yoneinander gleicbzeitig besteben konnen, beisst mancbmal das Princip 
von der gleichmtigen Existent Ideiner Schwingungen. 


§ 461. Es ist offenbar wicbtig, die Besonderbeiten einer Haupt- 
scbwingung, an welcben man sie aucb obne alle matbematiscben Symbole 
erkennen kann, zu bestimmen. Diese physikaliscben Besonderbeiten sind : 

1. Die Bewegung wiederbolt sicb in constanten InterYallen, d. li. 
nacb einem solcben Intervall nimmt das System wieder dieselbe Lage 
im Raum ein und bewegt sicb genau in derselben Weise, wie zuyor. 

2 . Das System gebt zweimal bei jeder yollstandigen Scbwingung 
durcb die Gleicbgewicbtslage. Denn, nimmt man ^ zur yariablen Coor- 
dinate, so siebt man, dass | — a zweimal yerscbwindet, wenn sicb t 
um 27C yermebrt. 

3. Die Gescbwindigkeit eines jeden Massenpunktes des Systems 
wird in demselben Augenblick Hull und dies tritt bei jeder yollstandigen 

Scbwingung zweimal ein. Denn ^ yerscbwindet zweimal, wabrend 

sicb um 2% yermebrt. Die Rubelagen kann man die dussersten 
Lagen der Scbwingung nennen. 

4. Das System werde auf beliebige Coordinaten 6, (p, etc. bezogen, 
deren Gleicbgewicbtswertbe, wie zuyor, a, / 3 , etc. sind. Wenn das System 
eine Hauptscbwingung ausfubrt, so sind diese sammtlicb yariabel, aber 
die Yerbaltnisse yon 6 — a, 9 ? — ]3, etc. zueinander wabrend der ganzen 
Bewegung constant^). Denn aus den Transformationsformeln (10) ist er- 
sicbtlich, dass, wenn %, etc, sammtlicb Null sind und nur yariirt, 


1) Diese Eigensckaft wird yon Lagrange erwahut, der bei verschiedenen 
Gelegenheiten Hauptcoordinaten benutzt, wenn er auch denNamen nicht gebraucbt. 
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Diesen Satz kann man auch in Worte fassen, indem man sagt; jeder 
Punkt des Systems befincle sick in demselben JBeivegungsstadium. 

Die Perioden der versckiedenen Hanptscliwinguiigen konnen sliinmt- 
lich ein kleinstes gemeinschaftlickes Vielfaclie kaben. Tritt dieser Fall 
ein, dann wiederholt sick der Anfangszustand immer -wieder in Intervalleii^ 
die dem kleinsten gemeinsckaftlicken Vielfacken gleick sind^ wobei es 
diirchans gleickgiiltig ist^ welche kleine Anfangsstorung dem System 
gegeben wird. Wenn dagegen keine zwei Schwingungsperioden commen- 
surabel sind, so wiederholt sick der Anfangszustand nur dann^ wenn das 
System eine lianptsckwingung ausfiikrt. Es gilt daker mei Arten von 
sclhivingenden Systemen, solcke^ bei welcken die Bewegung sick bestandig 
in constanten Intervallen wiederholt^ wie man anck den Korper in Be- 
wegung setzen mag, und solche, bei welcken dies nur dann eintritt, 
wenn dem Korper der richtige Anfangsanstoss gegeben wird. Dies 
ist vielleicht eine der Ursachen, warum einselne Korjger wohltonender 
sind als andere; deim, wenn das Inter vail so kurz ist, dass das in der 
Luft entstehende Gerausch ein musikalischer Ton wird, so bringt ein 
solcher Korper, wenn er beliebig getroffen wird, einen bestimmten Ton, 
statt ein Gemisckes getrennter Tone, hervor. 

ITm die Metliode zur Ermittelung der Hauptschwingiingen eines Systems zu 
erliiutern, wollen wir anf das friiher in § 458 geloste Beispiel (1) zuruckgreifen. 
Es gibt zwei Hauptschwingungen, die durcli 

0^ sin {pj+ £^) | 6^ sin (p^t + e^) | ^ 

— 9) sin(Pi< + fi)j qog g) sin + e^)/ 

gegeben sind, Bei jeder Hanptscbwingung scbwingt daher sowobl der Faden als 

der Korper, Man erkennt diese beiden Schwingungen daran, dass der Faden OA 

und der Kadius AB zugleicb vertical werden, beide zugleicb. ihre aussersten Lagen 
en-eicben u. s. f. 

Beisp. 1. Eine Reibe von n sckweren Massenpunkten wird in den Piinkten 
A, B, etc. an einem leickten Faden befestigt und das Gauze an einem festen 
Punkt 0 aufgebangt. Wenn das System eine Hanptscbwingung ausfiibrfc, so 
schneidet jeder Tbeil des Fadens, sofem er verlangem wird, die durcb 0 gebende 
Yerticale in einem wabrend der Bewegung festliegenden Punkt. 

[Kelvin’s Theorem, Popular lectures etc. 1867.] 

Es seien 6^ q), etc. die Neigungen der Tbeile OA, AB, BO, etc. des 
Fadens gegen die Verticale; OA = a, AB = b, etc. Man betrachte die Bewegung 
irgend eines Punktes P eines der Faden z. B. BC7 und es sei BP^0. Der Ab- 
stand X des Punktes P von der durcb 0 gebenden Verticalen istaj = a0 + 6<p~)-^'i/;. 
Bei einer Hauptscbwingung stehen 0, (p, 'ip in constantem Verbaltniss zu einander; 
wenn daber 0 so gewahlt wird, dass x in einem Moment gleicb Null wird, so ist 
es immer gleicb Null. 

Der Satz gilt aucb dann, wenn OA, AB, etc. durcb Gelenke verbundene 
Stabe sind oder beliebige starre Korper, die auf die in Beisj). 9, § 458 bescbriebene 
Art aneinander befestigt sind. 

Wir wollen davon auf Beisp. 1, § 468 Anwendung macben. Ist E der feste 
Punkt im Radius AB, z sein Abstand von A, positiv in der Ricbtung nacb B 
genommen, so ist l6-{~Zq)=^0, Substituirt man fur das Verbaltniss der 
Dnterdeterminanten der zweiten Horizontalreibe der Lagr ange’scben Deter- 
Routh, Dynamik. I. 27 
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minante (d, h. die Yerlialtnisse in den Gleichungen (1) dieses Paragraphen) , so er~ 
halt man z{lp^ — g)- Dies bestimmt den Wertli von 0 , der den beiden 

Perioden_p®=jPj pg^entspricbt. Die beiden Haupt- 
scbwingungen sind in der nebenstehendenPigur darge- 
stellt^ bei-vvelcber ^;=^^negativ ini), positiv in 2) ist. 
Die thatsachlicbe Scbmngung findet man durcb Super- 
position dieser beiden Bewegungsarten. 

Es ist von Interesse, zu seben, in welcber Weise 
die eine Hauptscbwingung verscliwindet, wenn ent- 
weder die Lange I des Padens oder die linearen Dimen- 
sionen a des Korpers ohne Grenze abnehmen. Aus 
der Lagrange’schen Determinante ergibt sich, dass 
in beiden Fallen einWerth vonp® sehr gi*oss wird, so 
dass die Periode der verscb-wiiidenden Scliwingung sehr kurz ist. Die sichtbare 
Bewegung reducirt sich dalier auf eine harmonische Schwingung, die in einer end- 
lichen Zeit voUfuhrt wird, welche durch den andern Werth von gegeben ist 
wid ausscrdem auf eine gleichzeitige zitternde Beioegiing. 

Die Werthe von Ip^ und ap"^^ wie sie die Lag range ’sche Determinante 
gibt, werden, wenn I bez. a verschwindet und p^ unendlich gross wird, zuletzt 

a^)glh^ und argjli^. Die entsprechenden Werthe von z sind die positive Grosse 
(A;® -)- a®)/a und Null. Die verschwindende Schwingung ist in Figur 2) dargestellt; 
die Punkte 0 und E liegen fest und die Ausdehnung der zitternden Bewegung wird 
geometrisch immer geringer, wenn entweder OA oder AE unbegrenzt klein wird. Bei 
der andern nicht verschwindenden Schwingung fallt A,’ schliesslich mit 0 zusammen. 

Beisp. 2. Bei den von Bor da, Cassini, Arago und Biot angestellten Ex- 
perimenten, urn die Lilnge des Secundenpendels durch Beobachtung der Schwin- 
gungsdauer einer von einem Draht getragenen Kugel zu bestimmen, wurde stefs an- 
genommen, dass der Durchmesser der Kugel, der sich in der Buhelage in verti- 
caler Richtung befand, wahrend der ganzen Schwingung in derselben Geraden mit 
dem Draht bleibe. Man zeige, dass die Lange des so gefundenen Secunden- 
pendels urn kyal^ ihrer selbst zu kurz ist, worin a den Radius der Kugel, Jc den 
Tragheitsradius und I die Lilnge des Fadens angibt. Bei den Experimenten war 
die Kugel so klein, dass diese Correction unmerkbar blieb. 

Airy, Cambr. Trans. Yol. III. 

Bei diesen Yersuchen Hess es sich fast nicht vermeiden, der Kugel eine kleine 
Drehung um den im Gleichgewicht verticalen Durchmesser zu geben, Sieht man 
die Kugel und den Draht als starren Korper an, der mit der Winkelgeschwindig- 
keit n um den Draht rotirt, so ist nach § 268 die Schwingungsdauer eines solchen 
Systems Substituirt man die in diesem § 268 angegebenen Werthe 

7 on und setzt — g statt so ergibt sich leicht, dass die beobachtete Lange 

les Pendels nahezu um a*n^f2bgP ihrer selbst zu lang ist. Dies stimmt mit dem 
Resultat iiberein, zu dem Poisson in der Gonnaissance des Terns, 1816 kam. Auch 
diese Corx’ection ist unmerkbar. 

Beisp. 3. Wenn (0^, die beiden Werthe von 6, g? filr die beiden 

Hauptschwingungen sind, zu beweisen, dass, in Beisp, (1), § 458, 16^6^ — — aep^tp^ 
ist. Wenn femer zwei gleiche Massenpunkte A, B durch einen Faden an einem 
festeu Punkt 0 aufgehangt werden, zu beweisen, dass ist, 

worin = AB — b gesetzt ist. Diese Beziehungen zwischen den Haupt- 
schwingungen sind specielle Falle, die sich aus der Methode der Multiplicatoren 
ergaben. (Bd. 2, § 398.) 

§ 462. Gleiche Wurzeln in der Lagrange^schen Determinante. 
Wenn ein Theil der Wurzeln der Gleichung, welche bestiramt, gleich 
sind, so mussen, wie aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
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bekannt ist^ entweder ( 1 ) Glieder von der Form (-4.^ -f- •®) sin in 
den Werthen von 0 , g?, etc. auftreten^ oder ( 2 ) eine Unbestimratheit in 
den § 455 gegebenen Coefficienten if, iV, etc. bestelien. Beziebt man 
das System auf Hauptcoordinaten, die in dem Gleichgewichtszustand 
verschwinden, so ist nach § 460 die erste Alternative im Allgemeinen 
ausgescblossen. Wenn zwei Werthe von gleich sind, z. B. und 
1)22, so haben die trigonometriscbien Ansdrucke fiir § nnd t] gleiche 
Perioden, Glieder aber, welche t als Factor entlialten, treten nicht auf. 
Die xiliysihalischc Besonderheit dieses Falles iesteht darin, dass das 
System melir als cine licihe von Ilanpt- oder harmonisclien Schwingungen 
hesitzt. Denn olfenbar lassen sich nq mit anderen Coordinaten 
die maclien, derart vertauschen, dass die iibrigen 

Coordinaten etc. unverandert bleiben, ohne Glieder, welche die Pro- 
ducte der Coordinaten enthalten, in die Ansdrucke fiir T oder U ein- 
zufiihren. So kann man z. B. 

I == cos a — ri^ sin a und -ly = sin a cos a 

setzen, worin a einen durchaus beliebigen Werth hat. Die neuen 
Grdssen 1^, 77 ^, etc. sind olfenbar der Definition in § 459 entsprechend 
Hauptcoordinaten. 

Zu beachten ist der wichtige Fall, in welchem ein oder zwei Werthe 
von p Null sind. Ist z. B. — 0, so hat man I — At By worin 
A und B zwei unbestimmte (Jonstante sind. Der Pall hat die physi- 
kalische Besonderheit, dass die Gleichgewichtslage, aus welcher das 
System gestort wird, keine isolirte ist. Denn die Gleichungen, welche 

die Gleichgewichtslage geben, sind ^ = 0 , |?== 0 , etc., worin U den 
Werth _ , 

hat. Sie erfordern im Allgemeinen, dass ri, etc. sammtlich ver- 
schwinden; ist aber &ii = 0 , so wird ihnen fiir jedes beliebige | ge- 
niigt, vorausgesetzt, dass g, etc. Null sind. Jedenfalls jedocli muss 
I sehr klein sein, weil die dritten Potenzen von 77 , etc. vernachlassigt 
wurden. Es folgt daraus, dass es nodi andere Gleidtgewichtslagen in der 
unmittelbaren Nadibarschaft der gegebenen Lage gibt Wenn die Anfangs- 
bedingungen der Storung nicht derart sind, dass sie die Glieder von 
der Form At B zu Null machen, so kann es nothig werden, die 
Glieder von hoherer Ordnung zu untersuchen, um eine Annaherung an 
die Bewegung zu erhalten. 

Diese Beweisfiilirung beruht auf der Voraussetzung, dass die Beweguugs- 
gleichungen die Lagrange’seke Form haben. Ist dies nicht der Fall, so kann 
die Existenz gleicher Wurzeln in der Fundamentaldeteiminante Potenzen der Zeit 
ausserhalb der trigonometrischen Ansdrucke einfiihren. Da die Bewegung durch 
Einfiihrung solcher Glieder bedeutend geandert wird, so ist es von WicUiglceit, von 
vornherein entsclieiden zu Icdnnen, oh sie vorhanden sind oder nicht. Die allgemeinen 
Bedingungen, unter welchen keine Potenzen der Zeit bei der Auflosung eines Sy8tem.s 
linearer Differentialgleichungen vorkommen, werden in Band 2, § 281 aufgestellt, 

27 


Beisp. 1. Ein sch-werer Punkt von der Masse m ruht im Gleichgewicht im 
Innern eines graden glatten festen Kreiscylinders , dessen Erzeugende horizontal 
sind. Wenn der Punkt gestort wird , die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen 
zu bilden -and zu zeigen^ dass bei ihrer Auflosung Glieder von der Poim At JB 
anftreten konnen. 

Beispiel 2. Ein rauher diinner Cylinder von der Masse m nnd dem Radius & 
kann frei im Innern eines andern diinnen Cylinders von der Masse M nnd dem 
Radius a rollen. Das gauze System wird im Gleichgewichtszustand auf eine 
glatte horizontale Ebene gesetzt. Es erhalt eine kleine Storung; man zeige, dass 

die drei Werthe ^^=0, p^=^0 ^ p^ — interpretire 

dieses Resultat. Wenn x die durchrollte Strecke, cp den Winkel, um welchen sich 
der aussere Cylinder gedreht hat, und 0 die Neigung der die Axen enthaltenden 
Ebene gegen die Verticale bezeichnet, zu zeigen, dass sammtliche drei Coordinaten 
ein gemeinschaftliches periodisches Glicd haben, wahrend sowohl x als g? zusatz- 
liche unabhangige Glieder von der Form At-^B haben. 

Wie mirden sich die Resultate ilndern, wenn die horizontale Ebene voll- 
kommen rauh wilre? 


Anfangslbewegiingeii. 

§ 463. Man kann die Lagrange’sclie Methode anch dazu benutzen, 
die Anfangsbewegung eines Systems zu linden^ welches von einem Ruhe- 
zustand aiisgeht. Siehe § 199. Wie zuvor, muss man zu Coordinaten 
Grossen wahlen, deren hohere Potenzen verworfen werden konnen. Im 
Allgemeinen ist es am VortheilhaftesteU; sie so zu wilhlen^ dass sie im 
Anfangszustand verschwinden. Man hat wie in § 454 

2 r= + etc., 

worin etc. Punctionen von 0, 9 , etc. sind. Da das System von 
der Ruhe ausgeht, so sind 0, % etc. im Anfang der Bewegung sammt- 
lich kleine Grossen. Vernachlassigt man alle Potenzen von 0, <pj etc. 
mit Ausnahme der niedrigsten, die vorkommen, so kann man etc. 
als Constante betrachten, deren Werthe sich dadurch ergeben, dass 
man fiir 6^ (p, etc. ihre Anfangswerthe setzt. 

Wir haben auch die in demselben Paragraphen gegebene Ent- 
wickelung von U nothig, namlich 

2{U~- U,) = 2B^e + 2JB,(p + eic. 
die Anfangslage des Systems nicht dicht bei einer Gleichgewichts- 
liegt, so sind die ersten Differentialquotienten von U nach 6 , g?, etc. 
j.t klein. Die Glieder etc. sind hier nicht kleine Grossen 

der zweiten Ordnung und man braucht daher die quadratischen 
.^er, von U nicht beizubehalten. Verfahrt man genau so wie in 
±54; so erhalt man die Bewegungsgleichungen 

A,,e" A,,<p" -i- ■ ■ ■ == bA ( 1 ). 

etc. = etc.) 

Mittelst dieser Gleichungen lassen sich die Anfangswerthe von 0 ", go", etc. 
bestimmen. 


Anfangsbewegungen (§ 462—465). 
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Die Cartesischen Coordinate]! z eines Punktes P des Systems ^ 

kann man mittelst der geometrischen Bedingungen des Problems als i] 

Punctionen von 0^ 9 ?, etc. ausdriicken. (Siehe § 396.) Nimmt man z. B. i| 

an^ X — /’(0, 9 ?; etc.), so ist Anfangs^ da 9 ?', etc. Null sind, jl 

*" = K + U 9>" + 1 ; 

mit iilinliclien Ausdriicken filr y und Die Grossen 1 /', sind [ 

offenbar den Cosinussen der Anfangsricbitung der Beweguug des Punktes * 

P proportional. Auf diese Art lasst sich die Anfangsrichtung der Be- I 

■vvegung eines jeden Systempunkte>s ermitteln. r 

§ 464. Anfaiigskrinnmuiigsradius. Wie in § 200 erklart wurcle, bat man 
]uaiicbmal mebr als die Anfangsricbtung der Bewegung eines Punktes JP des f 

Systems notbig. Angenommen, man brauebe aucb den Anfangskrilmmungsradius J 

der Babn von P, so muss man die Wertbe von x", x'", etc. ermitteln und sie in 
eine der Pormeln des § 200 einsetzen. Wenn, wie zuvor, x = f{ 0 ^ g?, etc.) ist, so i; 

ergibt sicb durch Differentiation, dass anfclnglicli 

=f.0'' + f,^cp" + . . ; ' 

• • •) + • • 

ist, worin die Indices, wie gewobnlicb, die partiellen Differentialquotienten nacb 
0, (p, etc, angeben. Ist y == P(d, 9, etc.), so existiren selbstverstandlicb abnlicbe 
Ausdrilcke fiir y\ etc. und im Eaum von drei Dimensionen ebenso fiir etc. f. 

Wenn der Bimlct P so gelegen ist, dass er bei alien mdgliclien Bewegungen | 

dcs Systems seine Beioegung nur in einer Biclhtimg beginnen hann, so nebme man f 

die x-Axq senkrecht zu dieser Eicbtung. Alsdann ist re " = 0 fur alle Anfangs- || 

variationen von 0, 9, etc. Daraus folgt, dass = 0 , 0 , etc. =0 ist. |: 

Daber wird x" = 0 und derWertb von bangt nur von 0", 9", etc. und niebt |i 

von 0^^, 9^^, etc. ab. Man braucM daJier die dynamisclien Gleichungen (1) nicM |j 

zu differenziren , um diese hoheren Differ entialguotienten zu ermitteln. Da die 
y-kxQ der Anfangsbewegungsriebtung von P parallel ist, so ist der Wertb von || 

y' endlicb. Benutzt man mitbin die Pormel am Ende des § 200, so ergibt sich || 

der Anfangskrilmmungsradius q der Babn von P || 

§ 465. Um die Sacbe zu vereinfacben, wollen wir anneJimen, das System hale h\ 

zwei Coordinaten 6 , 9 v/nd der AnfangsJcruniviungsradms der von dem PunU lj 

X = f{dj 9), y == F{d, 9) beschriebenen Bahn werde gesuckt. 

Es sei 

2T = Ae'^+ 2Be'r+ Gep'^ |! 

worin A, B, C gegebene Functionen Toa 0 , tp sind. Die Lagrange’sehen Glei- s. 

ebungen sind 

^{Aff + Bep') - I + Cep'^) = 

A (Bd' + c<p') - 1 ^{Ae-^ + 25d>' + ^ 



AO'' + B^" = , BO" + C9" = cr 


■vvelche die Anfangswevihe von 0 '\ 9" liefem. Um die Anfangswerthe von O'", 9"' 
zu finden, ditferenzire man (2) nach t nnd setze 0 ' = 0, 9' — 0 . Oftenbar erbalt 
man O'" = 0, cp'" ==: 0. Um 0 ^^, 9^^ zu finden, differenzire man (2) zweimal. 
Beachtet man, dass fur 0 ' = 0 , 9' = 0 


dt^ r 30 + ^ d<p)^' 


(P9'’+ Q0'^'+ E(p'=) = 2 (P0"*+ ( 30 >"+ JR 9 "*) 

ist, worin P, E beliebige Uunctionen von 0, 9 sind, so ergibt sicli leiobt 

A 0 ^^+Bcp^^=L, B 0 ^^+ M 

Ist 

2^2===: A0"^+ 2P0'>''+ Ccp"^ 

so erhalt man L und ilf in der symmetriscben Form 




y do ' ^ a^/iao 
(a" s\idu 

(e gg- + 9 


Burch Ausfdhrung der Bifferentiationen erhalt man auch 

d^U B^U .oA (BA BB) ( 


dB_dC 
d(p dOj 


d^u . (jB (JO . ap\_ ,, JO 

=00-^® +0^-^ -l^00-0^j® -1^00+0^)® -^0^^ 


Diese Werthe von X, 31 enthalten nur die ersten Bifferentialquotienten von 
A, P, G nach 0, 9 und, nachdem diese Bifferentiationen ausgefuhrt sind, hat 
man fiir 0 , 9 ihre Anfangswerthe 0^, 9^^ zu setzen. Baraus folgt, dass many um 
die Anfangswertlie mn 0 ^^, zu finden, die ledendige Kraft T in JPotenzen der 
Jcleinen Grossen 0 — O^j 9 — cp^ (bevor man in die Lagrange^schen Gleichungen (2) 
substituirt) entwiclceln Icann und man mw die ersten JPotenzen dieser Grossen bei- 
zubehalien braucht. Da jedocli zweite Differentialguotienten von U vorlcommeUy so 
muss U bis auf die ziveite Potenz Ideiner Grossen bereclinet werden. Badurch, dass 
man T und U in Potenzen dieser kleinen Grossen entwickelt, spart man sich in 
Ulgemeinen viele Itechnung bei der Auflosung, besonders wenn man von vorn- 
lerein weiss, wie viele Potenzen beizubehalten sind. Siehe § 200. 

Um den Krummungsradius zu finden, benutze man die Pormel 

-1 

3 (a;"2-(- „ ry ry , 


X" = fg0" + 

= 3 (^00®"*+ 2fog.e>" + + fee"’' + f^9>" 

ahnlichen Ausdriicken fiir y" und y^^. Man hat daher 




X f 


JV 




/■«. L 


F F 


_ f„o0"^+24/>"4-V,9"% ■fo6"+f,^v" 

' 2J9o/>"+ Fo^"+F^v' 

iind auB (3) mid (4) 

{AG-B^(ff'q)^''~cp''e^^=TJ,,^3{ —U,pL . 


■ ( 9 ) 
( 10 ). 


Die Gleichungeii (8), (9), (10) bestimmcn den Kriimmungsradins q und driicken 
iiin durch die Anfangswerthe der Beschleunigungen 6'\ go" aiis. Die lefcsjteren 
wevden dnrch die Auflosimg der Gleichungen (3) bestimmt, fiir welche es nicht 
ndtbig ist, die Lagrange’sclien Gleichnngen zu clifFerenziren. 

lyt der Punkt P so gelegen, dass er bei jeder Bewegung des Systems nur 
in einer Richtung seine Bewegung beginnen kann, so ist die Functionaldeterminante 
von f\ F in Bezug auf 0, (p Null. Das erste Glied der Gleichung (9) fehlt dann 
und zur Bestimmung des Krummungsradius braucht man nicht erst 6^^, zu 
ermitteln. 


§ 406. Beispiele von Anfangsbewegniigen, Beisp. l. Eine glatte Ebene von 
der Masse M kann sich frei um eine liorizontale in ibr liegende und durch ihren 
Schwerpunkt gehende Axe dreben und der Tragheitaradius der Ebene fiir diese 
Axe ist Jc. Bei einer Neigung der Ebene um den Winkel a gegen den Horizont 
wil'd eine Kugel von der Masse m vorsiebtig auf sie gesetzt. Wenn anfanglich 
der Mittelpunkt der Kugel in einer durch die Axe der Ebene gehenden Yerticalen 
liegt und wenn li seine Anfangshdhe iiber dieser Axe ist, zu zeigen, dass der 
Winkel 9?, den die Anfangsrichtung der Bewegung des Mittelpunktes mit der 
Vertical en macht, durch 

(Jf /c® 4- tg (p = Mh^ cotg a 

gegeben ist. [Math. Tripos, 1879.] 

Beisp. 2. n Stabe von der Lange sind durch Gelenke ver- 

bunclen, liegen in einer Geraden und haben Anfangswinkelbeschleunigungen 
coj, Wg? • --j einer Ebene. Wenn das eine Ende festliegt, zu beweisen, dass 

der Anfangskrummungsradius der Bahn des freien Endes ist. 

[St. Johns Coll, 1881.] 

Beisp. 3. BC ist der Durchmesser einer Kugel und zwei Stabe AB, CD 
von derselben Lange wie B C haben Gelenke bei B und C. A wird befestigt und 
das System so gehalten, dass ABGD eine grade horizontale Linie ist und dann 
fallen gelassen. Wenn die Masse eines jeden S tabes der der Kugel gleioh ist, so 

ist der Anfangskrummungsradius der Bahn von P gleich -^-AB. 

[Sir John’s Coll, 1881.] 

Beisp. 4. Eine Masse M ruht auf einem glatten Tiach; ein an ibr befestigter 
Faden geht durch ein Loch in dem Tisch und tragt an seinem andern Ende eine 
Masse m. Wenn m sich in einer solchen Lage in Ruhe befindet, dass seine auf 
das Loch als Pol und dieVerticale als Anfangslinie bezogenen Polar coordinaten 
?*, 6 sind und dann losgelassen wird, zu beweisen, dass anfS^nglich 

(Jf 4 w)r ' — m^cosd, — — gsinOj 

{M 4 wi) = Sin sin ^ 0 , 6^^ =^9^ sin 0 cos 0 ( Jf 4 ® ^)/ “1“ ^^0 

ist, und den Anfangskrummungsradius der Bahn zu finden. [Coll. Ex., 1896.] 

Der Anfangskrummungsradius ergiht sich sofort, wenn man die Werthe von 
r" etc. in die § 200 gegebene Pormel fur Polarcoordinaten einsetzt. 
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Kapitel IX. Kloine Schwingnngen. 


Die Euergie als Kriteriam der StaMitat. 

§ 467. Die StaWlitiit des Dleicligewichts. Das Princip der Er- 
kaltung der Energie lasst sick manclimal mit Vortheil keniitzen, um 
zu bestimmen, ob ein System von Korpern, die im Zustand der JRuhe 
sindj sick in stabilem oder nnstabilem Gleickgewicht befindet. 

Das System sei in beliebiger Lage im Grleichgewicht und dio 
potentielle Energie der Kriifte in dieser Lage. Das System werde in 
eine der Grleickgewicktslage sehr nahe Anfangslage verriickt nnd habe 
eine sekr Heine anfanglicke Hnetiscke Energie und V-^ sei die 
potentielle Energie der Krafte in dieser Lage. Zu irgend einer spateren 
Zeit seien T und Y die kinetiscke und potentielle Energie. Nach dem 
Princip der Energie ist dann 

T+V^T, + V, ( 1 ). 

V sei in der Grleickgewicktslage ein absolutes Minimum ; so dass 
V fiir alle benackbarten Lagen grosser als ist. Da die aufangliche 
gestorte Lage zu diesen benackbarten gehort, so ist eine kleine 

positive Grrosse. Die kinetiscke Energie T ist aber notkwendiger Weise 
eine positive Grrosse und da F> Fq ist, so gekt aus Gleickung (1) 
hervor, dass r< + F^ — Fq ist. Daker liegt wakrend der foL 
genden Bewegung die lebendige Kraft zwiscken Null und einer kleinen 
positiven Grrosse und die Bewegung des Systems kann also niemals 
gross sein. 

Da ferner T notkwendiger Weise positiv ist, so kann sick das 
System niemals so weit aus seiner GHeickgewicktslage entfernen, dass 
F grosser als F^ wird. Die beiden Resultate lassen sick foL 

gendermassen ausdrucken: ^ 

YV^enn ein System sich in einer Lage im Gleichgeiuicht hefindet, in 
welcher die potentielle Energie der Krafte ein Minimmi oder die Arbeit 
ein Maximum fiir alle Yerruclmngen ist, dann erlangt das System hei 
einer Meinen Verruckung niemals einen grossen Betrag von lehendiger 
Kraft und entfernt sich niemals weit aus seiner Gleichgewichtslage, Bas 
GleichgewicM heisst alsdann stabiV). 

Es vard spater gezeigt'werden, dass man in gewissen Fallen anf dieselke 
Art bestimmen kann, ob ein gegehener Bewegungszustand ebenso wie ein GleicJi- 


■'') Diesen Beweis bat Lagrange in seiner Mecanigue Andlytigue anf zwei 
edene Arten gegeben. B,ei der Form, die er im ersten Tbeil seines Buches 
rd F in Potenzen der Coordinaten entwickelt, die sehr klein angenommen 
in; in Section YI des zweiten Bandes macht er aber von dieser Entwicklung 
Gebraucb mebr nnd der Beweis ist fast genan so, wie er bisber im Test 
n wurde. Der Beweis im nacbsten Paragrapben ist in Polge der Benutzung 
buptcoordinaten einfacber als der Lagrange’scbe. AucbLejeune-Diricblet 
Crelle’s Journal Bd. XXXII, 1846 und in Liouville’s Journal, Bd. XIT, 1847 
Beweis gegeben. 
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geioklitsmstand stabil isfc. Siebe aucb den Treatise on the Stability of motion^ 
kap. VI, 1877. 

§ 468. Wenn die potentielle Energie in dem Gleichgewichts- 
znstand ein absolutes Maximum ist, so wird filr alle benaclibarten 
Lageu V kleiner als Fq. Dalier ist olfenbar T immei' grosser als 
— ^0 System kann der Gleicbgewicbtslage nicht so 

nalie kommen, dass V grosser als wird. So weit es also die 

lebendige Kraft augeht, ist kein Hinderniss Yorlianden, welches das 
System abhalteu konnte; sicli weit von der Gleicligewichtslage zu ent- 
fernen. Um zu bestimmeU; ob es in der That der Fall ist^ mtisseu 
die iibrigen Bewegungsgleichungen untersuclit werden. 

Wenn eine Hauptscliwingung existiren kann und das System im 
Znstand der Rulie in eine ilusserste Lage dieser Schwingung gebracht 
wird, so beschreibt es die vollstandige Schwingung und geht daher 
durch die Gleichgewichtslage. Wenn jecloch Null ist, so kann F 
nie grosser als F^ und daher niemals gleich Fq werden. Das System 
kann daher nicht durch die Gleichgewichtslage gehen, 

Es ist nicht nothig, diese Erorterung weiter fortzufiihren, da der 
Gegenstand im nachsten Paragraphen eingehender besprochen wird. 

§ 469. Das Kriferium fur die Stabilitdt Idsst sich aucli aus den Glei- 
chungen ableiten, welche die Meinen Schtvingimgm der Systcme um eine 
Gleichgciuiclitslage 'bestimmen, Wird das System auf seine Hauptcoordi- 
naten bezogen und sind diese 0 , 9 , etc., so hat man 

^ 

2(C^- = 

worin etc. Constante sind und Uq der Werth von U in der 

Gleichgewichtslage ist. Nimmt man eine der L a g r a n g e^schen Gleichungen 

d oT dT __ dU 

dt de' do de 

als Vorbild fiir alle, so erhalt man 

r — = O 

und ahnliche Gleichungen fur % etc. Ist hi positiv, so liefert diese 
Gleichung 9 als Function reeller Exponentialgrossen und das Gleich- 
gewicht ist fur aUe Storungen, die 6 alteriren, unstabil mit Ausnahme 
solcher, die den Coefftcienten des Gliedes, welches den positiven Ex- 
ponenten enthalt, zu Null machen. Ist hi negativ, so wird 6 durch 
ein trigonometrisches Glied ausgedriickt und das Gleichgewicht ist fur 
alle Storungen, die’ nur 6 alteriren, stabil. Bei diesem Beweis wird 
vorausgesetzt, dass die Werthe von & 22 ? nicht verschwinden. 

Soil U in der Gleichgewichtslage ein Maximum fur alle moglichen 
Verriickungen des Systems sein, so mussen 622 ; sammtlich 
negativ werden. Bei jeder beliebigen Storung wird alsdann das System 
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Kapitel IX. Kleine Schwingungen, 


um die Gleicligewiclitslage schwingen und diese Lage stabil seiu. 1st 
XJ fur einen Tlieil der Verriickungen ein Masimum und fiir andere ein 
Minimum, so sind die Coefficienten & 22 ? Theil positiv und 

zum Theil negativ. Alsdann schwingt das System, wenn es in gewissen 
Richtungen gestort wird, um die Gleichgewichtslage und wenn die 
Storung in anderer Richtung geschieht, kann es sich immer weiter von 
der Gleichgewichtslage entfernen. Das Gleichgewicht ist daher bei 
alien Storungen in hestimmten Richtungen stahil, hei anderen unstabil. 
Ist XJ in der Gleichgewichtslage filr alle Yerriickungen ein Minimum, 
so sind die Coefficienten 632 ; siimmtlich positiv und das Gleich- 
gewicht mithin fllr Verrilckungen in alien Richtungen unstabil. Man 
kann diese Resultate kurz so zusammenfassen: 

Das System sclmingt um die Gleichgewichtslage hei alien Storungen, 
wenn die potentielle Energie fur alle Storungen ein Minimum ist Es 
schwingt hei einigen und hei anderen nicht, wenn die potentielle Energie, 
ohwohl stationary weder ein Maximum noch ein Minimum ist Es sch%vingt 
hei Iceiner Storung y wenn die poteniielle Energie filr alle Verrilclcungen 
ein Maximum ist 

Aus diesem Satz folgty dass die Stahilitdt oder XJnstahilitdt einer 
Gleichgewichtslage nicht von der Trdgheit des Systems, sondern nur von 
der Krdftefunction ahhdngt Man verfahre so: Man gebe dem System 
eine hinreichende Anzahl kleiner willkiirlicher Verrilckungen, so dass 
alle moglichen Verrilckungen sich aus ihnen zusammensetzen lassen, 
prilfe dann die von den Kraften bei diesen Verrilckungen verrichtete 
Arbeit und bestimme daraus, ob die potentielle Energie ein Maximum, 
Minimum oder keins von beiden ist. 

Wir haben bei diesem Beweis angenommen, dass bei der Ent- 
wickelung von XI nach Potenzen von 0 , % etc. die niedrigsten Potenzen, 
die nicht verschwinden, die zweiten sind. Dies braucht nicht noth- 
wendiger Weise richtig zu sein, weil XT ein Maximum oder Minimum 
sein kann, wenn 0 , 9 , etc. verschwinden, vorausgesetzt, dass die niedrigsten 
Potenzen, die nicht verschwinden, von grader Ordnung und derart sind, 
lass sie dasselbe Vorzeichen fur alle Werthe von 0 , 9 ?, etc. behalten. 
^on dieser TJnvollkommenheit ist der Beweis in § 467 frei. 

Beisp. 1. Ein vollkommen freier Massenpunkt befindet sich unter der Ein- 
svirkung der Anziehung einer Anzahl festliegender Korper im Grleichgewicht. Man 
seige, dass das Gleichgewicht, wenn die Anziehung dem reciproken Quadrat der 
Gntfemung proportional ist, unstabil ist. [Earnshaw’s Theorem.] 

0 sei die Gleichgewichtslage, Ox^ Oy, Oz beliebige drei rechtwinklige Axen; 
nn dann F das Potential der Korper ist, so hat man 

7 , h 

“ aaj* ’ ~ dy^ ’ 

ler ihre Summe Null ist, so konnen nicht siimmtlich dasselbe 

Lchen haben. 

Beisp. 2. Man weise daraus nach, dass das Gleichgewicht einer Anzahl von 
Massenpuukten, die sich gegenseitig abstossen und in einem Gefass eingeschlossen 



Das Cavendish’sche Experiment (§ 469—471). 


427 


sind, nur dann stabil sein kann, wenn sie sammtlich auf der einscHiessenden 
Eliiclie liegen. [SirW. Thomson, jetzt Lord Kelvin, Camhr. Math. Joumalj 1845. 
Sondcrdmck VITI, S. 100,] 


Das Cayendisli’sclie Experiment. 

§ 470. Als Beispiel fitr die Art, in welcher sich die Theorie der 
Scliwingungen pniktisch yerwenden liisst, haben wir das Caven- 
dish’sclie Experiment gewiihlt. Es hat den Zweck, die Masse der 
Erde mit der eines gegebenen Kdrpers zu vergleichen. Die Art der 
Ausfulirung mittelst einer Torsioiiswage wurde zuerst von Eev. John 
Michell verge schlagen. Als er starb, ehe er die Versnche beginnen 
konnte, nahm Cavendish den Plan wieder anf und verdfiPentliclite 
das Resultat seiner Arbeiten in den Phil. Trans. 1798. Da die An- 
zahl der Versuche nur gering war, hielt man es fiir angezeigt, eine 
neue Bestimmung zu machen. Dementsprechend bewilligfce die eng- 
lische liegierung im Jahr 1837 die Summe von 10 000 Mark zur Be- 
streitimg der Kosten der Experimente. Die Theorie und die analytischen 
Formeln lieferte Sir Gr. Airy, wiihreiid Baily die Anordnung des 
Operationsplanes und die Aufgabe, die Versuche anzustellen, ilbernahm. 
Baily machte mehr als zweitausend Versuche mit Kugeln von ver- 
schiedenem Gewicht und verschiedener Grbsse, die auf mannigfache Art 
aufgehangt waren und beschrieb sie ausfuhrlich in den Memoirs of the 
Astronomical Society, VoLXIV, 1834. Die Experimente wurden im All- 
gemeinen auf die folgende Art ausgefuhrf 

§ 471. Zwei kleine gleiche Kugeln werden an die Enden eines 
diinnen Stakes, der sogenannten Torsionswage , befestigt und der Stab 
selbst mit seinem Mittelpunkt G an einem Faden aufgehangt. 



Zwei grosse Kugelmassen A, B werden auf den Enden eines Brettes, 
das sich frei um seinen Mittelpunkt 0 drehen bann, befestigt. Der 
Punkt 0 befindet sich vertical unter C und liegt so, dass die vier 
Schwerpunkte der vier Kugeln in einer horizontalen Ebene sind. 



YYiUKei mill aer lorsionswage macm, so mmmt uor obtio ome meicn- 
gewichtslage an, die sogenannte neutrale Lage, in welclier der Faden 
keine Torsion liat. Sie moge in der Figur mit Gcc dargestellt werden. 
Werden alsdann die Massen A und JB um 0 in eine Lage JB^A^ ge- 
dreht, welclie keinen sehr grossen Winkel mit der neutralen Lage der 
Torsionswage macht, so ziehen die Attractionskrafte der Masse A und 
B anf die Kugeln den Torsionsstab ans seiner neutralen Lage in eine 
neue Gleichgewicbtslage , in welcber die Anzieliung durcb die Torsion 
des Fadens balancirt wird. Sie wird in der Figur durcli CEi dai*- 
gestellt. Der Ausschlagwinkel E^Ccc und die Schwingungsdauer des 
Stakes urn seine Gleicligewiclitslage werden beobachtet. 

Alsdann wird das Brett AB wieder reclitwinklig zur neutralen 
Lage des Stakes eingestellt und in der entgegengesetzten Richtung 
berumgedrebt, bis die Massen A und B in eine Lage A^Bc^ in der 
Nabe des Stakes, aber auf die entgegengesetzte Seite yon A^B^ kommen. 
Die Torsionswage vollfiibrt dann Schwingungeu um eine andere Gleich- 
gewicbtslage GJE^ unter dem Einfluss der Anziehung der Massen und 
der Torsion des Fadens. Wie zuvor wird die Schwingungsdauer und 
der Ausschlagwinkel E^Ga beobachtet. 

Um die Beobachtungsfebler zu eliminiren, wird dieses Verfahren 
ofter wiederholt und werden die mittleren Resultate genommen. Die Lagen 
B^A^ und ^2-^2 7 welclie die Massen abwechselnd gebracht werden, 
sind so genau als moglich wabrend aller Versucbe dieselben. Die nen- 
trale Lage Ga des Stakes halbirt nabezu den Winkel zwischen 
und Mg-Bg, da aber, wie man gefunden hat, diese neutrale Lage mog>- 
licher Weise in Folge von Aenderungen in der Torsionskraft des Fadens 
kleine Lagenanderungen erleidet, so darf sie bei keinem Experiment 
als mit der Halbirungslinie des Winkels A^GB^ zusammenfallend an- 
gesehen werden. 

Es sei Gx eine im Raum festliegende Linie, von welcber aus die 
Winkel gemessen werden mogen. h sei der Winkel xGa^ den die nen- 
trale Lage des Stakes mit Gx macbt; A und B die Winkel, welcLe 
die abwecbselnden Lagen B^A^ und A^B^ der Geraden, welcbe die 

Mittelpunkte der Massen verb indet, mit Gx bildet und es sei a =-^ (A + 5 ). 

Ferner mdge x der Winkel sein, den die Torsionswage mit Gx zur Zeit t 
macbt. 

Nimmt man an, die Massen befanden sicb in der Lage A^^B^j so 
ist das Moment ibrer Anziehung auf die beiden Kugeln und den 
Stab um GO eine Function des Winkels zwischen dem Stab und der 
Linie A^B^ allein. Es moge durcb (p(A — x) dargestellt werden. Der 
gauze Apparat ist in einem bolzernen Gebause eingescblossen, um ihn 
vor Luftzug zu bewabren. Die Anziehung dieses Gebauses kann nictt 
vernacblassigt werden. Da sie bei verscbiedenen Lagen des Stakes ver~ 


schieden sein kann, so sei ihr Moment lam GO durch gegeken. 
Die Torsionskraft des Fadens ist ferner dem Winkel, um welchen er 
gedrelit worden ist^ naliezu proportional. Ihr Moment um CO sei 
E(x — h). 

Ist nun I das Tragheitsmoment der Kugeln und des Stakes filr 
die Axe 00^ so lautet die Bewegungsgleicliung 

^ 95 (-4 — «) 4- ^ (a;) — (* — 2»). 

Es ist ferner a — x eine kleine Grdsse; sie werde mit § bezeicimet. 
Substituirt man fiir x und entwickelt nacli dem Taylor'schen Satz in 
Potenzen von so ist 

.72 fc 

Setzt man 

n — j 

und 

I (p(A^a) + 'ip (a) — E (a — b) 

^ — ; 

so erhalt man 

X = e L sin (^ni + L') j 

worin L und X' zwei beliebige Constante sind. Daraus ergibt sich; 
dass der Winkel, den die Torsionswage in der Gleichgewichtslage mit 
der x-Axe macht, e ist und die Schwingungsdauer um die GileichgewicJits- 
lage 2it/n betragt. 

Wir wollen annehmen, die Massen wurden jetzt in die andere Lage 
-4-2 X ’2 gebracht; das Moment ihrer Anziehung der Kugeln und des 
Stakes ist nun — <p{x — X); die Bewegungsgleicliung wird daher 

- -B) + ^{x)-"E{x - 6). 

1st a = X — I und setzt man fur J3 seinen Werth 2a — A, so 
ergibt sich auf dieselbe Art^ wie zuvor^ 

x = e' Nsin (nt + iV'), 
worin n denselben Wert; wie obeU; hat und 

, --(p{A--a) + np{a)--E(a--b) 

e—a-i 

ist. 

In diesen Ausdriicken sind die Anziehung des Gehauses, der 

Torsionscoefficient E und der Winkel b unbekannt. Sie verschwinden 
aber sammtlich; wenn man e von e abzieht. Man hat 

(A), 

worin T die Zeit einer vollstandigen Schwingung der Torsionswage 
um eine der beiden Gleichgewiehtslagen bedeutot. Auf diese 


Art lasst sicli die Anzieliung — a) ermitteln, wenn der Winkel 
e — e' zwisclien den. beiden Grleichgewicbtslagen und die Sclwingungs- 
daner um beide beobachtet werden kann. 

§ 472. Mit TJnrecbt hat man dem Cavendish’schen Experiment 
manchmal Torgeworfen^ ^5 werde ddbei angenommen, die Anmhiing der 
Kugeln A imd B sei gross genug^ um gemessen 0 u werden ^ wdhrend 
dock die viel grbssere Anziehung der Gegenstdnde in der Umgelung, 
wie 0. B. des Ilauses etc. vernachldssigt wurde. Dies ist nicht der 
Fall. Die Anziehung aller festliegenden Kbrper ist in der des Gehauses 
eingeschlossen. Sie werden daher nicht vernachlassigt, sondern eliminirt 
Gerade um diese Elimination vorzunehmen^ miissen sowohl e — e als 
die Schwingungsdauer beobachtet werden. In der That werden so 
zwei Gleichungen gebildet und aus ihnen diese Anziehung, die wir 
nicht nothig haben, eliminirt. 


§ 473. Die Function (p (A — a) ist das Moment der auf die Kugeln 
und den Stab wirkenden Anziehungskrafte der Massen und des Brettes, 
wenn der Stab in eine Lage Cf gebracht wird, welche den Winkel 
A^ CB 2 zwischen den abwechselnden Lagen der Massen halbirt. Bs sei 
M die Masse eines jeden der Korper A und B, m die einer der kleinen 
Kugeln, m' die des Stabes. Die auf m wirkende Anziehung von M sei 
-Ztr ftz 

durch dargestellt, worin D den Abstand ihrer Mittelpunkte be- 

deutet. Sind (jp, q) die Ooordinaten des Mittelpunktes von A^^ auf Of 
als :r-Axe bezogen, so ist das Moment um C der auf die beiden Kugeln 
wirkenden Anziehungskraft der beiden Massen 


2pbMm 




((p+ c)^+ 


worin c den Abstand des Mittelpunktes einer jeden kleinen Kugel von 
dem Centrum C der Bewegung bedeutet. Dieses Moment werde mit 
piMmB bezeichnet. Das Moment der auf den Stab wirkenden An- 
ziehungskrafte der Massen lasst sich durch Integration ermitteln und 
sei p,Mm Qj worin Q eine bekamte Function der linearen Dimensionen 
des Apparates ist. Auch die Anziehung des Brettes kann man in 
Rechnung ziehen. Man erhalt so 

q)(A — a) = -|- m'Q), 

und wenn r der Radius einer der Kugeln ist, 

J = 2m 4 - ^ ; 

das mit I — mP' -f- 'inQ' bezeichnet werden moge, worin P' und Q' be- 


Das Cavendish’sche Experiment (§ 471 — 474). 
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kannte Fitnctionen der linearen Dimensionen des Stabes uud der Kugelii 
sind. Durch Substitution in die Gleichung (A) ergibt sich. mithin 

.. Ti/T 'in Q _e — e /2?r\2 

' wP'-fwV ~ 2 \r/‘ 

1st E die Masse der Erde^ li ihr Radius und p die Schwerkraft^ 
so ist g =: g, 1) Substituirt man fur so kommt 

“ P' 4- O' 

M _e — e /2?j\2 1 w ^ ^ 

K- 2" *Vp7 

Das Verhilltniss ^ wurde dem Verlialtniss der Gewiclite der Ku^el 

7)1 ^ 

und des Stabes, tvdche im hifUeeren Rau7n gewoge^i ivm^den, als gleich 
angenommen; oifenbar wtirde es aber genauer gewesen sein, sie in der 
Luffc zu wiegen. Denn, da die Massen die Luft sowohl wie die Kugeln 
anzielien, so ist der Druck der Luft auf der Seite einer Kugel, die der 
anzieheuden Masse niilier liegt, grosser als auf der weiter weg ge~ 
legenen Seite, wobei der Unterscliied der beiden Druckkrafte der An- 
zieiiung der Masse auf die Yon der Kugel yerdrangte Luft gleicli ist. 

§ 474. Mittelst dieses Verfahrens wurde die Ermittelung der 
Masse der Erde auf die Bestimmung zweier Elemente reducirt, (1) der 
Schwingungsdauer des Torsionsstabes und (2) des Winkels e — d 
zwischen seinen beiden Gleichgewichtslagen, wenn er unter dem Ein- 
fiuss der Massen in ibren abwecbselnden Lagen steht. TJm sie zu 
beobachten, wurde ein kleiner Spiegel an den Stab, im Punkt C be- 
festigt, dessen Ebene nabezu senkrecbt auf dem Stab stand. Eine Scala 
war in eine verticale Platte eingravirt^ die yon dem Spiegel 108 engl. 
Zoll entfernt war, und das Bild der Scala im Spiegel wurde durcb ein 
Fernrohr beobacbtet, das sick grade liber der Scala befand. Das Fern- 
robr war mit drei yerticalen Faden in seinem Brennpunkt yerseben 
Wenn sich der Torsionsstab um seine Axe drebte, sab man das Bild 
der Scala in dem Fernrohr sich horizontal iiber die Faden weg be- 
wegen und die Zahl der Scala, welche mit dem mittleren Faden zu- 
sammenfiel, bildete in jedem Moment die Ablesung. Die Scala bestand 

aus yerticalen Stricken, die ^ engl. Zoll yon einander entfernt waren 
und die Zahlen yon 20 bis 180 trugen, um negative Ablesungen zu 


1) Bei Baily’s Experiment wurde ein genauerer Werfch you g benutzt. Yer- 
steht man unter f die Abplattung des Erdellipsoids, unter m das Yerhaltniss der 
Centrifugalkraft am Aequator zur Scbwere am Aequator, unter I die geographiscbe 
Breite des Ortes und unter B den Polarradius der Erde, so ist 

= — 2a— (|-»» — f) cosnj- 
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vermeiden. Der Winkel, nia den sich der Stab gedrebt hatte^ wenn. 
das Bild der Scala den Zwischenraum zwischen zwei Tlieilstriclien 

zuriicMegte; war daher ^ ^ = 7 3", 46. Die Theilstriche wurden 

aber durch Diagonallinien geschnitten und dnrcb horizontale Linien in 
zebn gieiche Theile zerlegt, so dass man niclit nnr den zelinten Theil 
einer Abtheilung klar untersclieiden^ sondern nacb einiger Uebung auch 
noch Brtlche dieser Zebntel ablesen konnte. Der Scbwingungsbogen 
des Torsionsstabes war so klein, dass das Quadrat seines Bogenmasses 
vernachllissigt werden konnte; da er sicli aber iiber mebrere Tbeilungeii 
erstrecktC; so liess er sicb offenbar genau beobacliten. Eine eingebende 
Bescbreibung der Art, wie die Beobacbtungen ausgeftibrt wurden, 
wiirde bier zu weit iiibren; wir verweisen den Leser auf den Bericht 
Baily’s. 

Bei dieser Untersuchang ist von dor Wirkung des Widerstandes der Luft 
auf den Schwingungsbogen keine Notiz genoinmen worden. Sie vp-urde wenigstens 
zum Tlieil durch eine besondere Manier, das Mittel aus den Beobacbtungen zu 
nehmen, eliminirt. Auf dieselbe Art -wurdo auch die Bewegung der neutralen 
Lage des Torsionsstabes heriicksichtigt. 

Wir haben auch nicht in Betracht gezogen, welche relativen Dimensionen 
man den verschiedenen Theilen des Instrumentes am bcsten gibt, damit es bei 
moglichster Haltbarkeit doch die genauesten Eesultate liefere. Solche Be- 
trachtungen gehoren nicht in eine allgemeine Abhandlung der Dynamik. Bei den 
urspriinglichen Versuchen waren die anziehenden Massen A und 7? gross und 
wurden in die Biihe der kleinen Kugeln m und m' gebracht. Da eine rasohe 
Schwingung des Stakes niclit zulilssig war, so nahm man das Tragheitsmoment X 
des Stabes und der Kngeln gross und die Torsionskraft des Fadens klein. Die 
Grdsse des Instrumentes war nicht handlich. C. V. Boys hat vorgeschlagen, eine 
Quarzfiber als tragenden Faden zu benutzen, wodurch der ganze Apparat so klein 
gehalten werden kann, dass die beiden Hauptschwierigkeiten, die Tenaperatur 
gleichmassig zu erhalten und grosse Kugeln als anziehende Massen zu verwenden, 
sicb bedeutend reduciren. Siehe die Proceedings of the Royal Society, Mai, 1889. 

§ 475. XJnter der Aunabme, dass die Dicbtigkeit des Wassers, 
bei welcber ein Cubikdecimeter ein Kilogramm wiegt, die Einbeit der 
Dicbtigkeit sei, ergab sich als Endresultat aller Versuche fiir die mifct- 
lere Dicbtigkeit der Erde der Wertb 5,6747. 

Die wiebtigsten Versuebe, welche nacb demselben Plan, aber spater 
als die von Baily angestellt wurden, sind Cornu^s und Bailie’s Ex- 
perimente. Siehe Comptes Rendus, Tome LXXVI, 1873 und TomeLXXXVI, 
1878. Sie braebten versebiedene Verbesserungen an dem Apparat an, 
■''’e wir bier nicht besebreiben konnen und fanden als mittlere Dicbtig- 
^ 5;56. Sie glaubten einen Irrtbum in Baily’s Art, wie er seine 
el nabm, entdeckt zu baben und berechneten sein Resultat, wenn 
)r Irrtbum corrigirt wurde, auf 5,55. 

§ 476. Man bat auch noch zwei andere Metboden zur Ermittelung 
der mittleren Dicbtigkeit der Erde benutzt. Im Jabr 1772 seblug 



der englisclie Astronom Dr. Maskeljne Yor; die Masse der Erde mit 
der eines Berges zu vergleichen, indem man die Abweichung eines 
Bleilotlies in Folge der Anziehung des letzteren beobachtet. Der Berg 
Scbehallien wurde dazu gewahlt und man fand, dass die Dichtigkeit 
der Erde etwas weniger als fiinfmal die des Wassers betrage. Siehe 
Phil. Trans. 1788 und 1811. Nacli anderu Beobachtungen in der Nahe 
von Arthur’s Seat gab der englische Oberstlieutenant James von der 
Artillerie-Inspection die mittlere Dichtigkeit zu 5^316 an. Siehe Phil. 
Trans. 1856. 

Die andere von Sir G. Airy benutzte Methode bestand darin, die 
Schwerkraft in der Tiefe eines Bergwerks mit der an der Oberflache 
durch Beobachtung der Schwingungsdauer eines Pendels zu vergleichen. 
Man fand fiir die mittlere Dichtigkeit den Werth 6,566. Siehe Phil. 
Trans. 1856. 

Innerhalb der letzten zehn Jahre hat man die Dichtigkeit der Erde 
mittelst einer sehr empfindlichen Wage zu ermitteln gesucht, die durch 
Annaherung grosser anziehender Massen gestort wurde. Die Experi- 
mente leiteten Jolly in Miinchen und Poynting in Manchester. Das 
Resultat war 5,69. Siehe Poynting’s Adams Prim essay 1894. 


Beispiele 

(den „Exammation Papers^ entnommen, die auf der Universitat Cambridge und 
in den Colleges gegeben wurden). 


1. Ein gleicbformiger Stab von der Lange 2 c ruht in stabilem Grleichgewicht 
mit seinem unteren Ende auf dem Scheitel einer Cycloide, deren Ebene vertical 
und deren Scheitel nach unten liegt, und geht durch einen kleinen glatten festen 
Ring, der sich auf der Axe im Abstand h vom Scheitel befindet. Man zeige, dass der 
Stab, wenn das Gleicbgewicht leicht gestort wird, kleine Schwingungen mit seinem 

unteren Ende auf dem Bogen der Cycloide in der Zeit 4,% 
macht, -worin 2 a die Lange der Axe der Cycloide ist. 




2, Ein kleiner glatter Ring gleitet auf einem kreisformigen Draht vom Radius a, 
der gezwungen ist, sich um eine verticale Axe in seiner eigenen Ebene im Ab- 
stand c von dem Mittelpunkt des Drahtes mit der gleichformigen Winkel- 


gescbwindigkeit co zu drehen, die durch Q)®(c'|/2-|-a)==^‘]/2 gegeben ist; man 
zeige, dass sich der Ring in einer Lage stabilen relativen G-leichgevichtes befindet, 
wenn der durch ihn gehende Radius des kreisformigen Drahtes mit dem Horizont 
einen Winkel von 45® macht; man zeige auch, class der Ring, wenn er ein wenig 
verschoben wird, eine kleine Schwingung in der Zeit 


cl/2 + a j^ 

ausfuhrt. ^ c]/8-\-a) 

3. Eine gleichfCrmige Stange von der Lange 2 a, die mittelst zweier gleicher 
paralleler Seile, von denen jedes die Lange h hat, an zwei Punkten in derselben 
horizontalen Linie hangt, lasst man einen kleinen Winkel um die durch ihren 
Mittelpunkt gehende Verticale beschreiben; man zeige, dass die Dauer einer kleinen 
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eine Bewegung in einer verticalen Ebene zulilsst, rotiren um eine verticale dnrcli 
das GelenTi gehende Axe und ein Eaden, dessen Lange doppelt so gross, als jeder 
Stab, ist, wird an ihren Enden befestigt und trilgt in seinem Mittelpunit ein Ge- 
wicbt. Wenu M, W die Massen eines Stabes und des Massenpunktes sind und 
2 a die Lange eines Stabes, zu beweisen, class die Winkelgeschwindigkeit um die 

verticale Axe, wenn die Stabe und der Eaden ein Quadrat bilden, 

ist; femer zu beweisen, dass, wenn das Gewicbt in verticaler Bichtung um ein 
Geringes lierabgedriickt und das System alsdann sick selbst iiberlassen wird. 



die Zeit einer kleinen Scbwingung 27r 


"|/4al/2 
y 15u 




5. Ein E/ing vom Gewicbt W gleitet auf einem Stab, der mit der Yerticalen 
den Winkel a macbt und ist niittelst eines elastischen Fadens an einem Pimkt 
in der Ebene des Stabes befestigt. Der Piinkt ist so gelegen, dass sein kleinster 
Abstand vom Stab der natiirlicben Liinge des Eadens gleichkommt. Man beweise, 
dass, wenn d die Neigung des Fadens gegen den Stab in der Gleichgewicbtslage 

W . . 

bezeicbnet, cotg 0 — cos 0 = — cos a ist, worin w den Elasticitatsmodulus des 
■ 10 

Eadens bezeicbnet. Wenn ferner der Bing ein wenig verschoben wird, so betrilgt 


die Zeit einer kleinen Scbwingung- 23 r |/ — — - — 
Lange des Fadens bedeutet. ^ ^ ™ ^ 


wobei I die naturlicbe 


G. Eine kreisformige Bobre vom Badius a entbalt einen elastiscben Eaden, 
der an ibrem bocbsten Punkt befestigt ist, dessen Lange ~ der Peripberie der 
Bobre gleichkommt und an dessen anderem Ende ein schwerer Massenpunkt be- 
festigt wird, der die Lange des Eadens, wenn er vertical berabbinge, verdoppeln 
wiirde. Das System drebt sicb um den verticalen Durcbmesser mit der Winkel- 

gescbwindigkeit • Man finde die relative Gleichgewicbtslage und beweise, 


dass die Zeit einer kleinen Scbwingung des Massenpunktes, wenn er leicbt gestSrt 



7. Das untere Ende A eines scbweren gleichfdrmigen Stabes AB ist an 
einer verticalen Axe befestigt und ein elastiscber Eaden verbindet B mit einem 

andern Punkt C der Axe, so, dass AC — = a ist ; das Ganze lasst man um 

1/2 

AC mit einer solcben Winkelgeschwindigkeit rotiren, dass der Eaden sicb auf das 
Doppelte seiner natiirlicben Liinge ausdebnt und horizontal liegt, wenn sicb das 
System in relativem Gleicbgewicht befindet, und uberlasst es dann sicb selbst. 
Wenn der Stab in einer verticalen Ebene leicbt gestort wird, zu beweisen, dass 

die Zeit einer kleinen Scbwingung vorausgesetzt , dass der Stab 

scbwer genug ist, um den Eaden auf seine doppelte Lange auszudebnen. § 462. 


8. Drei gleicbe elastische Fiiden AB, BC, CA umgeben einen Breisumfang 
und die Enden bei A siud befestigt. Bei B und C sind zwei gleicbe Massen- 
punkte von der Masse m angebunden. Wenn I die natiirlicbe Lange eines jeden 
Eadens ist, wobei von ibnen angenommen wird, dass sie bestlindig aiisgedebnt sind, 
und I der Elasticitatsmodulus, zu zeigen, dass die Massenpunkte bei einer Stdrung' 
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dee Gleichgewidates sick nach den Intervallen Tcy in gleicken Akstanden yon 
A belinden. 

9. Ein Punkt von der Masse M wird in die Nake des Mittelpunktes eines 
glatten kreisformigen korizontalen Tisches vom Eadiiis a gelegt nnd Paden an 
ihm befesfcigt, die iiber n glafcte Rollen laufen, welcke in gleicken Abstiinden aiif 
dcm Umfang des Kreises angekrackt sind; an dem andern Ende eines jeden Padens 
ist ein Punkt Yon der Masse M angebunden, man zeige, dass die Zeit einer kleinen 

( 2 I 'yt 0/\^ 

-E 1 1 ist. 

n (j) 

10. Zwci Sckeiben gleiten in einer kreisformigen, Luft entkaltenden Eokre 
von gleickformigcr Bohrung und passen genau in die Aushoklung. Sie nekmen 
im Anfang eine solcke Lage ein, class die Linie, die ikre Mittelpunkte verbindet, 
durch das Centrum der Rokre gekt, und die Luft in der Eokre kat anfanglick 
ikre natiirlicke Dicktigkeit. Dio eine Sckeibe wird so in Bewegung gesetzt, dass 
die Anfangsgesckwindigkeit ikres Centrums eine kleine Grosse ist. Wenn die 
Tragheit der Luft vernacklassigt wird, zii beweisen, dass der Punkt auf der Axe 
der Eokre, der gleicken Abstand von den Centren der Sckeiben kat, sick gleick- 

fOrmig bewegt und dass die Scliwingungsdauer jeder Sckeibe 27g~|/ - y- ist, 

worin M die Masse einer jeden Sckeibe, a den Eadius der Axe der Eokre und P 
den Brack der Luft auf die Sckeibe in ikrem natiirlicken Zustand bezeicknet. 


11. Ein gleickformiger Stab von cler Masse M. und Lange 2 a kann sick um 
eine feste horizontale Axe an seinem einen Ende dreken ; an das andere Ende ist 
ein Paden von der Lange I befestigt, dessen zweiter Endpunkt einen Punkt von 
der Masse m tragt. Wenn wakrend einer kleinen Sckwingung des Systems die 
Neigung des Padens gegen die Yerticale stets doppelt so gross, wie die des Balkens 
bleibt, so ist ilf (3Z a) = 6m (Z + a). § 458. 


12. Eine Kegel oberflacke, deren halber Winkel an der Spitze a ist, liegt fest 
und ihre Axe bildet nut der Yerticalen den Winkel 0; ein grader glatter Kegel, 
dessen halber Winkel an der Spitze (3 ist, wird so in ikr Inneres gelegt, dass die 
Spitzen zusammenfallen. Man zeige, dass die Zeit einer kleinen Sckwingung 


ist, worin a den Abstand des Sckwingungsmittelpunktes des 

f g sin t/ 

Kegels von der Spitze bedeutet. 


13. Eine Anzakl Korper, deren Massenpunkte sick mit Kraften anzieken, die 
dem Abstand proportional sind, sind im Stande, sick auf gewissen Curven und 
Placken zu bewegen. Man beweise, dass man die Lagen stabilen Gleickgewicktes 
findet, wenn man die Summe der Tragkeitsmomente AL, P, G des Systems fur 
drei Axen^ die recktwinklig zueinander sind und durck seinen Sckwerpunkt geken, 
zu einem Minimum mackt. § 469. 

14. Ein Massenpunkt bewegt sick innerkalb eines Dreiecks ABC und wird 

senkrecht zu den Seiten mit Kraften angezogen, von denen jede a>mal seinem 
lotkreckten Abstand von iknen gleick ist. Man zeige, dass seine Bewegung durck 
zwei periodiscke Ausdriicke von der Form P sin{ --f" } gegeben ist, worin 

{I — 1) (1 — 2) 2 cos Al cos JB cos (7=0 ist. 

Man zeige, dass die Wurzeln dieser quadratiscken Gleickung reek und 
positiv sind. 

Man untersucke den Pall, in welcliem das Dreieck gleickseitig ist und veri- 
ficire das obige Eesultat, okne von dem friiheren Beweis Gebrauck zu macken. 

9ft* 
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16. Die Kraft, mit der sich zwei kleine Massen anziehen, ist dem reci- 
proken Quadrat des Abstandes proportional und in der Entfernung a einem 

selir kleinen Brucli ~ des GewicMs einer jeden Masse gleich. Sie sind raittelst 

zweier Faden you der Lange I an zwei Punkten in einer horizontalen Ebene auf- 
gehangt und haben den Abstand a Yoneinander. Man lasst sie kleine Scbwingungen 
in derselben verfcicalen Ebene ausfiibren; zu beweisen, dass die Bewegung einer 
jeden aus zwei harmonischen Bewegungen zusammengesetzt ist, deren Perioden 
2l 

sicb nabezu wie 1:14 verhalten. 

na 



Kapitel X. 

Specielle Protolcine. 

Scliwingungeii eines schaukelnden Korpers im Kaum you 

drei Dimensionen. 

§ 477. Ein sdmerer Korper schivingt in einem Baum von drei 
Dimensionen mit einem Freiheitsgrad auf einer fesUiegenden raulten Fldche 
von beliehiger Form derart, dass Imne Foiation %im die gemeinschaftliche 
Normale staUjindet Man finde die Bewegung, 

§ 478. Die relative Indicatrix. Es sei 0 der BeriUirungspuiikt; 
wenn der schwere Korper sicli im Grleichgewicht befindefc. Die gemein- 
same Normale sei die ^-Axe und die beiden andern Axen mogen sent 
recht auf emander steben und in der gemeinsamen BeriiLrungsebene 
liegen. Den Gleichungen fiir die in der Nahe von 0 liegenden Tkeile 
der Flilchen kann man die Gestalt 

/ = L(a;x^-\- 2Vxy-\- cy^) + etc. 

geben. Man lasse eine Ordinate sick so um den Coordinatenanfang 0 
drehen, dass der Tkeil ^ — / zwischen den Placken constant und 
einer unbegrenzt kleinen Grdsse ^ gleick ist. Sie besckreibt auf der 
irjz-Ebene einen unendlick kleinen Kegelscknitt, dessen Gleickung 

(a — a ') + 2(& — &') xy -j- (c — c') y^ = 2J 

ist. Jeder ikm ahnliche und aknlich gelegene Kegelscknitt^ der in 
der Berukrungsebene liegt und dessen Centrum sick in 0 befindet, 
keisst die relative Indicai/rix der beiden Flacken. 

Ist OJR ein Radiusvector dieser Indicatrix, so variirt der TJnter- 
sckied der Krtimmungen der beiden durck die Normalebene zOB ge- 
mackten Scknitte (oder ikre Summe, wenn sie in entgegengesetzten 
Ricktungen gemessen werden) umgekekrt wie das Quadrat von OB, 
Dies folgt aus der Definition der Kegelschnitte nack einem bekannten 
Satz der Raumgeometrie, So seien z. B. (r, -S'), (r, /) die Coordinaten 
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zweier Punkte auf den beiden Krummungskreisen in demselben Abstand 
von der ^-Ase. Scliliesslicb wird 2Q^ = r^ imd = 0 — / 

ist aber gleicb eliminirt man dalier ^ und so variirt, wie man 
siebt, der Unterscbied der Kruramungen iimgekehrt wie r^. 

OB sei die Tangente an den rollenden Bogen, welcher durcb die 
geometrischen Bedingungen des Problems bestimmt wird; q, die 
Krummiingsradien der Schnitte^ welclie die Normalebene durcb OB er- 
zeugt^ seien positiv^ wenn die Eriimmungen in entgegengeseUter BichUmg 

stattfinden^ und es radge 7 = "h ^ kann dann der Badms 

der relativen Kriimmung beissen. 

Die drei folgenden Siitze sind in der Dynamik von Nutzen. 

§ 479. 1. Satz. Die Momentaiiaxe. Sind 01 und Oy zwei con- 
jugirte Durcbmesser der relativen Indicatrix und ist Oy eine Tangente 
an den rollenden Bogen^ so ist 01 die Momentanaxe und wenn 6 den 
unbegrenzt kleinen Winkel bezeicbnet^ der um die Momentanaxe be- 
scbrieben wird, so ist der rollende Bogen gleicb Os sinyOI, 

Um es zu beweisen, trage man in der i/^^-Ebene auf den Fiachen zwei 
Liingen OP und OP' ab, von denen jcde a gleicb ist. In der G-renze ist dann 
P'P der JSTormalen Oz parallel. P'PmogQ die oj^Z-Ebene in i)f scbneiden. Zielit 
man eine andre Ordinate Q'QJSf^ die unbegrenzt nahe an P'PM liegt, so dass 
pp' = QQ' 'wird, so ist MN ein Bogenelement der relativen Indicatrix, welcbe 
durcb M gebt und daber parallel zu OJ, dem zu OM conjugirten Durcbmesser. 
Ferner ist PQP'Q' ein Parallelogramm. 

Die Ebenen OPQ, OP'Q' sind sebliesslieb Beriibrungsebenen in P und P' 
und miissen sicb in einer G-eraden OJ scbneiden, die parallel zu ocler P'Q' 
ist. Drebt man dann den Korper um OP, so werden die Beriibrungsebenen in 
P und P' zur Deckung gebraebt und der eine Korper rollt auf dem andern. 
OJ ist daber die Momentanaxe. 

Daraus nun, dass die Projection von PQ oder P'Q' auf die (ry-Ebene 
ist, folgt, dass OJ, welcbes parallel mit MN llluft, die Projection von OP, der 
Parallelen zn PQ oder P' Q' ist. Weil ferner die parallelen Linien PQ und P'Q' 
als Tangenten an die Flacben unbegrenzt kleine Winkel mit der xy-Pibene 
macben, so bildet aucb OP einen unbegrenzt kleinen Winkel mit OJ. Wenn gj 
diesen kleinen Winkel und 0 den Botationswinkel um OP bezeiebnet, so wird die 
Bewegung des Korpers durcb die Botationen d sin cp um 0^ und 6 cos cp um 01 
dargestellt. Da 6 unbegrenzt klein ist, so ist die erstere eine Grosse zweiter 
Ordnung und zu vcmacblassigen. Die letztere reducirt sicb auf 6. 

Um den zweiten Tbeil des Satzes zu beweisen, zerlege man die letztere 
Botation in eine Botation 6 cosy 01 um Oy und eine andre 0 sinyOI um Ox. 
Die erste bat keine Wirkung auf den langs Oy rollenden Bogen, die letzte liefert 
o-ffenbar a == smyOL 

§ 480. 2 . Satz. Der Stalbilitatscylinder. Man trage auf der ge- 
meinsckaftliclien N'orinalen O 0 die Lange s sm^yOI ab und besebreibe 
einen Kreiscylinder, der diese Lange zum Durcbmesser seiner Basis 
bat und dessen Axe 01 parallel lauft. Liegt der Schwerpunkt des 
Korpers innerbalb dieses Cylinders, so ist das Gleicbgewicbt stabil^ 
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liegt er ausserhalb unci iiber der so ist es unsfcabil. Der 

Cylinder kann also Stdbilitdtscylinder genannt werden. 

Es folgt dies unmittelbar aus dem zweiten Ausdruck fiir das 
Moment der Schwere urn 01 in dem naclisten Satz. 

§ 481. 3. Satz. Die Scliwiiigungsdauer. Wire! der Schwerpunkt 
mit G iind der Trilgheitsradius des Korpers fiir 01 mit K bezel chnet, 
so findet man die Lange L des gleichwerfchigen einfachen Pendels aus 

= s cos (x • sin ^ y 01 — OG • sin^ GOI 

imd wenn die Verlixngerung von OG den Stabilitatscylinder in V 
sclineidet, so ist 

= GYsin^ GOI. 

Daraus ergibt sich^, dass die Schwingiingsdauer des Korpers die- 
selbe istj wie in dem IMl, wenn die feste Fliiche eben ist und die 
Kriimmungen des oberen Korpers an dem Beriihrungspunkt so geandert 
werdeu; dass die relative Indicatrix die namliche bleibt, wie zuvor. 

§ 482. Der Beweis wird gefiilirj}, indem man die Momente nm die Momentan- 
axe nimmt, siehe § 448. Das Verfahren liissfc sicli ungefahr so angeben. Im 
Gleichgewicbt ist 0 der Beriihrungspunkt und 0(? vertical; bei dem Rollen des 
Korpers auf der Flachc z. B. in der Kichtung y'P sei, zur Zeit P der Beriihrungs- 
punkt und 0\ 6r' die von den Punk ten 0 und G des Korpers im Baum ein~ 
genommenen Lagen. Diese Punkte 
sind in der Pigur nicht angegeben, 

0 und O' liegen aber ofFenbar 
zwisclien y und P unbegrenzt dicht 
aneinander und so, dass 00' senk- 
recht auf Py steht, wahrend G' 
sicli von (r, von einem Punkt in 
PP aus gesehen, etwas nach der 
rechten Seite bin entfernt. Man 
ziehe P W vertical und PF parallel 
und gleich O' G' . Ist FT die 
Momentanaxe zur Zeit so ist 0 
der Winkel zwisclien den Ebenen 
WPP und PPP. 

Um das Moment des Gewichtes 
um PT zu finden, zerlege man 
die Schwere parallel und senkrecht 
zu PP. Die erste Componente hat kein Moment um PP, die letztere ist g ^mWPI' 
und moge parallel zur Geraden KP wirken. Das gesuebte Moment ist das Product 
aus der Componenten der Schwere und dem kurzesten Abstand zwischen der Biebtung 
dieser Kraft und der Geraden PP. Dieser kiirzeste Abstand ist der Summe der 
Projectionen (mit den richtigen Yorzeichen) von PO'j O' G' auf eine sowohl anf 
KP als auf PP senkrecht stehende Gerade gleich. Diese Gerade sei PPL. Die 
Projectionen findet man mit Hiilfe der siiharischen Trigonometrie. Die Figur moge 
die spharischen Dreiecke darstellen, welche von den Bogen, die den verschiedenen 
Winkeln am Mitteljiunkt P gegeniiber liegen, auf einer Kugel gebildet werden. 
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Py* sei ferner eine Tangente an P O' den rollenclen Bogen und P/ die PFormale 
zur Fliiche im Punkt P. Die Projection von PO' auf PH ist 

ff cos yPH == 0 cos y PN cos NPH = a sin y PP cos KPz'. 

Dio Projection von O'G' ist dieselbe, wie die von PP, namlicb 

PF cos HPF = — PP" sin TFPP = — 06^ . 0 sin IPPr. 


Die DifFerentialgleicbung ist daher 


~ — sin^y • sin TTPZ' 
dt 


. cos KPz —OG’ sin^ WPI' ] . 


Man ersetze nun sinTEPP • cos PTP^' durch das gleicliwertbige cosTFP;?'. 
In den Ideinen Gliedern, die den Factor 0 entbalten, kann man die Accente ent- 
fernen und P^ W durcb 0, G ersetzen. Man erhiilt so unmittelbar das eine 
Kesultat. 

Um zu deni andem zu kommen, scbreibe man die Momentengleicbung in 
der Form 


Wenn aber JD der Durcbmesser des Stabilitiitscylinders isfc, dessen Axe 
parallel PP liluft und ‘wenn PW den Cylinder in F sebneidet, so hat man 

P F • cos KP IF = D • cos KPz'. 

Subatituixt man dies in die Gleicbung, so erbalt der Auadruck in der Klammer 
die Form PF — OG^ was in der Grenze gleich GV ist. So lindet man das 
zweite Resultat. 

Man kann aucb die Perioden mit Hiilfe der lebendigen Kraft ermitteln. 


ScMiigiingeii Ton Kegeln in dem Eanm you drei 
Dimeiisionen. 

§ 483. SchwinguBgeii von Kegeln in erster Nahernng. Ein 

schwerer Kegel von heliebiger Gestalt schwingt auf einer festUegenden 
rauhen Kegelfldche, wohei die beiden Spitzen zusammenf alien, Man soil 
die Bauer einer Ideinen Schwingung finden. 

Die Bewegung eines Kegels um seine Spitze als festen Punkt 
wird man am geeignetsten mit Hiilfe der spharischen Trigonometrie 
erortern. 

Es sei 0 die gemeinschaftliclie Spitze, G der Schwerpunkt des 
beweglichen Kegels, OG — h, Wir nelimen an, die spharischen 
Dreiecke wxlrden auf der mit dem Centrum 0 und dem Radius 1% be- 
schriebenen Kugel construirt. 01 sei die Momentanaxe des beweg- 
lichen Kegels, d. h. die gemeinschaftliche Erzeugende, langs welcher 
sicb die beiden Kegel beriihren. Sie sclmeide die Kugel in /. O W 
sei eine nach oben gezogene Verticale, welche dieselbe Kugel in W 
trifiFfc. Es seien die Bogen WI — z, GI = r. In der Grleichgewichts- 
lage fallen die drei Geraden OWj OG, 01 in dieselbe verticale Ebene 
und so sind sie in der Pigur dargestellt. 



Es sei n die Neigung der yerticalen Ebene GOl gegen die 
Normalebene auf die beiden Kegel durcb OL q seien die balben 
Winkel an der Spitze der beiden graden oscnlirenden Kreiskegel, 
welche sicli langs O/beriihren, nnd seien positiv, wenn die Krlimmungen 
entgegengesetzte Richtung haben. In der Figur 
sclmeiden ihre zugeliorigen Axen die Kugel in G 
und 

1st K der Trllgheitsradius des bewegliclien 
Kegels fur 01^ so ist die Lange L des gleich- 
werthigen einfachen Pendels durcli 

/ N sinp sin p' 

~ - - = sinf; 2 ? — r) cos n — sm r sin 

fi'Jj ^ ^ sin(^-j-p) 

gegeben. 

Man erhalt dieses Resultat, wenn man die Momente urn die 
Moinentanaxe nimmt, § 448. Ist G' die Lage des Scbwerpunktes zur 
Zeit t nnd 0 der Winkel zwischen den Ebenen GOI^ G'OIj so hat man 

w. 

worin M das Moment der an G' angreifenden Beschleunigiing g um 
die Moinentanaxe znr Zeit t ist. 

Ist OP eine benachbarte Erzeugende des festliegenden Kegels 
und 0 der Winkel POI^ so muss das Moment M' um OP der an G' 
angreifenden Beschleunigung g eine Function yon d und 0 sein. Man 
hat daher bis zu kleinen Grdssen erster Ordnung genau 

M' = A 0 + Pe (2), 

worin JLund B zwei Ausdriicke sind^ die yon der Grestalt des Kegels abhangen. 

Schliesslich erhalt man, werm OP die Momentanaxe zur Zeit t ist, 
M'===M und 

0 sin(p + p') = 0 sinp sinp^ (3). 

Lurch Elimination yon 0 oder 9 aus diesen Grleiohungen ergibt 

sich die Schwingungsdauer. 

Die Beziehungen (2) und (3) werden in den §§ 484 und 485 auf 
elementare Art abgeleitet. Das Yerfahren entspricht Schritt fur Schritt 
dem bei der Schwingung der Cylinder angewandten (§ 441), der Haupt- 
unterschied besteht darin, dass die in der Figur fur die Cylinder be- 
nutzten Geraden bier durcb spbariscbe Bogen ersetzt werden. Der 
Beweis fur die Beziebung (3) bietet keine Scbwierigkeit dar; in dem 
allgemeinen Fall aber, in dem der rollende und der festliegende Kegel 
beliebige Gestalt baben, wird die fur die Beziebung (2) erforderlicbe 
Figur ziemlich yerwickelt. In speciellen Fallen, wie wenn die fest- 
liegende Flacbe eine Ebene oder der rollende Kegel ein Umdrebungs- 
kegel ist, wird das Yerfahren bedeutend einfacher, wie an einigen 
BeisjDielen in § 486 gezeigt werden soil. Der Beweis, der sich fur 
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den einzelnen grade in Betraclit gezogenen Fall am besten eignet^ 
wird dabei noch einmal kurz skizzirt. 

Eiue andre Methode. JBetracMet man die Theile von Jfcf', die 0 und 
(S m verdanlcen sind, getrennt, so erJidlt man ihre Werthe dime eine 
comjplicirtere Fignr ndtJiig m hahen, als die in diesem Faragraplien 
gegeiene. Der Beweis ist wie folgt. 

Nimnat man (1) an, es sei (7 = 0, so ist M' das Moment um 01 der an (r 
parallel zur Yerticalen WO angreifenden Besclileunigung g. Da der Korper 
um 01 den Winkel 0 beschreibt, so ist derjBogen GG' =7^0 sin 6^ J. Zerlegt 
man g ];)arallel und senkrecbt zu OJ, so ist die letztere Componente g sinTFJ 
und ihr Moment um 01 ist g sinTFJ • GG\ Substituirt man fiir die sphiirischen 
Bogen TTJund GI ihre Werthe z und r, so wird das Moment — gliO sin r sin 

Nimmt man (2) an, es sei 0 = 0, so ist Jf' das Moment um die benachbarto 
Erzeugende OP der an G parallel zu WO angreifenden Besckleunigung g. Zerlegt 
man g in der Bichtung von und senkrecht zu 6rO, so ist die letztere Gompo- 
nente g sin WO^ und sie greift an G in der Bichtung der Tangente an den Bogen 
GI an. Um ihr Moment um OP zu finden, suclien wir ihre Componente senk- 
recht zur Ebene OOP und multipliciren sie mit TtsinOP. Das Moment ist 
daher das Product von ^ sin WO, sin JO P und 7^ sin OP. Da sowohl c cos w 
als I OP • sin GP Ausdriicke fiir den senkrechten Abstand des Punktes P von 
dem Bogen GI sind, so wird das gesuchte Moment — g ha sin(^ — r) cos^i, ‘worin 
z — r statt W 0 geschrieben wurde. 

Der vollstandige Werth von M ist daher 

JJ = ^7i { (7 cos n sm{z — 7’) — 0 sin r sin ;s } . 

§ 484. Bei dem Pollen des schweren Kegels auf der Placbe nimmt der 
Punkt auf der Kugel, der sich bei I im Grleichgewicht befindet, die Lage F ein 
und P ist der neue Benihrangspunkt. Der Bogen JO moge die Lage FG' er- 
halten und das Centrum G des osculirenden Kegels sick nacb G' begeben^ 



sin (9 + 9 ') 



Schwingungen von Kegcln (§ 483 — 486). 


443 


§ 485. Die Yeriicale OW trills die Kngel in W. Um das Moment des 
Gewichtea iim OJP zu finden, muss man die Scliwore parallel und senkrecht zu 
OF zerlegen. Die erste Componente liat kein Moment, die zweite ist g sin TYP 
Die letztere radge parallel zur G-eraden KO 'vvirkeii. Das gosuchtc Moment ist das 
Product aus dieser Componenten der Sckwero und der Projection von OG' anf die 
Gcradc OPT, die senkrecht sowohl auf OK als OP steht. Die Sciben des spha- 
rischen Dreicclcs HKP sind dalier sammtlicli nichtc Winkcl. Ini Gleicligewiclits- 
zustand liegt G in der verticalen Ebene TY 0 / und bchn Itollen des Kegels 
bewogt sich G nach G\ so dass der Imogen GCF .seiikrocM anf W 1 und gleich 
dsinr ist. Er mdge TYP in M trelicn. Dio gesu elite Projection ist 

h cosiJ(P' -Ji- MG\ 

da JIM oin recliter Winkcl ist. Weil J^I mit VJJ eiiicn Winkel inacht, der in 
dcr Grenze glcich n wird, so hat man in dor Grenze 

GM sin WG sin — r) 

a cos n sinkYJ siiiis; 

Das gesuchto Moment, das den Kegel zuriick in seine Gleicligewichtslage driingt, 
ist gh Bin, 7! (GM — GG'),^ das durch Substitution die Gestalt 

M glh[ a cos n sin (z — r) — 0 sin ?* sin z } 

crhalt, Setzt man dieses Moment mit verandertem Yorzeichen glcich lOcFQfdt^^ 
so folgb daraus das zu beweisendo llosultat unmittelbar. 

Zu dieser Gleichimg komnit man anch mittelst dor in § 509 angegebenen ana- 
lytischen Methode. Dor b wird das hier beimtztc geometnsche Yerfahren durch Difie- 
rentiationen ersetzt, die man bis zu jedem boheren Grad der Annilberung aus- 
dehnen kann. 


§ 486. Beispiele. Beisp. l. Wenn der obere Korper ein grader Kegel mit 
dem halbcn Winkel q an der Spitze ist und auf irgend ciner Kegelflache liegt, 
so wird n ^ 0 und r ^ q. Der obige Aiisdrnck erhlllt dann die Form 


sm(<£?+ q') sin^Q 

JhJO sin 


Beisp. 2, Bin grader Kegel mit dem Winkel an der Spitze und der 
Hohe a, der mit seiner Sjiitze an einem festen Punkt an einer rauhen verticalen 
Wand aufgehaiigt ist, macht kleine Schwingungon; man beweise, dass die Lange 

des gleich-wertliigen Pendels £ betriiat. 

5 cos q 

Der Kegel, wenn er sich. im Gleichgewicht befindet, moge die Ebene in der 
Verticalen Oz beriihren. Zur Zeit t sei die Erzeugende ON die Berubrungslmie 
und gON=ai OA sei die Axe. Zerlegt man die Scliwere in der Eiohtung 
von und senferecht zu der Linie ON und niTTimt die Momente um die Momentan- 
axe OW, so hat man 


JK^ 


— g sma • Y a smq. 


Wenn nun der Kegel um OJY den Winkel —dt beschreibt, so riickt der Mittel- 

Cho 

punkt A der Basis um den Bogen a sinp • voran; ist nun AH senkrecht 

dif 

auf 0 W, so riickt auch M um ebensoviel voran, J? legt aber den Bogen OS • do, 
das heisst a cos q da zuriick. Man hat daher de/dtigQ = Setzt man 

diesen Werth von dd/dt in die obige Gleichung ein und entniinmt den Werth 
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von dem § 17, Beisix 7 , so findet man die Lilnge des gleichwerthigen Pendels 
ohne Scliwierigkeit. 

Beisp. 8 . Ein grader Kegel mit dem Winkel 29 an der Spitze und deir 
Kobe a achwingt anf einer vollkommen rauhen Ebene, die mit der Verticalen 
den Winkel z maclit; die Lilnge des gleichwerthigen Pendels ist 

a(l + b cos® 9 ) 

5 cos 9 cos z 

Man zerlege die Scbwere in g cos z in der Richtiing die Ebene abwarts und 
cine dazn senkrecbte Coinponente, die zu vernacblassigen ist, Man verfabre dann 
"weiter, wie bei der vorigen Aufgabe. 


Beisp. 4 . Ein grader Kegel, dessen Winkel an der Spitze 29 und dessen. 
Hdbe a ist, wird durcb eine seine Axe entbaltonde Ebene getbeilt. Die eine 
Halfte rubt im Gleicbgewicht mit ihrer Axe auf der Erzeugenden eines festliegenden 
graden Kegels mit dem Winkel 2 9 ' an der Sintzc und die Bpitzen fallen zusammen ; 
man beweise, dass die Lilnge L des gleicbwertliigen Pendels durcb 


{ Ott®-]- 16 tg® 9 } 


1 2atg®9 

6L 


8 TV sin z tg 9 — 4 tg 9 


sin ( 9 ' + z) 
cos 9 ' 


gegeben ist, worin z die Neigung der Berubrungslinie gegcn die nacb oben positiv 
angenommene Yerticale bedeutet. 


§ 487. Bediiigung fiir die stabile Gleicligewiclitslage von Kegeln in 
erster Niilierung. Die Stabilitdtsbedingung m hestimmen, wenn ein schwerer 
Kegel im Gleichgewicht auf einem vollliommen rauhen im Baum festliegenden 
Kegel ruht 

Offenbar muss die Lilnge L des gleicbwertbigen Pendels^ wie sie 
in § 483 gefunden wurde, eine positive Grrdsse sein. Dies fiibrt zu 
der folgenden Construction, die in der Figur auf S. 441 dargestellt 
ist. Man trage auf der gemeinscbaftlicben Normal en Cl der Kegel die 
Lange IS = s ab, so dass cotg 5 = cotg ^ cotg ist. Zieht man 
von 8 aus den Bogen SB senkrecbt zu I GW, so ist 

cos n = cotg s • tg JjB. 

L ist alsdann positiv und das Gleichgewicht stabil, wenn der Schwer^ 
punkt des bewegliclien Kegels entweder unter der gemeinscliaftlichen 
Erzeugenden der beiden Kegel oder liber ihr unter einena solcben 
Winkel r liegt, dass 

cotg r > cotg ^ -f- cotg IB ist. 

Ist die Spitze 0 sebr weit entfernt, so werden die Kegel Cylinder. 
Alsdann reducirt sich die Stabilitatsbedingung, wenn der Bogen 0 ein 
Quadrat ist, auf was mit der Bedingung in § 442 liber- 

einstimmt. 


G-rosse tautochrone BewegimgeE. 

§ 488. Wenn die Schwingungen eines Systems nicht klein sind, 
so Ifest sich die Bewegungsgleichung nicht immer auf eine lineare 
Form reduciren und eine allgemeine Regel fiir ihre Auflosung kann 



niclit gegeben werden. Die Sdiwingung kann aber nodi tautocliron 
sein und es ist mancbmal wiclitig fesizustellen, ob es der Fall ist. 
Verscbiedene Methoden znr Entsclieidung dieser Frage liefern die 
folgenden Paragrapben. 

Scbwiugt ein Massenpunkt auf einer gegebenen glatten Curve 
entweder in einem luftleeren Raum oder in einem Mittel, dessen 
Widerstand der Gescliwindigkeit proportional ist^ so ist^ wie wir wissen^ 
die Scliwingung um die Gleicligewicbtslage tautocbi’on, wenn die 
Tangentialkraft P = m^s ist, worin s die Liinge des von der Grleicli- 
gewiclitslage aus gemessenen Bogens und m eine Gonstante bedeutet^ 
§ 434. Wenn daher irgend eine rectificirbare Curve gegeben ist, so 
lasst sich die ricktige Kraft, welclie eine tautoclirone Bewegung kervor- 
bringt, sofort angeben. So ist die Kettenlinie eine tautockrone Curve, 
wenn eine Kraft m^y in der Richtung der Ordinate angreift, da die 
Componente langs der Tangente offenbar m^s ist. Die logaritlmische 
Spirale ist fiir eine Centralkraft pur tautochron, die nack dem Pol ge- 
ricktet ist^ weil die Componente langs der Tangente m^s ist, wenn 
= ^cos^a gesetzt wird; dalier Ueibt die Zeit bis zur Ankunft am Pol 
fiir alle Bogen dieselbe. Ebenso sind die Epieycloide und Hypocydoide 
tautoclirone Curven fiir eine Centralkraft, die entweder die Ricktung 
nack dem Centrum des festliegenden Kreises oder von diesem Centrum , 
weg kat und dem Abstand proportional ist; denn, da — As^ + P, 
so variirt die Componente langs der Tangente, namlich p^rdrlds wie s. 
In alien diesen Fallen ist die Zeit bis zur Ankunft in der Gleick- 
gewicktslage die kleinste positive Wurzel aus derGleickung tg)^^= — nj'k 
(§ 434), worin 2hv der Widerstand und -j- lo^ = ist. Die ganze 

Zeit von einer Lage momentaner Ruke bis zur nachsten ist 

§ 489. Wenn die Beioegimgsgleichung 

darin F eine homogene Function vom ersten Grad vorstelU, so ist fiir 
jede JRuhelage des Systems die Zeit his mr Anlmnft in die Lage^ welche 
durch X — 0 definirt ivird , , dieselbe. 

Die homogene Function moge geschrieben werden. Es 

seien x und ^ die Coordiaaten zweier Systeme, welcke vom Zustand 
der Ruke in zwei verschiedenen Lagen ausgeken und es sei anfanglick 
x=ay ^ = %a. Wie man sieht, verwandelt sick die Differential- 
gleickung des einen Systems in die des andern, wenn man 
setzt. Wenn daker die Bewegung des einen Systems durch x^cp(tyAyB) 
gegeben ist, so ist es die des andern durch I = %(p{ty A! , B'). Zur 
Bestimmung der willkurlichen Constanten A, B und A, B' kat man 
genau dieselben Bedingungen^ dass namlick fiir ^=0, (p a und 
d(pJdt—Q sein mnss. Da nur eine Bewegung aus einer einzelnen 
Reike von Anfangsbedingungen folgen kann, so kat man A' == A 
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JS'—B. Dalier bleibt wahrend der ganzen Bewegung ^=:%x nnd 
X und I verschwinden somit gleichzeitig. Daraus folgt, dass die Be- 
wegungen der beiden Sjsteme vollkommen ahnlici. und die Zeiten 
gleich. siud. 

Dasselbe Eesultat erhalt man durcli Integration der Difierential- 
gleicbung. Setzt man dx/dt ~ px, so findet man nach der Elimination 
Ton Xj dass die Variablen p und t getrennt werden konneu; indem man 
zeigt, dass p eine Function Ton t B ist. Daber wird durcli eine 
leicbte Integration x = Acp{t B). Piir = 0 ist dx/dt=Q und 
dalier = 0. Auf diese Art findet man J?, und x verscliwindet 

fur jeden Werth Ton A, "wenn 9 ? (^ -|- JB) == 0 ist. 

Es ist zu beachten, dass, wenii die Kraft eine bomogene Function von x und 
der Greschwindigkeit ist, die Bewegung nur in einem gewissen Sinn tautochron ist. 
Es kanii vorkominen, dass das Sj’stem erst nacb unendlicb langer Zeit in der 
durcli ic = 0 bestimmten Lage ankommt oder dass die Zeit bis zur Ankunft 
imaginilr ist. Nimmt man z. B. an, die bomogene Function sei worin 

positiv ist, so beAvegt sicb das System vom Zustand der Kube aus immer von 
der Lage x — 0 hinweg. Der Wertb von x wird ofienbar durcb eine Exponential- 
function von X dargestellt, welcbe nie aufhort mit der Zeit zu wacbsen. Man 
muss daber bei der Anwendung des Satzes sicb vergewisserii , ob die durcb die 
Gleicbung = 0 gegebene Zeit reell ist oder nicbt. 

Im Allgemeinen lasst sicb dieses aus den bekannten Verbaltnissen eines 
jeden einzelnen Falles bestimmen. Die beiden folgenden allgemeinen Eegeln 
konnen als Fiihrer bei der Entscbeidung dienen. Soli die Zeit vor der Ankunft 
in der Lage a; = 0 reell und endlicb und die namliche von alien Anfangslagen 
aus sein, so muss die Lage x ~ 0 offenbar eine Gleiehgewiehtslage sein. Denn 
ware es nicbt der Fall und man bracbte das System im Zustand der Bube un- 
begrenzt nabe an diese Lage, so wilrde die Zeit bis zur Ankunft Null sein, es sei 
denn, die Bescbleunigung ware aucb Null. Die Ankunftslage muss ferner eine Lage 
stahilen Gleichgeivichtes sein fiir alle Verriickungen oder wenigstens filr die auf 
derjenigen Seite der Gleicbgewicbtslage, auf welcber die Bewegung stattfinden soil. 

§ 490. Der Lagrange’sche Satz. Wenn 

dt^ \dV f[x) ^ \dt’ ' Wj 

die Bewegimgsgleichung ist, worin F eine homogene Function ersten Grades 
und f(x) eine belieUge Function von x iedeutetj so lasst sich mgen^ dass 
fur jede Lage, in die man das System bringen Icann, die Zeit his mr 
Anhunft in der durch f{x) = 0 bestimmten Lage die namliche ist 

Dies ist der Lagrange’scbe allgemeine Ausdruck fiir eine Kraft, welcbe eine 
tautocbrone Bewegung verursacbt. Er tbeilte die Formel in den Abbandlungen der 
Berliner Academie, 1765 und 1770 und an andem Orten mit. Einen andern sebr 
complicirten Beweis, derYariationensowobl als Differentiationen ncitbig macbte, gab 
D’Alembert. Lagrange scbeint geglaubt zu baben, sein Ausdruck fiir eine 
tautocbrone Kraft sei sowobl noting als binreicbend. Dagegen baben Fontaine 
und Bertrand gezeigt, dass er zwar ausreicbt aber nicbt notbwendig ist. Gleicb- 
zeitig reducirte der Letzterc den Beweis auf wenige einfacbe Satze. In der 
neuesten Zeit hat Brioscbi einen allgemeineren Ausdruck als den Lagrange- 
scben gegeben; er scbeint aber keine Fillle tautocbroner Bewegung zu entbalten, 
die nicbt aucb scbon die Lagrange’scbe Formel lieferte. 
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Auf die folgende Art kann man zu dem Lagrange’scken Eesultat 
gelangen. Die Bewegung vom Zustand der Rnhe aus ist in Bezug 
auf den Punkt x = 0 tautochron; wenn 

dt^ ~ di) 

die Bewegungsgleichung ist. Setzt man x = 9 ( 2 /), so ergibt sick leicht 

worin cp statfc cpijf) gesetzt ist und die Accente wie gewohnlicli die 

Differentialquotienten bezeichnen. Substituirt man ^ — f(jf)y so hat man 

d^j _ r (W _ 1 (dyV , dy) 

dt^ f \dt/ f\dt/ \fdt/^ 

worin f an Stelle von f(jj) geschrieben wurde. Die beiden letzten 
Grlieder dieses Ausdrucks sind eine liomogene Function ersten Grades 
von f und dyfdt und dainit ist die LagrangeMie Formel bewiesen. 
Dieser Beweis riilirt von Bertrand ber. 

Die Bewegung geht von der Rube aus mit irgend einem Anfangs- 
wertb von x und endigt^ wenn x == 0 ist. Wird daber x — (p(jj) ge- 
setzt, so beginnt; wie ersicbtlicb, die Bewegung in der zweiten Gleicbung 
mit dyldt—0 und mit einem beliebigen Anfangswerth von y und 
endigt, wenn <p{y) — 0 ist. Nun verscbwindet im Allgemeinen dx/dt 
nicbt fiir x — 0, da das System mit Geschwindigkeit in der Gleich- 
gewiclitslage ankommt. Weil aber dxjdt = Kp {y)dyjdi ist, so ver- 
scbwindet aucb 95 ' (^) nicbt fiir jr = 0. Daraus folgt, da q) = f • f{y) 
ist, dass die Bewegung aufbort, wenn f{y) = 0 ist. 


§ 491. Die Wirkung eincs widerstelienden Mittels. Wem die 

Bewegung der Lagrange'sclien Formel e7zts2)rechend in einem luftleereii 
Baum tautochron ist^ so ist sie es aucli in einem MiUely dessen Wider- 
stand der Geschwmdigheit proportional ist. Ein solcber Widerstand bat 
nur die Wirkung; dass er ein Zusatzglied, namlicb ersten Grades 
in die willkiirlicbe Function F einftibrt. Der Satz riihrt von La- 
grange ber. 

Ist der Widerstand 2]cv h'v^y so gebe man der Lagrange’schen 
Gleicbung die Gestalt 


^ f (x) 
d f{pc) 




Setzt man den Coefficienten von gleicb Tdy so ergibt sick durck 
Integration f{x) = ^ . Wenn x von der Gleichgewicktslage 

aus, in welcber nacb dem Lagrange’scken Satz f(x) == 0 ist, ge- 
messen wird, so muss A, G sein. Daraus folgt, dass fiir dieses 
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WiderstandsgeseU die Beivegimg tautocliron wird, ivenn die gegebene 
Kraft P = C(e ^'^ — 1) ist Dies stimmt mit den von Euler und 
Laplace erlialtenen Resultaten liberein. 


§ 492. Man kann einen leichten imadlidngigen JBetveis fur diesen Satz geben. 
Um die Sacbe zu yereinfacben, sei das System ein Massenpunkt, der sich von der 
liube ans auf einer glatten gegebenen Curve nach dem Punkt A der Gleicb- 
gewichtslage bin unter der Einwirkung einer Tangentialkraft P bewegt. Die 
Bewegungsgleicbnng ist 

^ — 7c'®a + 2/<;® = — P, 
welcber man die Form geben kann 

ie<‘v) + 2/c(e“®) = - Pe\ 

vorausgesetzt, dass — 7c' -y, d. h. u^ — Ps ist. Setzt man ds ^ dio ^ 

so wird 

dr ' dt ^ 


Die Zeit bis zur Ankunft am Punkt = 0 ist unabhangig von dem Bogen, wenn 

man Pe~^^ — setzt, § 434. Nun ist lo — — “ -f- C' und -vvenn 5 

Ic 

von der Lage aus gemessen "wird, in der w ~ 0 ist, so hat man ¥ C = 1. Daber 

ist — 1), was mit dem zuvor erbaltenen Besultat iibereinstimmt. 

Die Zeit bis zur Ankunft in die Lage w — 0 wird durcb die kleinste positive 
Wurzel der Gleicbung ignt = — n/k bestimmt, worin — k^ ist. Sollte 

k^ > sein, so gelangt der Massenpunkt in die Lage w — 0 nacb einer un- 
endlicb grossen Zeit, § 434. 

Laplace bemerkt, dass der Ansdruck filr die Kraft P von dena Coeffi- 
cienten k desjenigen Theiles des Wider standes, vrelcher der Gescbwindigkeit 
proportional ist, niebt abbangt, und dass ebenso die Zeit bis zur Ankunft in der 
Gleicbgewicbtslage von dem Coefficienten Ic des Tbeiles des Widerstandes, der 
wie das Quadrat der Gescbwindigkeit variirt, unabhangig ist. Mecanigue celeste^ 
Bd. I, S. 38. 

Beisp. 1. Man finde eine glatte Curve derart, dass die Bewegung eines 
sebweren Massenpunktes in einem Mittel, dessen Widerstand ^kv + k' ist, 
tautoebron wird. Da die Sebwere die allein wirkende Kraft ist, so setzen wir 




ill f h's 7 / \ 

gy 


Beisp. 2. Man finde die Curve aucb fur den Fall, dass die gegebene Kraft 
nacb dem Coordinatenanfang geriebtet und gleicb ist. 


§ 493. Die Bewegimg auf einer rauhen Cycloide. Ein schwerer 
Massenpunkt gleitet von der Bulie aus auf einer rauhen Cycloide, deren 
Axe vertical stelit, in einem Mittel, dessen Widerstand der Geschwindigkeit 
proportional ist; man zeige, dass die Bewegung tautocliron ist. 

Der tiefste Punkt der Cycloide sei 0, P der Massenpunkt^ OP^s 
so^ dass der Bogen von 0 aus in einer der Bewegung entgegengesetzten 
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Riclitung gemessen wird. Die Normale in P mache mit der Verticalen 
den Wiiikel q sei Krummnngsradius im Punkt P und a der Durch- 
messer des Erzeugungskreises. Dann ist, nach liekannten Eigenscliaften 
der CycloidC; s = 2a sinf ^ Q = 2acQsf. Es sei ^ der Reibungs- 
coefficient, g die beschleunigende Kraft der Schwere und die Masse 
sei die Einlieit. Wenn alsdann P der Druck auf den Masseniijunkt 
ist, positiv genommen; wenn seine Richtung nacli Innen geht und v 
die Geschwindigkeit, so hat man 

“5T ^ — 2hVj ^ — E ^ cos ^ . . (1). 

Durcli Elimination von R wird die Bewegungsgleichung 

7 ” — “-y" + 2hv “1 ^ smOilj — s) = 0 . . . (2), 

dt Q ^ ‘ COSi/; J V /? 


worin tg£ = ^. Man kann ilir die Form geben 


Tt sm(7/; — f) = 0, 


C03 ^ 


du 


wenn — — ft d. h. u = — ist. Setzt man e^ds = dtVj so 
wird 

dw 


d 10 , CM duo , q ^ . \ rv 

-yrr + 2/c -\ ^ sm(i; — f) = 0. 

dv ‘ dt ' O.DR lit ' 


Nun ist 


dt ' cos ijj 


w 


= e” . 2a co^fdil^ = 2a cos s sin(^ — b). 


Die Gleichung reducirt sich daher auf 


d^w 

dt 


? + 27c^ + 




dt ' cos^f 


w == 0. 


Die Bewegung ist daher tautochron, § 434. Auf welchen Punkt der 
Cycloide man den Massenpunkt im Zustand der Ruhe auch setzen mag, 
er wird stets den durch w = 0, d. h, = s bestimmten Punkt A in 
derselben Zeit erreichen. Dieser Punkt A, in welch em die tautochrone 
Bewegung endigt, ist oJQfenbar eine ausserste Gleichgewichtslage, in 
welcher der Grenzwerth der Reibung der Schwere grade das Gleich- 
gewicht halt. 

Die Zeit bis zur Ankunft in A wird durch die kleinste positive 
Wurzel der Gleichung tgoit — — n/h gegeben, worin 

-j- = g/2a cos^ a 

ist, wahrend die ganze Zeit von einer momentanen Ruhelage bis zur 
nachsten Tcjn ist. 

So lange sich der Massenpunkt in derselben Richtung bewegt, 
behalt die Constante dasselbe Vorzeichen, § 159. Die Bewegung 
ist daher durch 

Eouth, Dynamik. I. 29 
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— s) = Ae~~^^ -|- JB) 

gegeben, woririj wie zuvor, /r =gf/2acos^£ imd A sowie B Con- 
stante sind. Wenn der Massenpunkt in der nacbsten Ruhelage ankommt; 
so beginnt er entweder zurtickzukeliren oder bleibt daselbst im Zu- 
stand der Ruhe, je iiaclidem der Wertb von ^ in diesem Punkt grosser 
Oder kleiner als der Rei bungs winkel ist. 

Der Taut ochronismus der Bewegung lllsst sich auch aus dem Lagrange’scken 
Theorem ableiten. Veiiahrt man wie in § 491 und setzt den Coefiicienten von 

gleich - - , so erhillt man einen Werth fiir /’(.s*), welcher die Lagrange’sclie 
Gleicliung zur Gleichung des Massenpunktes auf der Cycloide inacht. 

§ 494. liistorisclies. Dass eine glattc Cycloide in luftleeremltaum Tantochrone 
ist, hat zuerst IT u y g e n s in seinem Horolocjmm (millatormiu, 1 078 bewiesen. Newton 
dehnte den Satz anf den Fall aus, in welchem der Widerstand 2 lev ist und bewies auch, 
dass eine glatte Epicycloide fur eine Centralkraft tautochron ist, welche variirt, 
wie der Abstand. Dass die Schwingimgen auf einer Cycloide tautochron sind, 
wenn die Curve rauh ist, hat Bertrand aus der L ag range ’schen Formel ab- 
geleitet. Lioiiville, Bd. XIII, 1848. Er schreibt den Satz Necker zu, der ihn 
in den Memoires des savants etr angers, Bd. IV, 1768 veruffentlichte. Euler be- 
stimmte praktisch die Kraft, welche eine glatte Curve tautochron macht, wenn 
der Widerstand ist, Meclianica 1786. Sein Itesultat dehnte spater Laplace 
auf den Fall aus, in welchem der Widerstand 2Jcv Ic'v^ ist, Mecanig^ie celeste^ 
Bd. 1, S. 8(5. Fui Beaux schrieb eine Abhandlung uber glatte tautochrone Curven 
in luftleerem Raum und ebenso fur schwere Kor^Der, wenn der Widerstand h' 
ist, Liouville, Bd. IX, 1844. Er bemerkt, er habe den Gebrauch von Reihen, 
ahnlich denen von Poisson in seiner Mecaniqiie angewandten, vermieden; § 197. 
Er bespricht den Tautochronismus im luftleeren Rauin, wenn die Kraft centrale 
Richtung hat und wie der Abstand variirt, und zeigt, dass die Curve eine Epi- 
cycloide, Hypo cycloide oder eine gewisse Spirale ist. Ha ton de la Groui^illiere 
beweist, dass die Epicycloide, wenn rauh, ebenfalls tautochron ist und weist kurz 
darauf hin, dass der Tautochronismus auch bei einem Widerstand 2 lev bestehen 
bleibt, Liouville, Bd. XIII. Darboux zeigt in einer Anmerkung zu der Meca- 
nique von Despeyrous, 1884, dass, wenn die Reibung in Rechnung gezogen 
wird, die einzigen tautochronen Curven die von Puiseaux besprochenen sind. 

§ 495. Die Bewegung auf einer heliehigen raulien Curve. Ein Massenpunkt 
bewegt sich, von der Ruhe ausgehend, auf einer rauhen Curve von gegebener 
Gestalt in einem Mittel, dessen Widerstand Id v^ ist, unter der Wirkung von 
Kraffcen, die nur von der Lage des Punktes abhllngen. Zu beweisen, dass die 
nothwendige Bedingung dafiir, dass die Zeit bis zur Ankunft in der Gleichgewichts- 
lage von dem beschriebenen Bogen nicht abhange, 

rl P 

ist, worin P = G — den Ueberschuss der 

Tangentialkraft G uber den Theil g>II der Reibung 
und m eine Constante bedeutet. Man finde auch die 
fiir die Zuriicklegung des Weges erfordeiTiche Zeit. 

Es sei A der Punkt, in dem die tautochrone 
Bewegung endigt, M die Lage des Massenpunktes 
zur Zeit i, AM == s, so dass also s von A aus in der Richtung gemessen wird, 
die der Bewegung entgegengesetzt ist. Die Tangente in M moge mit der £r-Axe 
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den Winkel machen und moge gleichzeitig mit s waclisen. Die Tangential 
nnd Norma] componenten der Kraft seien G nnd if, die Riclitung der Tangential- 
componente G geht nach A zn und die der Normalcoinj)onente if nach auswarts 
d. L. der Richtung entgegengesetzt, in welcher q gemessen wird. Wir nelimen 
an, Q bleibe fiir den ganzen Bogen positiv. 

Die Bewegungsgleichungen sind daher 

— = v-^ := iiB —a + Jc'v^ ( 1 ). 

Da der Massenpunkt Yon der Rube ausgeht, so sind, wie man siebt, JR nnd if 
Anfangs gleicb und baben daher dasselbe Vorzeicben. Wir wollen annehmen, 
if sei wilbrend der ganzen Bewegung positiv, so dass die gegebene Kraft den 
Punlit nacli auswilrts driingt. Daraus foigt, dass auch JR wilbrend der ganzen 
Bewegung positiv ist. Die JReihimg loird daher fortwdhrend durcli ^JR dargestdlt 
ohne jede Unsteiiglceit in dem Vovzciclien von ft, wie sie eintreten wiirde, %venn H 
ins Vorzeiehen weclmlte ohne eine mtsprechende Aendening in der Eiclitung der 
Jleibung. (Siebe § 159.) Durcli Elimination von U findet man 


dv 

^ + 

Eb sei P = G — ftif die ganze gegebene Kraft, welcbe den Massenpunkt 
liings der Tangente gegen den Punkt A drangt. Es liisst sicb beweisen, dass P 
wilbrend dor ganzen Bewegung, bis der Punkt A erreicbt ist, positiv sein muss. 
Wilre P in irgend einem Punkt B Null, so wiirde der Massenpunkt, wenn er im 
Zustand der Rube nacb B gebracbt wird, dort im Gleicbgewicbt verharren nnd 
die Zeit bis zur Ankunft in A wiirde daber von alien Punkten aus nicbt dieselbe 
sein. Man ersiebt daraus aucb, dass im Punkt A die Kraft P Null sein muss. 
(Siebe § 490.) Setzt man ds/d'^j fur so wird Gleicbung (2) 


daber 


dv^ 

d'lp 


— 2(ft + Bq) — — 2^P; 


v^e 


, — — 2k' s . 




— 2k's ^ 


worin a den Winkel bezeichnet, den die Tangente in A mit der a; -Axe macbt. 
Da Tf wabrend der ganzen Bewegung grosser als a ist, so muss die Integrations- 
constante positiv sein. 

Es ist zu beacbten, dass das Integral auf der reobten Seite von der Lage 
des Punktes, von welchem der Massenpunkt ausgebt^ unabbangig ist und nur von 
der Gleicbung zwiscben der Bogenlange und dem Neigungswinkel der Tangente 
der Curve und dem Punkt A abbilngt. Wir wollen das Integral mit bezeicbnen 
und uns z als Coordinate des Massenpunktes denken. Es ist dann ^ = c, wenn 
der Punkt von der Rube ausgebt, und ^ = 0 , wenn er in dem durch Tf = cc be- 
stimmten PunM A ankommt. 

Ist die Curvengleicbung gegeben, so kann man sicb vorstellen, np und s 
seien als Functionen von z ausgedrtickt. Setzt man dann 

ds = (p{z)dz, 

so ist die Uebergangszeit T von z ^ c bis = 0, wie man leicbt siebt. 


J y(e*- 


(f (g) dz 
z^) 


29 * 
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Um die Form der Function (p zu iinden, welclie dieses Kesnltat von dem 
Bogen unabhangig maclit, setze man den Differentialquotienten von T nacb c 
gleicb Null. Substituirt man 2 ; = c | , so wird 

jyw-i’) * J v^i-e) 

0 0 

Das Integral kann nur dann fur alle Wertlie von c Null sein, wenn cp'{c^) = 0 
ist. Ware qp'(c|) nicbt Null, so konnte man dadurcb, dass man c Idein genug 
annimmt, bewirken, dass qp'(c|) dasselbe Vorzeiclien von J ~ 0 bis ^ = 1 behalt; 
jedes Element des Integrals wiirde auf diese Weise dasselbe Vorzeichen baben 

und ibre Summe konnte nicbt Null sein. Setzt man nun so vrird 


die Uebergangszeit T ^ 7t/2m. 

Scbreibt man der Kiirze wegen 
Gleicbungen 

u 

me — “ 5 — 1 
ds ’ 


fi'lf; — Ics^ 


'V 

Pe^‘‘ dip = Z 


SO ist P aua den beiden 

2 


cc 


zu ermitteln. Integrirt man die erste von = a bis 'i/> , d. b. ^ = 0 bis z , und 
setzt in die zweite ein, so erbalt man 
rentiation und Reduction ergibt sicb 


i^mj^e^^ds^ ='^J^Pe^^ds, Durcb Diffe- 



und daber 


= 


dP 

dip 


{^ + /c»P. 


Baraus, dass P fnr ip — a verscbwindet, ergibt sicb die Bestatigung des 
Satzes, dass der Punkt, in welcbem die tautochrone Bewegung endigt, eine Gleicb- 
gewicbtslage sein muss ; § 489. 


Beisp. Man zeige, dass dieses Gesetz fur die Kraft in dem Lagrange’scben 
Ausdruck ffir tautocbrone Krafte entbalten ist. 

Yergleicbt man die Lagrange’scbe Gleicbung in § 491 mit Gl. (2) dieses 
Paragrapben Glied fur Glied, so findet man einen Ausdruck fiir f(s)^ d. b. — P, 
welcber mit dem obigen iibereinstimmt. 

Dadurcb, dass die Bedingung des Tautocbronismus aus dem L agrange’scben 
Ansdruck abgeleitet wurde, baben wir bewiesen, dass die Bedingung ausreicliend 
die Art, wie der Beweis in diesem Paragrapben gefiibrt wurde, zeigt, dass 
aucb nothwendig ist. 


. Beisp. JEJuler’s Theorem. Ein Massenpunkt bewegt sicb auf einer 
live unter der Wirkung einer Tangentialkraft P, die eine Function 
udes $ des Massenpunktes von der Gleicbgewicbtslage A ist, und die 
zur Ankunft in A von einer beliebigen Ruhelage aus bangt von dem 
.icbt ab. Man beweise, dass, wenn die Bewegung im luftleeren Raum 
ndet, P ^ cs und dass P in einem Mittel, dessen Widerstand Icv^ ist, 
— 1 ) ist. 

Der Satz wird am besten auf die Art wie in § 495 bewiesen und nicbt als 
speoieller Fall aus dem allgemeinen Theorem abgeleitet. 

§ 497. Man bestimme, wie die Zeit bis zur Ankunft in der Gleicbgewicbts- 
lage A in § 495 sicb andem wurde, wenn der Widerstand in '^Icv um- 

geilndert wird. 

Die Bewegungsgleicbung (2) des § 495 wird jetzt 
dv 7 ;* 

^ H 1- + ^ Uv - P 

(It Q 
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imd binn, wie in § 495, gesclirielDen werden 

+ 27«(c“«) + e“P = 


(U 


vorauKgCHetzt, dass = 


- fx'ip — h' s ist. Setzt man e"ds ^ dio^ so wird 
d^iv , dxv , -r. 


Die Zeit bis ziir Ankiinft in dem durch lo = 0 bestimmten Punlct A wird un- 
aldiangig von dem Bogen, wenn man das letzte Glied gleicii setzt. Es ist 

dann = 7n^c~~^^ da ^ also dei'selle Worth von P wie zuvor. Die Zeit bis zur 

Ankniirt in der GleichgewicMslage ist jetzt dnrcli die Ideinste positive Wurzel 
(lor Gleichimg tg nP= — n//c gegeben, worin wahrend die Zcit 

von einer Knlielage bis zur nilclisten rcjn ist, § 434. 

§ 498. Epimjcloideii u. s. w. Unter der Annahme, dass die Curve rank, 
der Widerstand 2JcVy dir3 Kraft centx*al und gleick Xr nnd die tautoclirone Periode 
gegeben sei, zu bcweison, dass die Dilierentialgleichung der Babn p ist, 

worin i (1 ~)-> 7}r/l) = 1 -J- |u-“ und I positiv ist, wenn die Ki’aft abstossend wirkt. 
Die Constante ist eine Function der Periode, dex’en Wertli in § 497 angegeben 
wurdc; ist dor Widerstand Null, so wird die tautocbrone Periode it/ 2 in. Man 
bcstimme aucli die in der Gleicbung entbaltenen Curven. 

In dioBCin Fall ist (x ~ — I dp/ dip., II— Ip; siehe die Fig. S.450. Da lc—0 
ist, so nimmt die Bedingung fiir den Tautochronismus die einfachere Form 
=: d PI dip — ftP an. Setzt man fiir P seinen Werth G — fiJff ein, so erbalt 
man sofort das gewiinschte Resultat. 

Uvi die Curven ^ — ip zu erlialten, beachte man, dass bei der Epicycloide, 

wenn a und h die Radien des festen bez. rollenden Kreiaes sind, — = 1 — 7 " x 2 ^2 
ist, wabrend bei der Hypocycloide b negativ ist. ^ ) 

(1) Wenn i einen negativen Werth hat, so ist die Curve eine Hypocycloide. 
Dazu gehort, dass ni^/X algebraisch kleiner als — 1 ist, wahrend jeden be- 
liebigen Werth haben kann. Die Centralkraft ist daher eine anziehende Kraft. 

(2) Ist i positiv und kleiner als die Einheit, so ist die Curve eine Epicycloide. 

Dazu gehort, dass 0 und die Centralkraft atbsst daher ab. 

(3) Ist i positiv und grosser als die Einheit, so nimmt die Curve andere 
Formen an. Setzt man i — 1 4* so wird ihre Differentialgleichnng offenbar 


d^pjdip^ 


(rp. 


Lilsst man die ic-Axe um den Coordinatenanfang rotiren und 


dabei den geeigneten Winkel beschreiben, so lasst sick das Integral auf eine der 
Formen 

reduciren. Da bei jeder Curve die Projection des Radiusveotors auf die Tangente 
dpi dip ist, so hat man 

=- -j- [dpjdipy^ cotg {ip — d) 5 = dp/ p dip . 

Man kann daher die Polarcoordinaten r, 9 durch ip als Hulfswinkel ausdruoken. 
Zeichnet man nun die Curven auf, so kommt man zu zwei Arten von Spiralen, 
je nachdem man die oberen oder unteren Vorzeichen nimmt und ausserdem zu 
einer logarithmischen Spirale, weim der Winkel (3 durch die Gleichung sin® p=l/i 
gegeben ist. 

Da die beiden Arten von Spiralen nicht durch den Coordinatenanfang gehen, 
so findet man den Gleichgewichtspunkt , in welchem die tautochrone Bewegung 
endigt, dadurch, dass man tg g? == 1/fA macht, unter qp den spitzen Winkel ver- 
standen, den der Radiusvector mit der Tangente bildet. Bei der logarithmischen 
Spirale ist der Coordinatenanfang der Gleichgewichtspunkt, denn die Centralkraft 
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Terschwindet in ilim. Bei der ersten Art Ton Spirale Tariirt der Wink el (p, d. b. 
'ipr^O^ von fiir ip => 0 bis arc tg 1/a, wenn op unendlicli gross -wird, nnd bei 
der zweiten Art variirt 9 von Null bis arc tg 1/a. Baker bat die erste oder die 
zweite Art von Spirale einen Gleichgevricbtspunkt und ist tautocbron, je nacbdem 
pb <] Oder > a; wobei der Bogen, der zu bescbreiben ist, auf der Seite der G-leicb- 
gewichtslage liegen muss, auf welcber tg 9 <] l/|u. ist. Die logaritbmiscbe Spirale 
wird ebenfalls tautocbron sein und der Bogen am Krliftecentrum endigen, wenn 

ft > a. 

Aus dem gegebenen Wertb von i gebt bervor, dass — a^= im^X; daber 
ist vi^X positiv odor negativ, d. b. die Centralkraft stosst ab oder ziebt an, je 
nacbdem ft > a oder < a ist. Da i > 1, so muss im ersten Fall ft® ]> m^X sein. 

Man bat also die folgenden FLllle: (1) die Kraft ziebt an; ist 77r/i <] — 1, so 
ist die Curve eine Hyi:)Ocycloide; ist — 1 aber <C so ist die Curve die 

crsto Spirale oder die logaritbmiscbe Sioirale, jo nacb der Lage des Punktes, in 
wclcbem die Bewogung endigen soil; (2) die Kraft stosst ab, d. b. m^X > 0; die 
Curve ist eine Epicycloide oder die zweite Spirale, je nacbdem ft® < oder '^m^/X, 
Ist — — 1, so wird der Krummungsradius q unendlicb gross und die Curve 
eine grade Linie. 

§ 409. Beisj). 1. Bin System, das einen Freibeitsgrad hat, ist durch 2 
U = f(0) delinirt. Man beweise, dass die Bewegung tautocbron ist, wenn 

U (Zoj . [Man setze MclO == ds und benutze § 496.] [Appell.] 

Beisp. 2. Ein System, das zwei Freibeitsgrado bat, ist durch 
2T= .40'®+ ^Bd'cp'+ O9'®, U^F{e,<p) 

deiinirt, worin 4, JB, G gegebene Functionen von 0, 9 sind. Man stelle den 
Zwang lest, der in das System eingefvibrt werden muss, damit die Bewegung 
tautocbron werde. [Man nebme an 9 = f{Q) und benutze Beisp. 1.] 

[Appell, Comptes Eendus, 1892.] 

Beisp. 8. Wenn die Bewegungsgleicbung ^ ist, worin p und q 

GfS 

gegebene Functionen von s sind, zu beweisen, das die Bedingung filr den Tauto- 
cbronisimis pq — "idq/ds = 4m® ist. (Man folge der Metbode in § 494.) 

[Appell, Traits de Mdcaniq[ue, Bd. 1, 1893.] 

Schwingungen von Cylindern und Kegeln in zweiter 

Aniiaiieruug. 

§ 600 . Stabilitatsbedingung fiir Cylinder bei Anniilierungen hdherer Orduniigeii. 
Wenn wie in § 441 ein sebwerer Cylinder im Grleicbgewicbt auf einer Seite cines 
festbegenden rauben Cylinders rubt, so bestebt die Stabilitatsbedingung darin, 
dass der Scbwerpunkt innerbalb eines gewissen Kreises, des sogenannten Stabili- 
tatskreises, liegen muss. Liegt der Scbwerpunkt auf dem Dmfang dieses Kreises, 
so beisst das Gleicbgewicbt zunaebst neutral j im Allgemeinen jedocb ist es entweder 
stabil oder unstabil und ist nur ein boberer Grad der Annaberung erforderlicb, 
um zwischen beiden Zustanden zu untersebeiden. Jeder Grad der Annaherung 
Idsst sich einfach dadurch erreiclien^ dass man eine gewisse 6rrdsse so oft diffe- 
remirt, his man zu einem Besultat kommt, loelches von Null verschieden ist. Das 
Vorzeiclien dieses Besidtates entscheidet uher die Stabilitdt oder Unstabilitdt des Gleich- 
gcioiclites. Die Grdsse des EesuUates in Verhindung mit gewissen anderen JEJlementen 
setzt %ins in den Stand, die BewegungsgleicJiung zu bilden. 

§ 501. Ln Gleicbgewicbtszustand liegt der Scbwerjpunkt in der durcb den Be- 
rdbrungspunkt gehendenYerticalen. Der Korper moge sicb um irgend einen Winkel 0 





^00 


gcdroht, liaben, ho diias in der Fic^ur Gr die Lage des Scliwerpunktes undider Be- 
rvihningHinmkt int I V nidgo dioVerticale sein, CID die gemeinscliaftlicheNormale der 
beiden Cylinder, G und D die Kriimmungsmittelpunkte ibrer 



QuerBcbnitte. Es sei q = CI^ q' = DI und i = -1 -L -i 

^ 9 9 ^ 

HO (lass z der liadms der relativen Kriimmung ist. 

Es mdge IG ^ r^ die Winkel GIG = ?^, GIV = cp 
mid IP==^ ds sein. Man hat dann die vier folgenden Hiilfs- 
gleichungen 


dr 

, = sin n , 
ds 

(l(p 1 cos n 

(is z r ’ 


dn cos n 1 

ds r Q 

ds 

dd^^’ 


i.)a G I. der KadiuHVcct.ov der oberen Curve auf einen in Bezug auf ihn fest- 


liog(‘.nden Coordinatonaulang G- bezogen und ■— — n der Winkel ist, den dieser 

RiidiuHvoctor niit der Tangonto in I bildet, so ergibt sich die erste dieser Hiilfs- 
gbiicliungiin von sclbst. Um die zweite zu erhalten, beachte man, dass C der 
.Kn’innnungHinittelpnnkt ist, dor Abstand GG daher ebenso wie der Kriimmungs- 
I'adiuH constant lihubt, wenn sich I die kieine Streoke ds bangs des Bogens bewegt. 
Nun ist 


und dalior 


GC^-^ r®-j- cos n 

0 ^ (.)• — Q COS n) dr + e?* n du. 


Subfitituirfc man fiir dr seinen Werfch aus der ersten Hulfsgleichung, so er- 
liillt man uninittelbar die zweite. Was die dritte angeht, so bemerke man, dass 
cp + n der Winkel ist, den die Normale Z> J an die untere im Baum festliegende 
Curve mit einer Geraden bildet, die ebenfalls im Baum festliegt. Daher ist 

■— = 4 , woraus die dritte Gleichung folgt, wenh man die zweite zu Hiilfe 
ds ds Q 

nimmt. Die vierte Gleichung ‘wurde in § 441 bewiesen^ der Beweis lasst sich fol- 
gondennassen zusammenfassen. Sind (7P, J9P' die beiden Nonnalen, welche sich 
in einer Geraden befinden, wenn sich der Korper um den Winkel d6 gedreht hat, 

so ist dd = jPCI + F'DI, woraus sich dO — ds + ergibt. 


§ 602. Im Gleichgewichtszustand muss sich der Schwerpunkt des Eorpers 
vertical uber dem Stutzpunkt befinden. Daher ist 9 == 0 . In jeder andern Lage 
des Korpers ist der Werth von cp durch die Beihe 


dep . d^cp 

^ ds^ 1 ■ •2. 


etc. 


gegeben. 

Wenn in dieser Beihe der erste Coefficient, welcher nicht verschwindet, 
positiv und von ungrader Ordnung ist, so bewegt sich ofl’enbar die Linie IG nach 
derselben Seite der Yerticalen, nach welcher sich auch der Korper bewegt. Das 
Gleichgewicht ist daher unstabil ftir Verriickungen nach beiden Seiten der Gleich- 
gewicbtslage. Ist der Coefficient negativ, so ist es stabil, Ist das died dagegen 
von einer graden Ordnung, so andert es mit s sein Vorzeichen nicht; das Gleicli- 
gewicht ist daher fiir eine Verriiekung nach der einen Seite stabil, nach der 
andern unstabil. 

Der erste Differentialquotient ist durch die dritte Hulfsgleichung gegeben; 
den zweiten findet man aus dieser, wenn man sie differenzirt und fiir ^ und 
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aus den andern substitnirt; den dritten durch Wiederholung des Verfalirens nnd. 
so jeden der iibrigen, wenn es notliig ist. 


§ 503 . Verscbwindet der erste Differentialquotient nicht, so ist das Gleieli- 

gewicht stabil oder unstabil, je nachdem sein Vorzeiclien negatir oder positiv ist. 
Dies fulirt zn der Bedingung, dass t kleiner bez, grosser als a cos n scin niuHs, 
was mit der in § 4=41 gegebenen Regel nbereinstimint. 

Igfc ^ 0, so hat man r = ^ cos n nnd der Scbwerpnnkt licgt inithin anf 

ds 

dem Dmfang des Stabilitatskreises. Durcli Differentiation ergibt sicli 

1 [ i\ , 2 sin cos n sin n . . 

7^ 77 ^ ^ 


d^cp 

ds^ ' 


nnd wenn man fur r nnd z ibre Werbhe einsetzt 


d^(p 

ds^ 




1 

ds\Q ‘ Q 


1st dieser Differentialquotient nicht ISTull, so ist das Gleic]ig*ewiclit fiir V(‘r- 
rilcknngen nach der einen Seite der Gleichgewiclitslage stabil, fiir solchc nach dor 
andern Seite unstabil. 

Ist dagegen auch == 0 , so difterenzire man (1) noch einmal. IsTacli einigon 
Rednctionen findet man 

ds^ ds^ \Z / ' '' Q/ Z ds\(}/ Z^ \q*q') 


Das Gleichgewicht ist stabil oder unstabil, je nachdem der Ausdruck negativ 
oder positiv ist. 

Ist der Querschnitt ein Kreis oder eine Gerade, so lassen sich diese Aus- 
driicke sehr vereinfachen. 


§ 504. Beisp. 1. Ein schwerer Korper ruht in neutralem Gleichgewicht 
auf einer ranhen Ebene, die mit dem Horizont den Winkel n macht. Man zeige, 

Tfis Gleichgewicht, wenn ^ nicht gleich tg n ist, stabil far Verriickungen 

einen Seite und unstabil fiir solche nach der andern Seite ist. Wenn diese 
g aber besteht, so ist das Gleichgewicht stabil oder unstabil, je nachdem 

v oder negativ ist. ds wird dabei positiv genommen in der Richtung 
welche die Ebene Jiinabgeht 

.iige, dass damit auch gesagt ist, dass das Gleichgewicht stabil oder 
.st, je nachdem der Mittelpunkt des Kegelschnittes irmigster Beriihrung 
. oberen Rorper ausserhalb odes innerhalb des Stabilitatskreises liegt, 

Beisp. 2. Wenn eine convexe Kugeloberflache auf der Spitze einer festliegeuden 
convexen Kugeloberflache in zunachst neutralem Gleichgewicht ruht, so ist das 
Gleichgewicht in der That unstabil. Wenn aber die concave Seite der unteren 
Flache nach oben geht, so ist das Gleichgewicht stabil oder unstabil, je nach- 
dem ihr Radius grosser oder kleiner als der doppelte der oberen Flache ist und 
wird in der That neutral, wenn ihr Radius doppelt so gross als der der oberen 
Flache wird. 

Die bewegliche Kugelflache muss in diesem Beispiel natiirlich so aqui- 
librirt werden, dass sich ihr Schwerpunkt in einer Hohe uber dem Stutzpunkt 
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Schwiugnngen in zweiter Aimahernng (§ 502—506), 

bcfindct, fiir wclclic das Gleichgewiclit bei einer ersten AnnUherung neutral ist. 
Wcnn z. B. dor Radius der unteron Fliiche doppelt so gross als der ibrige ist, 
so liegt ilir Scbwerpunbt auf ihrer Oberflacbe, d. li. in eiuem Abstand vom Be- 
riihrungspunkt, der doi)pelt so gross als ilir Radius ist. Der Schwei’punkt liegt 
auHscrlialb oder innerhalb der oberen Flilche, je nacbdem der Radius der unteren 
inobr Oder wcniger als das doppoltc desjeiiigen der oberen betragt und wenn die 
untere FblclKi eben ist, so liegt der Scliwei’punkt ira Centrum. In diesem letzteren 
Fall ist ferner das Gleichgewicht in der Tliat neutral. 


§ 505. Sclnvinguiigcii von Cylindern bei Aiiiialiornngen holieror Ordnuiigeii. Bis 

m eincm hcUchigcTi Grad der Anmluirung die aXlgemeine BeivegtmgsgJeicJiimg eines 
Cylmders pm bilden, der um eine Gleichgeioichtiilage schvingt. 

Boliillt man die bisherige Bezeiebnung bei, so ist mit Bezug auf die Fig. 
S. 4-55 die Gleicbung der lebendigen Kraft 


worin U die Krliftelu notion und Jc den Tiiigbeitsradius des Kdipers fur seinen 
Scbweipunkt ];cdeutct. Dilforenzirt man sie nach 6^ wie in § 448, so wird 




drO , dr 

dP 


dt) dO 


Die rcclite Seitc der Gleicbung ist nacli § 340 das Moment der Krafte um die 

dr 

Momentanaxe und daher in unserm Fall gr sin g?. Substituirt man fur aus 
den Hulfsgleichungen in § 501, so wird die Bewegungsgleicbung mitbin 

{¥ + + rz sin = gr sm y. 


Man verfabre so, wie in § 502. Man entwickle jeden Coefficienten nacb 
dena Taylor’seben Theorem nacb Potenzen von 0 , •welches man so zu wablen hat, 
dass es in der Gleichgewichtslage versebwindet. Dazu bat man die successiven 
Differentiale dieser Coefficienten bis auf eine beliebige Ordnung nothig und muss 
sie durch die Anfangswerthe von 9 , n und r allein ausdriicken. Die ersten 
Dilferentiale sind in den Hulfsgleichungen, § 501, enthalten. Tim die andem zu 
finden, differ enzire man diese Hulfsgleichungen successive so lange, bis man so 
viele Differentialquotienten erhalten hat, als erforderlich sind. 


§ 506. Die Gleicliung hei erster Naherung zu bilden. Die Anfangs- oder 
Gleicbgewichtswei’the von n und r seien a und h. Die Gleicbung ist dann 

Man hat r sin cp bis zur ersten Potenz von B zu finden. Nun erhalt man 
dui’ch Substitution aus den Hulfsgleichungen 

d dr d^ •! ( ^ cos Ti'X 

^ (r sin g?) = — sin qp + r ~ cos gj — sm n sin gp + cos g? —j 


und durch Reduction daher 


de 


(r sin g?) == r cos cp 


z cos {cp — n). 


Im Gleichgewicht liegt G in der durch den Beriihrungspunkt gehenden 
Verticalen und ist daher der Anfangswerth von cp Null. Die Bewegungsgleicbung 
ist mitbin 



V*' T /I/ ; 




dieselbe wie in § 441 . 


§ 507. Die Glcichung hei meiter Annahenmg m biJden. Dcr boreits gefundono 
erste Differentialquotient von r sin cp muss noch einmal diftercnzirfc werdmi und 
mir die Glieder sind beizubelialten, welche fur 93 = 0 nichf verscliwinden. Man liali 


(r sin cp) = I ^ cos a -f- — d- 
^ ^ I ds z ' 


sin 2 a sin a 

h Q 


Die Bewegiingsgleichung bei zweiter Annillierimg isfc dalier 
(7cs 4. -iliz sin a • 6) sin « = 

. 7 x /I , pf d 1 . sin2« sin a] 0'^ 

(« cos a — 7i) 5-0 + I a cos or - + - ■ | 


und kann auf die Form gebraclit werden 




cos 0; — lb 
7c*H-7t2 ' 


IhZ sin cc 


o 272 I ^ f ciJ 1 , sm2a sin« 

c == + -- g — h; cos a , 

' 2 ds z ' h Q 


I isfc. 


Niminfc man an, a sei von Null verschiedcn, so orhalfc man die Auflosung 


0 = .A sin (at -|- J5) -1- ■ 




worin A und B zwei unbestimmte Constanfce sind und das erste Glied die nrstc 
Annaberung darstellt. Daraus geht hervor, dass die erste Annaherung im Wesent- 
lichen genau ist, es sei denn, dass a klein, d. h. das Gleichgewicht naliezu neutral 
ware. Die kleinen Gliedcr haben die Wirkung, dass sie die Scliwingungsweite 
nacb der unteren Seite des Gleichgewicbtes um ein Geringes grosser als die nach 
der oberen macben. 


§ 508. Scliwingnngen von Kegeln tei Anualierangen lioherer Ordnungen. Die 

allgemeiw JBewegtmgsghicJmng fiir einen sclmeren Kegel zu finden, der auf einem 
festUegenden voUhommen rauhen Kegel rollt. 

Wir wollen ebenso verfahren und dieselbe Bezeicbnung benutzen, wie in 
§ 483. Ein TJnterschied existirt jedocli. Da aich der bewegliobe Kegel nieht im 
Gleichgewicht befindet, so liegt sein Schwerpunkt nicht in der Verticalebene WO I 
Wie zuvor seien die Bogen IG=r, ITr= 2 und die Winkel GIG^n 
WIC = i}i. ’ 

Ist die Winkelgeschwindigkeit des beweglichen Kegels um seine Momentan- 
axe 0 J, so hat man nacb § 448 




woiin L das Moment der Schwere um 01 bezeichnet. 

Bei dem EoUen des Kegels bewegt sich der Punkt I auf dem Durchschnitt 
des festen Kegels mit der Kugel. IP = ds sei der in der Zeit dt besohriebene 
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Bogon. Am vortbeilhaftcsten ist cs, s zur Coordinate zu nelimen, durch welche 
die Lage dos Kegels bestimmfc wird. 

Aiif dicsclbe Art wie in § 484 findet man 


dfi sin (q -)- q') 
dt sin sin q 


( 2 ). 


Um mm das Moment dor Sclnvere nm 01 zxi crmittcln, gehen wir \\deder 
so vor, wi(‘. in 485. Zorlcgt man die Scliwere in der Riclitung und senlcrecht 
zu OJ, so hat die erstorc Componente kein Moment, Tvahrend die letzterc g sin^ 
ist. Diose letztore niogc parallel zur Geraden 
KO wirken, KWI ist alsclann ein Bogen in 
einer verticalen Ebene. Das gesuchte Moment 
ist dann das Product aiis den Componenten der 
Schwere und der Projection ‘von OG auf OAT, 
wenn 11 dor Pol des Bogens KWI ist. Das 
Moment ist dalier go^IIG. Um con HG 

zu linden, verlangere man JIG bis zum Durch- 
sehnitt M mit KWI. In dem rechtwinkligen 
Dreiock GIM ist dann 

sin GM:= sin GI sin GIM. 

Das Moment L ist daher 

ij == — g]i sinr sin {n — 'ip) . . (3). 


m- 



Wonn die Porm der Kegel bekannt ist, so kann man K, r, z, n und t/? 
durch s Oder irgend eine andere beliebige Coordinate ausdriicken. Die Bewegungs- 
gleichung ist dann bekannt. 

Die Ausfulirung geschieht mittelst der vier folgenden Hulfsgleichimgen; 


dr 

— - = sin n , 
ds 

dn 

ds 

= cotg z cos ■?/> -f cotg q ' 
els 


-V- — sin ip 
ds 


cotg r cos n — cotg 9 


(^)- 


Der Beweis derselben wird dem Leser iiberlassen. Man erhalt sie auf dieselbe 
Art, wie friiher bei dem Cylinder, mit dem einzigen Unterschied, dass man 
spharischc Dreiecke statt ebener zu benutzen hat. 


§ 509. J3is zu einem heliebigen Grad dev Anndherung die Bewegungsgleiolvwng 
cines graden Kegels zu finden^ der um eine Gleicligeioichislage schwingt. 

Da der Kegel grade ist, so hat man K^ constant. Die Bewegungsgleichung 

ist daher K^-^- = L, worin SI und L die in den Gleichungen (2) und (3) in 
dt 

§ 508 gegebenen Werthe haben. 

Wir bemerken, dass in der Gleichgewichtslage 1 = 0 und daher w = ^ ist. 
Die Coordinate s moge so gewahlt sein, dass aiich sie in dieser Lage verschwindet. 
Man hat daher nun SI und L nach Potenzen von s zu entwickeln. Dazu benutze 
man das Taylor’sche Theorem und erhalt so 


L = 




worin die Klammern angeben, dass s nach der Ausfdhrung^ der Differentiation 
gleich Null zu setzen ist. Diese Differentiation en lassen sich sammtlich ohne 
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Schwierigkeit ausfiihren, wenn man den in (3) fiir L gegebenen Aiisdruck bcnufczl; 

iind bestandig die Wertbe fiir etc. aus den Hiilfgsleicli ungen (4) sub- 

Cii S (a/ s 

stituirt. Man kann auf dieselbe Art bebandeln. 

Die Bildung der Bewegungsgleicbung wird auf diese Art auf die Diflbrcntiafcion 
eines belcannten Ausdruclcs und die Substitution bekannter Functionen roducirt. 

Man kann diese Methode benutzen, um die Bewegungsgleicbung bis v.wr 
ersten Potenz zu erbalten, Man bat so 




di Sit 

clt 




sin z sin {n — 'J/^) ) s . 


Substituirt man fiir SI und bebillt auf der reebten Scito nur die Cliedor bei_, 
die fur i/; == w nicht versebwinden, so erbiilt man 


gh dt- 


I sin (z — r) cos n 


sin D sin o 

— i — — sin r Kin z 

sin(9 + C>) 




was mit dem Resultat in § 483 iibereinstimmt. 

1st der Kegel kein grader^ so kann man durcb r und n auHdriicken und 
auf dieselbe Art verfabren. 


§ 610. Beisp, Ein sebwerer grader Kegel rubt in neutralcm Gleicbgcwiclit 
auf der Oberflacbe eines andern graden Kegels, der im Itaum foKtliogt und ibre 
beiden Spitzen fallen zusammen. Man zeige, dass die Bewegungsgleicbung init 
Einscbluss der Quadrate kleiner Grossen 


gh dt^ 


sin Q sin q' sin (r — z) sin {q — r) 
sin (9 -|- ^0 sin r sin q 


cotgz + 2cotgr — cotgp } ■ 



Noten. 

1) Ueber die vier aqixivalenten Punkte eines Korpers, 

In § 44 wurde g*eiieigfc, dass man vier Massenpunkte von gleiciier Masse 
fiiidon kann, welcho das niimliche Tragheitsmoment^ wie ein beliebiger Korper 
besitzen, imd angegeben, wie man ibre Lage mittelst eines Tetraeclers bestimmeii 
kann. Aus ^ 4‘2, Beisp. 3 lasst sich jedoch nocb eine andere Construction ab- 
leitcii, der ein Ellipsoid zu Grunde liegt. 

In § 42 handelt es sicb kurz um das Folgende. Das Legendre’sebe 
Ellipsoid fin- den Schwerpunkt des Korpers ist, wie in § 29 erldart wurde^ von 
gleicliem Moment einerseits wie der Korper, und andererseits auch vier gleicben 

Massenpunkteii, von denen jeder die Masse bat und an seine riebtige 

Stelle gebraebt ist, und einem funften Massenpunkt Equivalent, der den Best der 
ganzen Masse des Korpers hat und im Schwerpunkt 0 liegt. Setzt man nun die 
beliebige Grosse gleicb 3/6, so ist die Masse des funften Punktes Null. 

Um die vier ilquivalenten Punkte eines Korpers zu ermitteln, construire man 
ein Ellipsoid, das dem Legendre’seben Ellipsoid fiir den Schwerpunkt 0 abnlicb 
ist, dessen Dimensionen aber in dem Yerbaltniss 1 : ]/3/5 reducirt sind. Die ge- 
suebten Punkte sind vier auf diesem Ellipsoid liegende Punkte derart, dass ibre 
excentriseben Linien (§ 40) gleicbe Winkel miteinander macben; mit andem 
Worten, sie liegen in den vier Eckpunkten des in das Ellipsoid eingesebriebenen 
Tetraeders von kleinsteni Yolumen. 

Ist der Korper gegeben, so kann man das Ellipsoid gleicben Momentes aus 
seiner Definition in § 29 ableiten und die vier Massenpunkte dann an ibre 
riebtige Stelle bringen. Wenn umgelceTvi't die Lage der vier Massenpunkte, sagen 
wir ABCD^ bekannt ist, so ist das Ellipsoid gleicben Moments fiir ibren Sobwer- 
punkt dem das Tetraeder ABGD umsebreibenden Ellipsoid abnlicb, dessen Mittel- 
punkt im Scbwei’punkt liegt und dessen lineare Dimensionen in dem Yerbaltniss 
■j/fi/o : 1 vergrossert sind. Wie in § 43, ist das Ellipsoid gleicben Moments aucb 
dem eingesebriebenen Ellipsoid abnlicb, welches jede Seitenflacbe in ihrem Sebwer- 
punkt beriibrt, dessen lineare Dimensionen aber im Yerbaltniss 1 : yifi grosser 
sind. Es ist aucb dem Ellipsoid abnlicb, welches jede Kante in ihrem Mittel- 
punkt beriibrt und dessen lineare Dimensionen man in dem Yerbaltniss 1 : 
vergrossert bat. 

Die Halbaxen des eingesebriebenen Ellipsoids sind in § 46 durcb eine 
Gleicbung dritten Grades bestimmt worden, deren Coefficienten Functionen 
der Seitenflacben und Kanten des Tetraeders sind. Die Lage der Axen ist 
aucb geometriscb bestimmt worden. Die Haupttragbeitsmomente ergeben sicb 
daraus leiebt. 
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Man kann die Anzahl der aquivalenten Punkte nur dann auf weniger als 
Yier reduciren, wenn eine Ekene vorlianden ist, filr welche das Tragkeitsmoment 
des Korpers Null mrd. Die aquivalenten Punkte liegen selbstverstiindlich in dieser 
Ebene. Wenn der Kdrper eine Lamelle ist, die in der icy-Ebene liegt, so wird 
das Legendre’scbe Ellipsoid eine diinne Scbeibe (stark abgeplattetes Ellipsoid), 
die von der Ellipse 

_ 6 
2my^ M 

begrenzt wird. Beducirt man die Liniendimensionen dieses Ellipsoids im Ver- 
billtniss 1 : "j/S/S, so ist die 5 auf der recbten Seite durcli eine 3 zu ersetzen. 
Einen der Massenpunkte kann man pasaender Weise auf das Ende C der Z~Axo 
der reducirten Scheibe setzen; er liegt mithin scbliesslich im Schwerpunkt 0. 
Die iibrigen drei befinden aicb dann auf einein elliptiacben Schnitt, welcher der 
2/ -Ebene parallel ist und die VerUingeruug von CO dcrart in einem Punkt JSf 

triift, dass der Scbweip>unkt aller vier Punkte in 0 liegt. Olfenbar ist OiV — y 0(7 
und ist der elliptiscbe Schnitt dem Hauptschnitt durcli die ic 2/ -Ebene ahnlich, 
hat aber lineare Dimensionen, die in dem Yerhaltniss 3:2]/2 reducirt sind. 

Die Lamelle ist jetzt gleichen Momentes mit vier Massenpunkten. Soil der 
im Schwerpunkt liegende eliminirt werden, so sind die Massen der iibrigen drei 

von i M auf y M zu bringen und mithin ihre Abstande vom Schwerpunkt in 

dem Yerhaltniss von 2 : *)/3 zu vermindern. Die drei Massenpunkte liegen somit 
auf einer Ellipse, welche man erhalt, wenn man die linearen Dimensionen der 
die reducirte Scheibe begrenzenden Ellipse in dem aus den beiden obigen Yer- 
haltnissen zusammengesetzten Yerhaltniss, d. h. in dem Yerhaltniss von 
reducirt. Die Ellipse, auf welcher die drei Punkte liegen, ist daher durch 

X" ^ 2 

2mx^ * Zmy^ M 

gegeben. Damit stimmt das Resultat liberein, zu dem wir in § 44 auf anderem 
Weg kamcn. 


2) Ueber den Beweis der Lagrange’scben Glelcbungen. 

Der Beweis der Lagrange’schen G-leichungen in den §§ 397 bis 399 
lilsst sich etwas anders fiihren, wenn man als Lemma eine Yerallgemeinerung 
des in dem ersten Beispiel des letztgenannten Paragraphen gegebenen Theorems 
benutzt. 

Lemma. L sei irgend eine Function der Yariablen £C, 2/, x\ y\ etc. 
und t Wenn man .t, y, etc. als Functionen irgend welcher unabhangiger Yariablen 
0, 9, etc. und t ausdriickt, so wird 


d dL 

dL 

(1^ 

dL] 

1 

/^9i 

dL] 

dt 90' 

Be 

dx' 

dx) 


\dt dy' 

dy) 


+ etc. 


Um den Beweis zu fiihren, setze man 


,, a: = /■(*, 0, 9), etc.) (1), 

daher 

= ( 2 ). 


mit ahnlichen Ausdriicken fiir etc., worin die etc. sich auf die iibrigen 
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Variablen qp, a/>, etc. beziehen und die Indices partielle Differentialc[uotienten 
angeben. 

Da 0 in den Ausdruck L sowolil durch y, etc,, als x\ y\ etc. eingefiibrt 
wird, wlilirend 0' nnr mittelst y\ etc. auftritt, so erblllt man die partiellen 
Diffcrentialquotienten 

dL dL dx , dL dx' , , dL dLdx' ^ 


Diffcrenzirt man (2), so ergibt sicb 

dx' __ n _d_x 
36' "■ 36 


innl tlarans 


Da 


d 3L 
dt 30' 


dt 


ax 

30 


(; 


i. 

xit dx' 


dL\ dx 
dx 


) 36^ 


etc. 


, ax ( d ,, dx\ , , 


f === fiM 4- /’oo = 


3x' 

Jo 


ist, so verschwinden nach (2) die G-lieder in der zweiten Zeile. Das Lemma ist 
somit oline die Annabme bewiesen worden, dass die Beziebungen zwischen den 
Variablen Xj y, etc. nnd 0, qp, etc. von t unabhilngig sind. 

Dm nun mit diesem Lemma die Lagrange’sehen Gleicliungen zu beweisen, 
setze man L — X + worin 

2T ^ :Sm(x'^+ y'^-\- z'^) 


ist und z die Coordinaten des Alassenpunktes ?/j darstellen. 

Man erhalt 


^ 3__L 
dt 36' 


ax 

do 


= Em 


[x 


djT\ ^ 
dx) dd 


etc. 


(4). 


Die rechte Seite dieser Gleicbung ist, wenn sie mit 66 multiplicirt wird, 

das virtuelle Moment aller Krafte 771 ^x" — fur eine Verruckung wahrend 

man die entsprecbenden Verriickungen von x^ y, etc. durcb Differentiation der 
Gleicbung (1) nacb 0, obne t zu variiren, findet. Nacb dem D’ Alembert ’scben 
Princip befinden sicb diese Krafte aber im Gleicbgewicbt und ist die Summe ibrer 
virtuellen Momente fur irgend eine mit den zur Zeit t geltenden geometriscben 
Gleicbungen vereinbare Verriickung Null. Die rechte Seite der Gleicbung (4) 
verschwindet mitbin. Damit ist die Lagrange’scbe Gleicbung der zweiten Art 
bewiesen. 

Setzt man T statt X in (4), so ist 


d 3T 
dt 86' 


dT 

do 


= Emx" 


dx 

Je 


-f- etc. 


(5). 


Da die rechte Seite, wenn sie mit ^0 multiplicirt wird, das virtuelle Moment 
der Effectivkrafte mx"^ etc. ist, so stellt der Lagrange’scbe Ausdruck auf der 
linken Seite, nacbdem man ibn mit 66 multiplicirt bat, ebenfalls das virtuelle 
Moment der Effectivkrafte des Systems fiir eine Verriickung d0 dar. 

Ebenso erhalt man, wenn man T anstatt X in (3) scbreibt, 

dT ^ ,dx . , 
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Noten. 


Die linke Seite ist daher nach Multiplication mit SO die Summe der virtuellen 
Momente der Bewegungsgrossen der verBckiedenen Massenpunkte des Systems fiir 
eine Verriickung 8d. 

Die Fundamentalgleickung (A) ist aus den Principien der DifFerential- 
recknung okne irgend -welclie Bezugnahme auf meckanische Tkeoreme akgeleitet 
worden, Setzt man L — T U, so driickt sie aus, dass die Summe der virtuellen 
Momente der EiFectiv- und gegekenen Krafte fiir eine Verriickung dd immer 
denselken Wertk kat, durck welcke Coordinaten man auck diese Krafte aus- 
driicken mag. 



A n m e r k u n g e 11 

von H. liiebmann. 


Es Rollen in den folgenden Anmerkungen die vom Verfasser gegebenen 
Literaturnacliweise yervollstandigt werden, und namentlich soil zur Ergilnzung 
der englisclien Liter aturangaben aiif einige nicbtenglische Werke imd Abhand- 
lungen hingewiesen werden, in denen der Leser verscbiedene der im Text be- 
liandelten oder angedeuteten Fragestellnngen weiter verfolgen kann. (Anfpag. 78. 
und 144 siiid bereits solche Zusiltze gemacht.) 

Kapitel I. 

§ 8, pag. 5. Eine ahnliclie Zusammenstellung findet man bei: 

Eeye, Einfache Darstellung der Trilgheitsmomente ebener Eiguren (Zeitscbrift 
dentscher Ingenieure XIX, pag. 401). 

Eine Autzalilung der in der Praxis am bilufigsten zu berecbnenden Trilg- 
lieitsmomente findet man aucb in: 

Dea Ingenieurs Tascbenbuclt. Die Hiltte, 1, Abtiieilnng, IG. Anflage, Berlin 189G. 
§ 2G, pag. 21. Eine von Hesse eingefukrte, dem recijiroken Triigheitsellipsoid 
confocale Eliicbe ist das „imaginare 33ild“ eines Korpers. Seine Gleiclnmg ist: 

X‘^ Y- 1 

Smy^ ' Z’ms- M' 

Man vergieiche bierzu die 25^^^ Voiiesung von; 

Hesse, Vorlesungen fiber analytische Geometrie des Baumes. Leipzig 1876. 

§ 86 — 38, pag. 26 — 29. Wir machen darauf aufmerksam, dass die ersten 
Arbeiten von Eouth fiber Ersetzung eines Koq^ers durcb ein aquivalentes Punkt- 
system (z. B. Note of the moments of inertia of a triangle. Quart. Journal of 
Mathematics VI, 1863, pag. 70 — 78) alter sind, als die von Eeye 1865 veroffent- 
lichte, welche pag. 29 citmt wird. 

§ 60 — 63, pag. 45—48. Das System sammtlicher Haupttragheitsaxen bildet 
einen „tetraedralen Complex^, und die in diesen Paragraphen gegebenen Satze 
beruhen auf den Eigenschaften dieser Liniencomplexe. Wie sich die Theorie der 
tetraedralen Complexe allmalig entwickelt hat, kann man nachlesen in Kap. 8, 
§ 2 von; 

S. Lie u. G. S cheffers, Geometrie der Berfihrungstransformationen I. Leipzigl896. 

(Die ersten Entwicklungen von Bouth fiber das System der Haupttragheits- 
axen finden sich bereits in der ersten Auflage des Originals, 1860.) 

Kapitel HI. 

§ 103, pag. 85. Der in Deutschland und Oesterreich fur vergleichende Sohwere- 
mesBungen ubliche Pendelapparat ist beschrieben in der Arbeit: 

B. V. Sterneck, Der neue Pendelapparat des k. k. Militar-geographischen In- 
stituts (Z. f. Instrumentenkunde VIH, 1888). 

Mit demselben werden eben jetzt zahlreiche Messungen aucb auf auslandischen 
Stationen vorgenommen. 

§ 108, pag. 90. Neuerdings sucht man nach andern absoluten Einheiten fiir 
die Lilnge. Man vergieiche hierzu: 

A. Michelson, Die Interferenzialmethoden in der Metrologie und die Auf- 
stellung einer Wellenlange als absolute Einheit. Journal de Physique 3 (3). 
1894, p. 6—22. 

Boutk, Dynamik. I. 
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KapitellV. 

§ 165, pag. 151. Eine Zusammenstellung der alteren Versiiche tiber Reibung 
eines Wagens findet man bei: 

M. Riihlmann, Allgemeine Maschinenlebre III, 2. Aufiage. Braunscliweig 1877. 
Kapitel I: Ucber Strassenfulirwerke, 

§ 167, pag. 153. Hierzu yergleiclie man; 

M. Ruhlmann, GescMchte der tecliniscben Meclianik. Leipzig 1885. §41: Ge> 
sdiickte der Ermittlung der Steifheit von Seilen. 

Auf die sebr verstrente neuere tecliniscbe Literatur ilber diesen Gegenstand 
kunnen wir bier nicbt eingelien. 

§ 175, pag. 158. Die Mallet’scbe Erdbebentheorie ist veraltet und sie wird 
bier nur als ein Beispiel der Untersucbungen tiber den Stoss gebracbt. Moderne 
Ansclianungen nnd Erfabrungen findet man ausser in den am Scblusse dcs Para- 
grapben genannten Scbriften insbesondere niedergelegt in; 

Bolletino della Societd Seismologica Italiana, und Seismological Journal of Japan, 
An deutscber Literatur vergleicbe man den Bericbt von Dr. E. Rudolf: Die 
Portscbritte der Geopbysik der Erdrinde. (Geograpbiscbes Jabrbucb XVIII, 1896.) 

Kapitel V.' 

§ 235 — 237, pag. 213 — 215. Untersucbungen fiber Analogie zwiscben Statik 
nnd Kinematik sind in Deutschland in erster Linie von Mo bins angestellt worden. 
So findet man einen Beweis des am Scbluss von § 237 ausgesprocbenen Satzes in: 

Mobius, Gesammelte Werke m, Leipzig 1886. Beweis eines neuen von Herrn 
Cbasles in der Statik entdeckten Satzes, nebst einigen Zusiitzen (zuerst er- 
scbienen in Crelle’s Journal IV, 1829). 

Man vergleicbe aucb die folgendO Arbeit; 

Mbbius, Ueber die Zusammensetzung unendlicb kleiner Drebungen. Ges. Werke I 
pag. 545 (Crelle’s Journ. XVIII, 1838), 
sowie: 

Mobius, Lebrbucb der Statik. Leipzig 1837 (Werke III). 

Die in § 237 genannten „conjugirten Ki-afte“ und „conjugirten Axen“ sind 
nicbts anderes als conjugirte Axen eines Mobius’scben Nullsy stems. Manvergl, ; 

Mobius, Ueber eine besondere Art dualer Verbaltnisse zwiscben Eiguren im 
Raum. Werke I, p. 489 — 515 (CrelleX, 1833). 

Den Xamen „Nullsystem“ bat v. Staudt in seiner Geometric der Lage 1847 
eingeffibrt. Auf spatere Darstellungen der Beziebung zur Liniengeometrie , die 
ausserordentlicb zablreicb sind, kSnnen wir bier in Kfirze nicbt eingeben. 

§ 278, pag. 249. Wegen der Zusammensetzung endlicber Scbraubungen und 
Drebungen vergleicbe man nocb Kap. I, § 7 von: 

E. Klein und A.Sommerfeld, Ueber dieTbeorie des Kkeisels. Heftl. Leipzigl897, 
femer: 

Study, Von den Bewegungen und Umlegungen. (Matb. Annalen 39, 1891.) 

Kapitel VIE. 

§ 333, pag. 302. Eine Auseinandersetzung fiber die altere Gescbicbte des 
Princips der Erbaltung der lebendigen Kraft findet man aucb in dem bekannten 
Buck von 

Mack, Die Entwicklung der Mecbanik (3. Aufiage, Leipzig 1897) 
und im zweiten Kapitel von: 

E. Dfibring, Kritiscbe Gescbicbte der allgemeinen Principien der Mecbanik. 
Berlin 1873. 

§ 393, pag. 347. Das Princip des Meinsten Zwanges bat Hertz in verall- 
allgemeinerter Eorm unter dem Namen; „Princip der geradesten Babn“ als Grund- 
gesetz der Mecbanik aufgestellt auf pag. 162 seines Werkes: 

Die Principien der Mecbanik. Leipzig 1894. 


Anmerkungen. 
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Kapitel Vni 

§ 399, pag. 357. Die Lagr ange'sche Function heisst bei Helmholtz „kine- 
tisches PotentiaP‘. Vgl. : 

11. Y. Helmholtz, Ueber die physikalische Bedeutung des Princips cler kleinsten 

Wirkung. (Wissenschaftlicbe Abhandlungen III, Leipzig 1895, zuerst erschienen 

in Crelle’s Journal 100, 1886.) 

dT 

§ 402, pag. 360, Fiir die Grossen u = u. s. w. gebrauchen Klein und 

So mm erf eld in ihrem oben citirten Buch die Bczeichnung ,jImptilscoordinaten^^ in 
Anlehnung an den Yon Poinsot, Lord Kelvin u. A. ausgcbildeten Begriif des Im- 
pulses, fiir welchen man im Englischen auch momentum (linear bez. angular m.) sagt. 

§ 410, pag. 369. Die in der Anmerkung gegebene Transformation ist eine 
j,BeruliningsbranHformatmb^‘ . Mit solchen Transformationen operirt Jacobi be- 
stLlndig in ^(^m%\\Vorlesungen iiher Mechanik (herausgegeben von Clebsch, Berlin 1864). 
Spiiter ist der Begriff der Beriihrungstransformation in seiner Allgemeinheit von 
Lie cntwickelt worden, der aucli den l^mien,,Beruhrwtgstransformatwn^^ eingefiihrt 
hat. In abstracter Form ist die Theorie dargestellt in dem Buch: 

Jjie, Theorie der Transform ationsgruppen H. Leipzig 1890. 

Eine sehr schone Einfiihrung in die Theorie gibt das oben (zu § 60) citirte 
Buch von Lie und Scheffers, 

§ 422, p. 378. Die von J. J. Thomson als JanostlieniscTie^^ bezel chneten 
Coordinaten nennt Helmholtz „cyclische“, in einer Reihe von Arbeiten, welche 
in Band III seiner „Wissenschaftlichen Abhandlungen” zusammengestellt sind, und 
von denen die erste: 

Studien zur Statik monocyclischer Systeme 
zuerst 1884 in den Berl. Akademiebeiichten erschienen ist. Ueber die Aufstellung 
der Lagrange’schen Gleichungen im Falle cyclischer Coordinaten vergleiche man 
auch pag. 320 ff. des ersten Bandes von 

Thomson und Tait, Natural philosophy, 2A ed. Cambridge 1886. 

§ 427, pag. 382. Die ^jDissipationsfunction^^ wird ausfuhrlich behandelt auf 
pag. 136 ff. des Bandes I von 

Rayleigh, The theory of sound. 2«i edition. London 1894. 

§ 429, pag. 382. Systeme nait Bedingungsgleichungen, vrelche die Diffcrential- 
quotienten der Coordinaten enthalten, heissen nach Hertz „nicht Jiolonome Systeme^^ 
im Gegensatz zu Jiolonomen^^ (Principien der Mechanik, pag. 95), Dock ist die 
Mechanik solcher Systeme schon friiher behandelt von 

A, Voss, Ueber die Differentialgleichungen der Mechanik (Math. Annalen 25,1885). 

Die Geltung der Integralprincipien fiir nicht holonome Systeme ist untersucht 
in der Arbeit: 

0. Holder, Ueber die Principien von Hamilton und Maiipertuis. Gottinger 

Nachrichten 1896, 

Kapitel IX. 

§ 462, pag. 418. Den Satz, dass mehrfache Wurzeln der Lagrange’schen 
Determinante nicht Losungen von der Form {At B) sin pt ergeben, hat zuerst 
Weiers trass bewiesen. (Berliner Akademieberichte 1868.) 

§ 444, pag, 433. Eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten bis 1896 an- 
gestellten Messungen fiber Erddichte lindet man in den „Deutsohen Geographischen 
Blattem” XVIII, Bremen 1895, iDag. 63. Auf eingehende Angaben der Fachliteratur 
in diesem grade jetzt so viel bearbeitetem Gebiet miissen wir hier verzichten. 

§ 490, pag. 446. In sehr allgemeiner Weise hat das Problem der Tautochrone 
angefasst 

S. Konigs in Comptes JRendus 1893, 116, x>ag. 966 — 968, 
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Erstens, Man soil nnr die Anfangswerthe der JReactmien' finden. 
Die dynamischen Gleichungen enthalten die Coordinaten, ihre zweiten 
Differentialquotienteii in Bezug auf t nnd die unbekannten Reactionen, 
Es gibt so viele geometriscbe Grleicbungen als Reactionen. Aus diesen 
sind die zweiten Differentialquotienten zu eliminiren nnd so die Reac~ 
tionen zu ermitteln. Man verfahrt ebenso, wie bei der ersten Losungs- 
methode in § 135 und zwar auf folgende Art. 

Man stelle die geometrischen Gleichungen auf, differenzire jede 
zweimal und vereinfache dann die Resultate dadurch^ dass man filr 
die Coordinaten ilire Anfangswerthe substituirt. So moge^ wenn wir 
Cartesische Coordinaten gebrauchen, (p (x^ ?/, 0) = 0 eine geonietrische 

Beziehung ausdriicken: wir erhalten, weil ^ == 0, ^ = 0, ^ = 0 

° ^ at ^ dt ’ dt 

sind; 

dcp . d(p . dtp ^ 

dx “1“ dy dt^ dd dt^ ~ 


Das Verfahren bei der Differentiation der Gleicliungen kann manch- 
mal sehr vereinfacht werdeU; wenn der Coordinatenanfang so gewalilt 
wird; dass die Anfangswerthe wenigstens einiger Coordinaten Null 
werden. Man Izann dann die Qleichnngen dadurch vereinfachen, dass 
man die Quadrate und Producte aller dieser Coordinaten vernachldssigt 


Denn, kommt z. B. das Glied x‘ 

d^x 


vor, so verschwindet sein zweiter 


Differentialquotient 2 ^ 4” der Anfangswerth ron x 


Null ist. 

Die geometrischen Gleicliungen mussen unter der Voraussetzung 
aiifgestellt werden, dass die Korper ihre allgemeine Lage haben, weil 
wir sie differenziren wollen. Bei den dynamischen Gleichungen ist" dies 
aber nicht der Fall. Sie konnen unter der Annahme niedergeschrieben 
werden, dass jeder Korper seine Anfangsh,^e habe. Man erhalt diese 
Gleichungen nach den Regeln, die in § 135 gegeben wurden. Die 
dort fiir die Effectivkrafte gegebenen Formeln lassen bei unsrem 


Problem einige Vereinfachungen zu. 


So nehmen z. B., weil 



und = 0 sind, die Beschleunigungen in der Richtung des Radius- 

d^r 

vectors und senkrecht zu ihm die einfachen Formen an und 

Ferner verschwindet die Beschleunigung y langs der Nor- 

malen. Wenn wir z. B. die Anfangsrichtung der Bewegung des Schwer- 
punktes eines der Korper kennen, so ist es von Vortheil, die Compo- 
nenten in der Richtung der Normalen zur Bahn zu nehmen. Dies liefert 
eine Gleichung, die nur die gegebenen Krafte und solche Spannungen 
Oder Reactionen enthalt, die an dem Korper wirken.. Ist nur eine 
Reaction vorhanden, so reicht diese Gleichung aus, ihren Anfangswerth 
zu bestimmen. 
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Man kann die Regel knrz so fassen: Man stelle die geometriscJien 
GlciGlimgen des Systems in seiner allgemeinen Lage auf, difference 
jedc meimal zmd vereinfache die Uesultate dadnrch, dass man statt der 
Coordinaten Hire Anfangsioertlie seM, Man stelle ferner die dynamischen 
Gleicliimgen des Systems unter der Annalme auf, dass es sich in seiner 
Anfangslage befinde imd eliminire die meiten Differentialgnotienten, wo- 
dnreli man m einer Mnreichenden Anmhl von GleicJmngen Immnt, %m 
die Anfangswerthe der jReactionen bestimmen m Mnnen, 

Man kann aus den Grleichungen anch die Wertlie von 

ableiten und so durch ihre Substitution in die Gl. (1) die Anfangs- 
bewegung bis zu den Gliedern findeH; die von f abliiingen. 


§ 200. Ztveitens, Man soil die Anfangsbewegimg selbst finden. Bei der 
nun folgenden Untersucbung wollen wir die Differentialquotienten nacli 
der Zeit der Exirze halber mit Accenten bezeiclinen, so dass z. B. 

^ durcla x" dargestellt wird. Wie viele Glieder der Reike (1) man 

beibelialten muss, hiingt von der Natur des Problems ab. Es werde 
z. B. der Krilmmungsradius der von dem Schwerpunkt eines der Korper 
bescliriebenen Bahn gesucht. Man hat 

^ xy' — y x' 

Setzt man zi = xy" — z/ x' und differenzirt, so erhalt man 
li =xzf' — y 

y'x^^^ ^"2/"' — y'ai\ 
tr= xz/ — zjx^ + 2{x'z/^— z/x^^. 

Substituirt man in die Taylor’sche Entwicklung und beachtet, dass 


Xq — 0, ?/q — 0 

ist, so wird 

x'f - y'x" = i - x'"y-) f + \ (O/f' - V"2/o") <* + ••• 

und ahnlicL 

1 A 

(x'^^yy =(x:^Jryryt^ + -- - ■ 

Wenn nun der Korper vom Zustand der Rube ausgeht, so ist 
der Krilmmungsradius Null. Ist aber 


^0 J/o ^0 2^0 — 

so ist die Richtung der Beschleunigung fur den Augenblick stationar, 
Es ist daxm 

A 


9 = 3 



TJm diese Differentialquotienten zu ermitteln^ kann man so ver- 
fahren. Man differ enzire jede dynamiscke Grleicliung zweimal und re- 
ducire sie dann auf ihre Anfangsform, indem man fiir Xj 6 ^ etc. ihre 
Anfangswerthe imd x', y\ 6' gleich Null setzt. Man differenzire jede 
geometrisclie Gleichung yiermal und reducire sie dann ebenso auf ibre 
Anfangsform. Man erhalt auf diese Art genug Gleichungen zur Be- 
stimmimg von x^'^ x^^^ etc., Eq, etc., wenn B eine der 

unbekannten Reactionen ist. Oft ist es vortbeilbaft, die unbekannten 
Reactionen aus den Gleichiingen zu eliminiren, elie man differ enzirt. 
Alsdann kommen niir die unbekannten Dififerentialqiiotienten Xq", 
etc. in den Gleichungen vor. 

Diese Operationen lassen sicb im Allgemeinen durcb einige ein- 
fache Betrachtungen sebr abkurzen. Eine dynamische Gleichung sei 
von der Form 

Lx" + My" + Nd" + P = 0, 

v^orin L, Jfe?, N, P Functionen nur von x^ y, 6 sind. Durch zwei- 
malige Differentiation erhalt man, wenn Xq=0j yo' — Oj Oq = 0 
gesetzt wird, 

Lx/^ + My,^^ + + J(Lx" + My" + Ne" + P) = 0, 

worin z? = V ^ + y," A + e^' ^ ist- 

Setzt man x — Xq -j- 'i' V; V; 

kleine Grossen sind, so ist leicht ersichtlich, dass aUe Glieder in 
i, i!f, etc., welche etc. enthalten, aus der Endgleichung ver- 

schwinden. Sind daher Xq^^^ ^lu ermitteln und werden m 

diesem Zivecl^ die dynamischen Gleichungen differemirt, so hrauchen die 
Goefficienten P, Jf, etc. nur bis mr ersten Potem der Meinen Grossen 
ly y, etc. genau m sein. 

Auf dieselbe Art findet man, dass sich eine geometrische Gleichung 
wie q) {x, 2 /, 0) = 0 auf die Differentialgleichung vierter Ordnung 

If V" + If + If V" + 3z/v = 0 

reducirt. Es irauchen daher die geometrischen Gleichungen nur his mr 
0weiten Potent der Meinen Grossen genau m sein. Ebenso miissen, 
wenn wir die Anfangswerthe der sechsten Differentialquotienten suchen, 
die dynamischen Gleichungen bis zur zweiten, die geometrischen bis 
zur dritten Potenz dieser Grossen genau sein. 

Wir werden spater sehen, dass sich diese Anfangsdifferential- 
quotienten leichter aus den Lagrange’schen Gleichimgen ableiten lassen. 

Wenn die Richtung der Bewegung ernes der in Betracht kommenden 
Schwerpunkte bekannt ist, so kann man die Tangente an seine Bahn 
zur 2 /- Axe nehmen. Alsdann ist q — yy2Xj worin x eine kleine Grosse 
zweiter und y erster Ordnung ist. Man kann daher die Quadrate von 
X und die dritten Potenzen von y vernachlassigen. Dadurch verein- 
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fachen sicli die Grleicliimgen sehr. Geht der Korper vom Zustand der 
Ruhe aus, so ist iTq =0 iind ist ferner so kaim man die Formel 

Q = benntzen. 

Die entsprechenden Formeln fur 9 bei Polarcoordinaten erhalt man ebenso. 
Man hat, wenn Tq (rQ^Oa” — ^0'') = ^ 


Q 




§ 201. Beisp. Bine Icreisfdrmige Sclieihe wird mittelst dreier gleicJi Janger 
Baden, wclclie an drci gleich weit von einander entfernten Punlcten Hires TJmfangs 
befestigb sind, an cinem Btifty der sich vertical uber ihrem MiUel'^unlct 'befindet, auf- 
geJidngt Bincr der Baden loird durchgesclmitten ; man bcstimme die Anfangs-- 
spanmmgen der heiden andern. 

0 sei der Stiffc, AB der Kreis von einem Punkt in seiner Ebene aus ge- 
sehen. OA sei der Faden, welcher durchschnitten wird, C der Mittelpunkt der 

Sehne, welche die Punkte des Kreises ver- 
bindet, an denen die beiden andem Fiiden 
befestigfc sind. Die beiden Spannungen, von 
denen jede gleich l^ist, sind dann wahrend 
der Bewegnng einer resultirenden Spannung 
JR in der Bichtung CO gleichwerthig. Ist 
2 a der Winkel, den die beiden Faden mit- 
einander machen, so folgt E^2T cos a. 

1 sei die Liingc von 0(7, ^ der Winkel GOC^ a der Badins der Scheibe, 
(x, y) seicn die Coordinaten der verschohenen Lage des Schwerpunkts in Bezug 
auf den Coordinatenanfang 0, wobei die positive Bichtung der x horizontal nach 
der Linken und der y vertical abwarts geht. Q sei der Winkel, den die verschobene 
Lage der Scheibe nait AB macht. 

Zeichnet man die Scheibe in ihrer allgemeinen Lage anf, so sieht man, 
dass die . Coordinaten von 0 in seiner allgemeinen Lage x — Z sin j? cos 9 und 
y — Z sin (3 sin 0 sind. Daher ist, weil die Lange OC constant gleich I bleibt, 



£15^ + sin (3 [x cos 0 + 2 / sin 9) = Z® cos® (3 . 

Da nur die Anfangsspannungen verlangt werden, so reicht es aus, diese 
Gleichnng zweimal zn differenziren. Da man die Quadrate kleiner Grossen ver- 
nachlassigen kann, so kann man ai® weglassen und cos 0 = 1, sin 0 = 0 setzen. 
Das Yerfahren ist nicht sehr umstandlich, denn man sieht von vornherein, welche 
Glieder verschwinden, wenn man die Difterentialquotienten {dxjdt^ dy/dt^ dS/dt) 
gleich Null und statt (a?, 2/, 0) ihre Anfangswerthe (0, I cos (3, 0) setzt. Man erhalt 

Zu dieser Gleichnng kann man auch durch einen kleinen Kunstgriff gelangen, der 
oft von Nutzen ist. Die Bewegung von G ist aus der Bewegung von C und der 
von G relativ zu G zusammengesetzt. Da (7 vom Zustand der Buhe aus einen 
Kreis zu beschreiben beginnt, so ist seine Beschleunigung langs CO Null. Die Com- 
ponente der Beschleunigung von G relativ zu C langs CO ist GC d^6 1 dt^ cos j3. 
Die Componente der Beschleunigung von G ist nnn einerseits die Summe dieser 
beiden, aber auch gleich d^y^jdt^ cos p — d^x^/dt^ sin p. Daraus folgb dann die 
Gleichnng sofort. 

Die dynamischen Gleichungen haben wir bei diesem Problem nur in ihi’er 
Anfangsform noting. Sie sind 



Anfangsbewegungen (§ 200 — 202). 
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=- mg — COS ^ 

fPfi 

mh^ ^ EqI sin (J cos (3 

worin m die Masse dcs Korpei's bedeutet. Durcb Substitution in die geometrisebe 
Gleicbung iindet man 

^ _ 7c^ cos (3 

~ fc>H-Z*sin*(5cos>p ' 

Die Spanming cincs jeden Fadens, die der Faden OA durchsebnitten wurdc, 

kann man nacb den Lebren der Statik ermitteln; sic ist offenbar T. == „ . 

^ 3 cos y 

woi’in y den Winkel AOG bedeutet. Daraus lilsst sicb der Untersebied der 
Siiannung ableiten. 

§ 202. Bcisp. 1. Zwei Stricke von gleicber Lange sind mit ihrem einen 
Ende an ein Gewiebt G geb unden und die beidon andena Enden sind an zwei 
Punkten A und JB auf derselben borizontalen Linie befestigt. Wenn der eine Strick 
durebsebnitten wird, so Lindert sicb die Spannung des andern sofort im Yerbaltrdss 

1 : 2 cos' ^ . [St. Pet. Coll.] 

a 

Beisp, 2. Eine elliptiscbe Lamelle, deren Ebene vertical stebt und deren 
Axe horizontal ist, wird durcb zwei gewicbtslose Bolzen gebalten, die durcb die 
Brennpunkte geben. Der eine Bolzen wird gelost; man zeige, dass der Druck auf 

den andem anfangs unverandert bleibt, wenn die Excentricitat der Ellipse -rVlO 
ist. [Coll. Ex.] 

Beisp, 3. Drei gleicbe materielle Punkte A^ JB, (7, die einander mit beliebigen 
Kraften abstossen, werden durcb drei Stricke von ungleicber Lange derai’t mit 
einander verbunden, dass das Ganze die Gestalt eines bei A recbtwinkligen Drei- 
ecks bat. Der Strick, welcber B und G verbindet, wird durebsebnitten; man be- 
weise, dass die augenblicklicbe Aenderung der Spannung der Stricke, die BA^ CA 

verbinden, -i- Tcos JBbez. — JTcos <7 ist, wo B und G die den Stricken CA bez. AB 
gegeniibeiiiegenden Winkel bezeiebnen und T die abstossende Kraft zwiseben B 
und C bedeutet. 

Beisp. 4, Zwei gleicbformige gleicbe Stabe, von denen jeder die Masse m 
bat, werden so auf eine glatte borizontaie Ebene gestellt, dass sie die Gestalt des 
Buebstaben X baben und die oberen und unteren Enden durcb gleicbe Stricke 
verbunden. Man zeige, dass, welcben Strick man aucb durebsebneiden mag, die 
Spannung des andem dieselbe Function der Neigung der Stabe gegeneinander 

und Anfangs mg sin a ist, unter a die Anfangsneigung der Stabe verstanden. 

[St. Pet. CoU.] 

Beisp. 6. Ein borizontaler Stab von der Masse m und der Lange 2 a bangt 
an zwei an seinen Enden befestigten parallelen Stricken von der Lange 2 a; es 
wild ibm plotzlicb die Winkelgescbwindigkit co um eine verticale durcb sein 
Centrum gebende Axe ertbeilt; man zeige, dass die Anfangsvermehrung der Span- 
nung jedes Stricks ^maca^ betragt und dass der Stab um die Strecke “ 0 ” ^ 
die Kobe steigt. [Coll. Ex.] 


186 


Kapitel IV. Ebene Bewegung. 


Beisp. 6. Ein Massenpiinldi ist mittelst dreier gleicber Stricke Yon der Lange a 
an drei Punkten aufgehangt, die ein gleicliseitiges Dreieck, dessen Seifcs 2& ist, 
in einer horizontalen Ebene bilden. Wenn cin Stride durchschnitten wird, so 
ilndevt sicb die Spannnng cines jeden der andern sofort in dem Verbal tniss 

-46* rn n -n n 

-rr-z T-^r • [Coll. Ex.l 

2(^2 — L J 


Beisp. 7. Eine Kiigel, die auf einer rauhen horizontalen Ebene ruht, wird 
in eine unendlich grosse Anzahl von lialbkreisformigen Scheiben zerschnitten, 
welche durch einen Faden wiedcr zusammengebunden sind. Dabei steht der 
Burclimesser der Kitgel, dnrcli welchcn die ebenen Flaclien der Scheiben gehen, 
vertical. Man zeige, dass, wenn der Faden durchschnitten wird, der Brack auf 

45 It ^ 

die Ebene sich sofort in dem Verhilltniss vermindert. [Emm. Coll. 1871.] 

Beisp. 8. Eine glattc Kugel ruht auf einer horizontalen Ebene und eine 
gleiche Kugel ist so gegen sie gestiizt, dass die Verbindungslinic der Mittelpunkte 
den Winkcl cp mit der Verticalen macht. Man beweise, dass grade nach der 
Bntfemung der Stiitzen das Vcrhaltniss des Bracks auf die Ebene zu dem Brack 
zwischen den Kugeln 2 : cos g? ist. [Coll. Ex,] 


Beisp. 9. Ein Stab von der Masse m und Lange 2 a, der sich um sein eines 
Endc als festen Pimkt drehen kann, wird durch einen kleinen Ping von der Masse 
p gesteckt. Bas System geht vom Zustand der Ituhe aus, wobei der Stab hori- 
zontal ist und der Ring den Abstand c voin festen Punkt hat. Man zeige , dass 


die Polarcoordinaten des Ringes auf den festen Punkt bezogen c + 


— und 
dt* 24 


— sind. Man bestimme auch und boweise, dass — g + 2 c J 

ist. Baraus leite man den Anfangskrummungsradius der Bahn des Massenpunktes 
ab. [May Ex. 1888.] 


Beisp, 10. Eine massive Halbkugel von der Masse M ruht auf einer voll- 
kommen rauhen horizontalen Ebene und ein Punkt von der Masse m wird vor- 
sichtig in dem Abstand c vom Centrum auf sie gelegt. Man beweise, dass der An- 

3 TYl C ^ 

fangskrilmmungsradius der von dem Punkt beschriebenen Bahn is'tj wenn 


man mit 7c den Tragheitsradius der Halbkugel in Bezug auf eine Tangente an ihren 
Scheitelpunkt bezeichnet, [Math. Tripos, 1888.] 


Beisp. 11. Eine Gartenwalze ruht auf einer horizontalen Ebene, die rauh genug 
ist, umGleiten zu verhindern und der Griff wird so gehalten, dass die Ebene durch die 
Axe des Cylinders und den Schwerpunkt (r des Griffes denWinkel a mit clemHorizont 
macht. Ber Griff wird losgelassen; man zeige, dass der Anfangskrummungsradius 

der von G beschriebenen Bahn ^ — - ■ - ^ ^ ist, worin (n — a^) 

Babei ist c der Abstand des Punktes G von der Axe des Cylinders, m die Masse 
des Griffs, Mlc^ das Triigheitsmoment des Cylinders fiir seine Axe und a sein 
Radius. [Math. Tripos, 1894.] 


Eelative Bewegung Oder sicli Bewegende Axen. 

§ 203. Bei vielen dynamischen Proklejnen hat man nur die relative 
Bewegung der verschiedenen Kdrper des Systems zu finden. In solchen 
Fallen ist es von Vortheil, wenn man sie bestimmen kann, ohne vorher 



Eelafcive Bewegung ocler sicb bewegende Axen (§ 202 — 204). 
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die absolute Beweguug eines jeden Korpers im Raum ermittelt zu baben. 
Ifehmen wir an, die relative Bewegung in Bezug auf einen Korper (A) 
werde gesucht, so sind zwei Falle zu unterscheiden: 1) der Korj)er (A) hat 
nur eine Translationsbewegung; 2) er hat nur eine Rotationsbewegung. 
Hat er beide, sowohl Translations- als Rotationsbewegung, so lasst 
sich dies als eine Combination der beiden Falle ansehen. Wir woUen 
sie die Reihe nach betrachten. 

§ 204. Der Fimdamentalsate. Es moge die relative Bewegung 
eines dynamischen Systems in Bezug auf einen sich bewegenden Punkt 
0 zu ermitteln sein. Man kann oflPenbar C zur Ruhe bringen, wenn 
man an jedem Element des Systems eine Beschleunigung anbringt, die 
derjenigen von C gleich und entgegengesetzt ist. Man muss ferner 
annehmen, dass eine Anfangsgesoh.wiiidigkeit, die der von C gleich 
und entgegengesetzt ist, jedem Element ertheilt worden ist. 

f sei die Beschleunigung von G zur Zeit t Wenn an jedem 
materiellen Punkt m eines Korpers dieselbe beschleunigende Kraft f 
einer gegebenen Richtung parallel angreift, so sind diese Krafte zu- 
sammengenommen ofPenbar einer Kraft fZm aquivalent, die am Schwer- 
punkt angreift. Wenn man daher den Punkt C eines Systems zur 
Ruhe bringen will, so reicht es aus, an dem Schwerpunkt eines jeden 
Korpers in einer der Beschleunigungsrichtung von C entgegenge- 
setzten Richtung eine durch Mf gemessene Kraft anzubringen, 
wenn ikf die Masse des Korpers und f die Beschleunigung von G 
bedeutet. 

Der Punkt C kann nun zum Anfangspunkt der Coordinaten ge- 
nommen werden und man kann auch die Momente um ihn nehmen, 
grade als ware er ein im Raum festliegender Punkt. 

Die Grleichung fiir die Momente wollen wir etwas genauer unter- 
suchen. (r, 0) seien die Polarcoordinaten eines Elements eines Korpers 
von der Masse m, auf G als Coordinatenanfang bezogen. Die Be- 
schleunigungen des Punktes in der Richtung des Radiusvectors r und 

senkrecht zu ihm sind ^ — r und ~ ^ {r^ • Nimmt man 

die Momente um 0, so erhalt man 

dem Moment der gegebenen Krafte um G plus dem 
Moment um C der umgekehrten am Schwer- 
punkt, wie wir annehmen, angreifenden Effectiv- 
krafte von C, 

Liegt der Punkt G im Korper fest und bewegt sich mit ihm, so 
do 

ist fiir jedes Element des Korpers dasselbe und, wie in § 88, ist 

d/„d0\ 


Um 


dt 
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§ 205. Aus der allgemeinen Grleicliiing fiir die Momente um eineu 
in Bewegung befindliclien Punkfc C folgt, dass man die Gleicliung 

do) Moment der Kriifte um G 

dt Tragheitsmoment fur G 

in den folgenden Fallen benutzen kann: 

JErstenSj wenn der Punkfc G sowolil im Korper als im Eauin fest- 
liegfc oder im Korper festliegend sich im Raum mit gleichfdrmiger 
Geschwindigkeit bewegt, weil dann die Beschleunigung von C Null ist; 

meitcnSj wenn der Punkt C der Scliwerpunkt ist, derm alsdanu 
ist zwar die Beschleunigung nicht Null, aber das Moment verschwindet; 

drittenSj wenn der Pimkt C das Momentancentrum und die Be- 
wegung eine Heine Schwingung oder eine Anfangsbewegung ist, die 
vom Zustand der Ruhe ausgeht. Zur Zeit t dreht sich der Korper 
um G] die Geschwindigkeit von G ist daher Null. Zur Zeit t dt 
dreht sich der Korper um einen andern sehr nahe bei C liegenden 
Punkt G'. Es sei CG' = ddj die Geschwindigkeit von G ist dann md0. 
In der Zeit dt ist daher die Geschwindigkeit von G von Null auf md^ 

gewachsen, seine Beschleunigung ist folglich Um die genaiie 

Gleichung der Momente um G zu erhalten, muss man die Effectivkraft 
Um • CO in der umgekehrten Richtung am Schwerpunkt anbringen. 

Bei kleinen Schwingungen sind aber co sowohl als Heine Grossen, 

deren Quadrate und Producte vernachlassigt werden dtirfen und bei 
einer Anfangsbewegung ist to Null. Das Moment dieser Kraft ist 
daher wegzulassen und die Bewegungsgleichung ist dieselbe, wie wenn 
C ein festliegender Punkt ware. 

Es ist zu beachten, dass man die Momente um jeden dem 
Momentancentrum sehr nahe liegenden Punkt nehmen kann; doch wird 
es in der Regel vortheilhafter sein, sie um das Centrum in seiner ge- 
storten Lage zu nehmen, weil alsdann die Momente irgend welcher 
an dem Rotationscentrum etwa vorhandener Reactionen verschwinden. 

§ 206. Wird die genaue Momentengleichung um das Momentan- 
centnim verlangt, so kann man auf folgende Art verfahren. Ist L das 
Moment der gegebenen Kraft e um das Momentancentrum, G der 
Schwerpunkt, r der Abstand des Schwerpunkts vom Momentancentrum 
C, M die Masse des Korpers, so ist das Moment der gegebenen Ki'afte 
und der umgekehrten Effectivkrafte um C 

L — Mco ^ • r cos GG C. 

Versteht man unter lo den Tragheitsradius fiir den Schwerpunkt, 
so wird die Bewegungsgleichung 
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M{¥ + f 2) 


dt 


Mwr 


dr 

di^ 


dr 


wemi man fur cos QG'C seinen Wertli -r- setzt. 

ac 


§ 207. Moineiitaiikrafte. Das Verfaliren in § 204 kann ofifenbar 
auch auf Stosskrafte angewandt werden. Man erhalt so eine sehr ein- 
faclie Ldsung des in § 171 beliandelten Problems. 

Ein Korper hewcgt sicli cmf irgcnd eine plotzlich wird der Punlct 0 des 
Kdrpers ge^wimgcn, sich anf gegehene Weise m hetvegenj man soil die relative Be- 
locgnng in Beziog anf 0 fmden. 

Um den Punkt 0 znr Rube zu bringen, muss man am Schwerpunkt G die 
Bewegungsgrosse Mf anbringen, wo unter f die Reaultante aus der umgekekrten 
Geschwindigkeit von 0 nacli dem Wechsel und der Gescliwindigkeit von 0 vor 
dein Wechsel bedeutct. Sind a die Winkelgeschwindigkeiten des Kui’pers vor 
nnd nacli dem Wechsel, ist r~OG und nimmt man die Momente um 0, so wird 


(r“ + (co' — (o) = dem Moment von f um 0 , 


Nun ist das Moment um 0 einer Geschwindigkeit bei G dem Moment um G der- 
selbcn an 0 angebrachten Geschwindigkeit glcich • und entgegongesetzt. Sind 
daher X, L' die Momente um G der Geschwindigkeit von O grade vor und grade 
nach dem Wechsel und ist Jc der Triigheitsradius fiir den Schwerpunkt, so ist 


(o' — CO 


ZjI — Tj 
/?“4- ‘ 


§ 208. Beisp. 1. Zioei scliwere PtmMe, deren Massen m rmd m' sind, werden 
dnreh cinen unausdelinbaren Faden miteinander verhmiden, der uber die Sekneide 
eines Keiles von der Masse M gelit, welclier sicli auf einer glatten Jiorizontalen 
Ebene frei hewegen Icann. Man suche die Kraft, die auf den Keil wirlcen muss, 
damit das System sich im Zustand relativen Gleichgewiclits hefinde. 

Hier wird es das Beste sein, den Keil dadurch zur Rube zu bringen, dass 
man an jedem Massenpunkt die der Beschleunigung des Keils gleiche und ent- 
gegengesetzte Beschleunigung f angreifen lasst. Ist dies geschehen, so befindet 
sich das ganze System im Gleichgewicht. Ist F die gesuchte ICraft, so erhalt 
man durch Zerlegung in horizontaler Richtung {M m m') f ^ F. 

DC, cc seien die Neigungen der Seitenflachen des Keils gegen die Horizontale. 
An dem Punkt m greifen mg vertical und mf horizontal an. Die Spannung des 
Fadens ist daher m {g sin a ^ cos cc). Nimmt man statt m den Punkt m\ so 
findet man als Spannung auch m'{g since — fcosoc). Setzt man beide gleich, so 
ergibt sich 

- m' sin cc — m sin a 

— ? T'-i d ^ 

m cos oj + m cos a ^ 

woraus dann F folgt 

§ 209. Beisp. 2. Fine cylindrische Aushdhlimg, deren Ausschnitt eine ovale Qmve 
ist und deren FrzeugwigsUnien horizontal sind, wird in eine cuhiscJie Masse ge- 
macht, die auf einer glatten horizontalen Fbene frei gleiten Tcann, Die Oherfldche 
der Hdhlung ist voUJeommen rauh und eine Kugel ruht der art in ihr, dass die 
Verticalebene durch die SchwerpwnMe der Masse und der Kugel auf den Erzeugenden 
des Cylinders senTcrecht steht. Die Bewegwzgsgrdsse B zvird dem Wiizfel dzirch 
cinen Stoss in dieser Verticalebene mitgetheilt. Man suche die relative Bewegung 
der Kugel in Bezug auf den Wmfel und ermittle, welchen WertJi die Stosskraft 
mindestens haben muss, zvenn die Kugel die Wand der Hohlung nicht verlassen soil, 
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Gleiclizeitig mit dem Stoss B tritt auch eine Stossreibung zwischen dem 
Wiirfel und der Kugel auf. JW, m seien die Massen des Wiirfels und der Kugel, 
a der Radius der Ifugel^ Ic ihr Triigbeitsradius fur einen Durchmesser. sei die 
Anfangsgescliwindiglceit des Wiirfels, die des Mittelpunktes der Kugel in Besug 
auf den Wiirfel, oJj, die Anfangswinkelgescbwindigkeit. Nimmt man die Horizontal- 
componenten fiir das ganze System und die Momente fiir die Kugel allein urn 
den Beriilirungspunkt, so erhlllt man 

m{v, + V,)+MV,^B\ 

+ 

und da kein Gleiten stattiinclet 

z?,, —acOrt — 0 ^2'!. 


Um die nun folgende Bewegung zu finden, wollen wir annebmen, (a?, y) 
seien die auf rechtwinklige an der cubisclien Masse befestigte Axen bezogenen 
Coordinaten des Mittelx^unktes der Kugel; x sei horizontal, qj vertical. 1st nun die 
Grleichung der cylindrischen liohlung gegeben, so ist qj eine bekannte Function 
von X. Wenn qfj den Winkel bedeutet, den die Tangente an die Hoblung im Be- 

riilirungspunkt der Kugel mit dem Horizont macbt, so ist tg qp ^ ^ • 

Cv oc 

Ist ferner V die Gescirwindigkeit der cubiscben Masse, so folgt aus § 132 
■»i(^ + r)+MV=B (3). 


Wenn man unter die anfilnglicbe lebendige Kraft und unter qj^ den An- 
fangswerth von y verstebt, so ist nach der Gleichung der lebendigen Kraft 

7 « [(S +'^y+ (S) ' + + 1 iW = 2; - mg (y - y„) (4) , 

VTorin m die Winkelgeschwindigkeit der Kugel zur Zeit t bedeutet. Ist v die 
relative Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel in Bezug auf den Wiirfel, 
so ist, da kein Gleiten stattfindet, v^aw. Durch Elimination von V und co aus 
diesen Gleicbungen findet man 


p 

Diese Gleicbung gibt die Bewegung der Kugel in Bezug auf den Wiirfel an. 


§ 210. Um den Druck auf den Wiirfel zu finden, wollen wir den Wiirfel zur 
Rube bringen. i? sei der Normaldx'uck der Kugel auf den Wiirfel, F die Reibung 
positiv genommen in derselben Ricbtung wie der Bogen. Die ganze Effectivkraffc 
am Wiirfel ist jf? sin i/; -)- ^cos ip. Nacb § 204 muss man jedem Massenpunkt eine 
X 

Bescbleunigung ^ in der dieser Kraft entgegengesetzten Ricbtung mittheilen. An 

der Kugel greift daber eine Kraft "X in borizontaler Ricbtung an, wozu dann 

noch die Reaction JS, die Reibung F und ihr eignes Gewicbt kommt. Nimmt 
man die Momente um ihren Mittelpunkt, so ist 

mJc^~ = Fa ( 7 ), 

Die Componenten langs der Tangente an die Babn geben 
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dv ^ m ^ 

1ft ^ 

Da kein Gleiten stattfindet 

q) = aco 

Differenzirt man (9) und substituirt aus (7) und (8), so folgt 


F=^B 




y sin Ip cos 'ifj 
1 y cos- ip 






sin-i/; 


a- + /c® 1 -f-y cos^'i/j 


( 8 ). 

(9). 

( 10 ), 


on 


Avorin y = ist. Aus den Comjponenten der am Mittelpunkt der Kugel 

angreifcnden Krafte in der Ricbtung der Normalen zur Bahn ergibt sicb 

= jK + ^ X siUT/; — ong cos (11) , 

unler q den Krummungsradius der Balm verstanden. Setzt man fiir seinen 
Werth aus der Gleicliung (5) ein, der man die bequemere Gestalt 


«*(1— (3cos“^) = -j-^p(C'— 2?^)5r (12} 

a -f- (v 

geben kann, worin (3 = ^ » — ist, so erbiilt man zwei Gleicbungen zur 

+ /c^ AT + w ^ ^ 

Ermittlung der Reactionen F und JR. 

Die Elimination von gibt 


C- 


^ , 1— /JCOS-T^ 

- 22/ + o COS s-^ 

if I ^ 'r 1 ^ cos^l/; 


Istl 

8 mg ^ 


. . (13), 


wobei P eine ziemlich complicirte Function von op ist, die man nicbt immer nothig 
bat. Es ist 


p (1 — 15 cos“ i/>)* (3 + y 
l+ycosSi}> P(l — 13) 


(U). 


Man beacbte, dass P nicbt verscb'winden kann, stets endlicb und positiv ist, 
da (3 notbwendiger Weise kleiner als die Einbeit ist. 

Soil die Kugel den ganzen Weg um die Hdhlung zurilcklegen, so muss der 
in (12) gegebene 'Wertb von v fur alle y und cos op reel! bleiben. Der Wertb 
von Q in (6) muss daber grosser als der grosste Wertb von 2y sein. Ebenso 
muss JR stets positiv bleiben, so dass die Wertbe von cos op^ vrie sie aus Gl. (13) 
folgen, far den Fall jR = 0 sammtlicb imaginar oder numeriscb grosser als die 
Einbeit sind. Man beacbte, dass, wenn 2y und q stets jDOsitiv ist, E far 
keinen positiven Wertb von cos op verscbwinden kann. 

Hat die Gleicbung (13) fur JR = 0 zwei gleicbe Wurzeln, die kleiner als die 
Einbeit sind, so verscbwindet der Druck auf die Hoblung, wecbselt aber sein Yor- 
zeicben nicbt. In diesem Fall -verlasst die Kugel die Wand der HOhlung an clem 
diesen Wertb von cos op entsprecbenden Punkt nicbt. Aus der Bedingung, dass 
die Wurzeln gleich sein sollen, ergibt sicb 


A 

dop 


q cos op ■ 


> (3 cos® opl 


2(3 


P + y 


q sin op (16) , 


1 + y cos® opj 

worin q eine durcb die Gleicbung des Cylinders gegebene Function von op ist. 
Setzt man der Kili’ze balber | = cos op, so reducirt sicb die Gleicbung auf 

dlq , 


dop 


|(l-~(3g®)(l + yi®)(p+y)==sini^[3p+y~.(3^® + y®)|®+py(y-~P)r] (16). 


Wenn fiir keinen andeyn reellen Wertb von cos op als diesen E in (13) ver- 
scbwindet und sein Yorzeicben wecbselt, wenn femer G'^2y bleibt, so macbt 
die Kugel gerade einen Umgang. Zu diesem Resultat komint man aucb auf 
anderm Weg. Wenn die Kugel gerade einen TJmgang ma^cben soil, so muss JR 
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clurcliweg positiv bleiben und an dem Punkt. an welcliem es am kleinsten ist, 

verscbwinden. Es wird daber JR, gleichzeitig mit Null. Man differenzire (IS), 

wobei man beaclite, dass der Differentialquotient der rechten Seite Null ist mit 

Ausnahme einzelner Punkte, fiir welcbe etwa p oder — unendlich gross wird. 

’ dip ^ 

Man beaclite auch, dass die Constante (7, welche von den Anfangsbedingungen 
abhiingt, verscbwindet. Auf diese Art kommt man wieder zu der Gleichung (lb). 

Bemerkenswertli ist, dass der Punkt, an welcliem der Druck verschwindet 
und ein Minimum wird, nur dann der licJchste Punkt der Hohlung ist, wenn der 
Kriimmungsradius p daselbst ein Maximum oder Minimum ist. Dies folgt un- 
inittelbar aus Gl. (16). 

Urn den Stoss B zu linden, der nothig ist, damit die Kugel grade cinen 
Umgang macbe, muss man die Wurzeln der Gleichungen (13) und (16) untersuchen. 
Zu diesem Zweck zeichnc man eine Curve, deren Abscissen | und Ordinaten rj sind, 
imter 73 die linke Seite von Gl. (13) verstanden, von bis — 1. Die Curve kann 
Wellenlinien machen; die Maxima und Minima der Ordinaten ergeben sicli aus (1C). 
Soil die Kugel rund herum laufen, so muss der Werth von C der art sein, dass 
jede Ordinate zwisclien | = 0 und § = — 1 po.sitiv bleibt. Wir untersuchen daher 
die Wurzeln der GL (16) und wlihlen die Wurzel, welche 73 am kleinsten macht. 
Den Werth von C erhillt man dann, indem man diesen Werth von 73 gleich Null 
setzt. Hat man so € gefunden, so folgt der Werth von B aus (6). Das Kesultat 
ist selbstverstllndlich den oben erwahnten Einschrankungen unterworfen. 

§ 211. Sicli bewegende Axen. Zunaclist wollen wir nun den Pall 
betracliten, in welchem die Bewegung auf zwei zu einander senkrechte 

Gerade Ori bezogen werden 
soli; die sich um den fest- 
liegenden Coordinatenanfang 0 
mit der Winkelgescliwindigkeit 
m drehen. 

OXj Oy seien zu einander 
reclitwinklige festliegende Axen 
und der Winkel xO^ = 9- 
I ==: OAf , 7] = PM seien die 
Coordinaten eines Punktes P; 
V die Componenten der Gescbwindigkeit und X, Y die der Be- 
sckleunigung des Punktes P in den Ricbtungen 0|, Oij. 

Offenbar erhalt man die Bewegung von P aus den Bewegungen 
der beiden Punkte M, N durch einfacbe Addition. Die Componenten 

der Greschwindigkeit von M langs und senkrecbt zu OM sind ^ 

bez. und ebenso sind ^ bez. t^g) die Componenten der Ge- 

schwindigkeit von N langs und senkrecbt zu ON. Addirt man sie 
mit den richtigen Vorzeichen, so erhalt man 

drj , 

Da die Beschleunigung das Mass fiir die Geschwindigkeitszu-* 
nahme ist, gerade wie die Gescbwindigkeit das Mass fiir die raumliche 
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EntferDungszunalime, so eriialteii wir die entsprechenden Pormelii ftir 
X, Y, indem wir it, v statt x, y schreiben, also 


X = 


du 

dt 


vca. 


dv 

dt 


“j— UCJ, 


Durch Addition der Beschleunignngen von M nnd N findet man 
auf dieselbe Art: 




£3 

dt^' 

d^^T] 




-f- 


t] dt 
1 d 


dt^ ■<'" I 

Durch Benutzung dieser Pormeln statt und 
die Bewegung auf die bewegliclien Axen Orj bezielien. 


und kann man 


§ 212 . Beisp. 1 . Die Axen 0|, Or} seien schiefwinldig und mogen den 
Winkel a mifceinander inacben; man beweise, dass, wenn die Geschwindigkeit 
durch die beiden Componenten ?.t, v parallel den Axen dargestellt wird, 


dt 


V — + for} cotg cc -\-co^ cosec cc. 

U/t 


In diesem Fall ist Pilf parallel zu O 77 . Die Gescliwindigkeiten von M und 
N sind dieselben wie zuvor, Ihre Resultante ist der Aufgabe nach die namliche 
wie die von ti und v. Sucht man die Componenten in irgend zwei Riclitungen 
und setzt sie gleich, so erhiilt man zwei Gleichungen zur Ei'mittlung von u und 
V. Zu solchen Richtungen wahlt man am besten die Lothe auf 0^ und Or}^ weil 
dann it in der einen und v in der andern Gleicbung nicbt auftritt. u und 'O kann 
man so jedes fiir sich finden, wenn man das andre nicht nothig hat. 

Beisp. 2 . Die Beschleunigung werde durch ihre Componenten X nnd Y dar- 
gestellt; man beweise, dass 

du j 

X = — cou cotg a — cov cosec a , 

Cv v 

Tw dv . , , 

Y — — cot* cotg u -j- cou cosec cx. . 

Ilj Man erhalt diese Gleichungen auf dieselbe Art, wenn man die Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen senkrecht zu und Or} zerlegt. 

Beisp. 3 . V seien die Componenten der Geschwindigkeit eines Punktes P 
auf rechtwinklige mit der Winkelgeschwindigkeit w rotirende Axen bezogen; man 
beweise, dass der Krummungsradius der Bahn von P im Baum durch die Gleichung 

,01 9 s 2 / dv du . . » . o. 

ill- + 1®) jQ^u — —v-j^+ (tr + v^) (o 

gegeben ist. 

Nimmt man die festen Axen so an, dass sie einen Moment mit den sich be- 
wegenden Axen zusammenfalien, so ist die linke Seite der Gleichung 

dx d^y d^x dy 
dt dt^ dt^ dt 


Boutb, Dynamik. I. 
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dx 


Substituirfc man — u. 

dt 


dt 


/V' 

und fiir 

dv 


dt^ ' 


Y ihre oben ge- 


gebenen Werthe, so ergibt sich. das Besultat sofort. 

Der gewobnliche Ausch'uck fur q in Polarcoordinaten folgt daraus, wenn man 
dr do do 


d6 


dV 


dt ’ 


dt 


setzt. 1st 0 die unabhangige Variable, so wird 


dt 


= 1 . 


Beisp. 4. Im Fall von Anlangsbewegungen, die vom Zustand der Rube aus- 
geben, wird der Ausdruck fur q in dem letzten Beispiel unbrauchbar. Man zeige, 
indem man wie in § 200 verfahrt, dass q nnr dann einen von Null verscbiedenen 


Wertli liaben kann, vrcnn 




dass in diesem Fall 


dt dt^ 


d^u dv 

Tt^Ji 


, « r/duY , (dvYl 

+Hy +y j”-» 


ist und 


VBMf. 


)T 


/dv, d^v 
dt^ 


dv d^u\ 
dt dt^J 


^ \dt dt^ ^ 


dv d^v\ 

Jt w) “ + 


+[y+y] 


dco 

dt 


. du d'^u . dv 


d^v 


-jT^ 1 ihre Anfangswertbe darstellen, indem der 
5 

Kiirze vregen eine Null an die Buchstaben it etc. nicbt angehangt wurde. 


§ 213. Beisp. Mn materieller Punlct heioegt sich unter der Wirlcung heliebiger 
Krdfte auf einer glatten Curve, loelche gezwmigen ist, sich mit der Winkel- 
geschwindigkeit co um eine festc Axe zu drehen, Man fmde die relative Bewegwig 
in Beztig auf die Ciwve. 

Wir wollen annebmen, die Bewegung fande in einem Raum von drei Dimen- 
sionen statt. Die Z-Axq sei die festliegende Axe und die | und Tj-Axen mogen 
bez. der Curve festliegend sein. Die Masse sei die Einheit der Masse. Die Be- 
wegungsgleichungen sind dann 




d^Z nr I -D 
.^_==: Z + Bn 
dt 




worin X, Y, Z die Componenten der gegebenen bescbleunigenden Krafbe in den 
Ricbtungen der Axen, B der Drucli auf die Curve und {I, m, n) die Ricbtungs- 
cosinusse der Ricbtung von B sind. Da B senkrecbt zur Curve wirkt, so ist 


, di . dri . dz 

: — M ^ = 0 . 

ds ds ds 


Die sicb bewegende Curve werde recbtwinklig auf die Ebene der tj pro- 


jicirt, c? sei der Bogen der Projection und v die Componente der Ge- 


dt 


scbwindigkeit parallel zur Projectionsebene. Den Gleichungen kann man danr 
die Form geben: 


I?' = ^ ' 


-y, 2 

dH 


day ^ ,d^ 

,_g_2«,. j- + Mm, 


dt^ 


=^Z+ Bn. 


Die beiden Glieder 2cqv und 
da 

Kraft deren Itichtungscosinusse 

,, dll 
? ==. — qn 
da 


sind die Componenten einer 


-d^, 

da ’ 


sind, Sie ffenui?en der Gleicbiing V ^ 4- m' ^ + n' ^ == 0 . 

® ^ do ' da ' da 

Die Kraft ist duller senJcrecht zur Tangente an die Curve und senJcrecht zur 
Botationsaoce gerichtet. B' moge die Resultante der Reaction JR und der Kraft 
^(ov' sein. B' wirkt alsdann aiicli recMwinldig zur Tangente; (r, w'") mogen 

ilire Riclitungscosinusse sein. 

Die Bewegungsgleichungen erhalten mithin die Gestalt 


dt^ 


= X+c,H + 


da) 

dt 


rj + S' r ] 




^Z 

dt^ 


Z -j- Kn " . 


(2). 


Dies sind die Beivegungsgleiclmngen eines sich auf einer festen Curve he- 
ivegenden Massenpunlztes j an dem ausser den gegehenen Krdfien nocJi zivei andre 
Krdfte angreifenj ndmlicli (1) eine Kraft oo^r, die grade von der Axe weg gerichtet 
ist^ unter r den Abstand des PunJetes von der Axe verstanden, und (2) eine Kraft 

deren Bichtung senlcrecM zu der den Punlct und die Axe enthaltenden Ebene 

und der Bichtimg der Botation der Curve entgegengesetzt ist. 

Bei jedem sxjeeiellen Problem Icann man daher die Curve so ansehen, als Idge 
sie fest. Die Curve moge sich z. B. um die Axe init gleichformiger Winkel- 
geschwindigkeit drehen. Mmmt man dann die Componenten in der Richtung der 
Tangente, so ist 

dv ^dx . . ^dz . , dr 

ds 


ds 


ds 


ds 


ds^ 


worin r den Abstand des Massenpunktes von der Axe bedeutet. V sei der An- 
fangswerth von t?, r^ der von r. Dann ist 

v^— 2 J" {Xdx + Tdi/ + Zd^) + (r* — r**). 

1st Vq die Geschwindigkeit, die der Massenjpunkt unter der Wirkung der- 
selben Krafte hatte, wenn die Curve festlage, so erhalt man 

F* = 2j{Xdx + Xdy + Zde) 

und daraus 

v^ — % ^ == 00® (r^ — ? 0 ®). 

Der Druek auf die sich bewegende Cwve ist dem Druck a^if die festliegende 
Curve nicht gleich. Da V ^^dri/da., m' == — d^jda ist, so wirkt die Kraft ^oov 
parallel zu dem Loth auf die projicirte Curve in einer Richtung, welche der in 
Folge der Rotation co entgegengesetzt ist. Dreht man diese Kraft daher um, so 

13* 
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ist der Druck R auf die bewegliclie Curve die Resultante aus dem Druck K auf 
die feste Curve und eines Drucks der senkrecht sowobl zur Curve als zur Axe 

wirkt, wobei der letztere in der Bewegungsrichtung der Curve positiv zu nehmen ist. 

Nimmt man z. B. an, die Curve sei eben, bewege sicli gleicbmassig um eine 
zu ihrer Ebene senkrechte Axe und gegebene Krafte seien nicht vorhanden, so 
ist, wenn man die Componenten in der Biclitung der Normal en nimmt, 

~ = — cD^r sin tp -|- 
9 

worm gj den Winkel bedentet, don r mit der Tangente macht. Daraus folgt, 
unter p das von der Axe auf die Tangente gefallte Lotli verstanden, 

Ji = 1 - (Q^p -^2 cdv . 

9 

Dieses Beispiel lultte man ancli durcli Cylindercoordinaten in der Art leicht 
Idsen konnen, dass man die feste Axe zur ^'-Axe genoinmen und die Projection auf 
die .T 2/ -Ebene auf Polarcoordinaten bezogen hiitte. Diese Method e, das Problem 
zu behandeln, wird dem Loser zur Uebung liberlassen. 

Beisj). Ist CO variabel, so erhiilt man 

-j-2cov-j-^ Yr^ — X)\ 


Beispiele 


(den an der Universitilt und den Colleges gegebenen „Examination Papers “ 

entnommen). 

1. Ein kreisformiger Itcif, dessen Gewicht o'no ist, kann sich frei auf einer 
glatten hovizoiitalen Ebene bewegen. Er tragt auf seinem Umfang einen kleinen 
Ring vom Gewicht w und der Reibungscoefficient zwischen beiden ist fi, Anfangs 
befindet sich der Reif in Ruhe imd hat der Ring eine Winkelgeschwindigkeit oo 

um den Mittelpimkt des Reilen. Man zeige, dass der Ring nach der Zeit - - - 

" pcco 

auf dem Reilen zur Ruhe kommt. 


2. Die Ebene eines schweren kreisformigen Drahtes steht vertical und sein 
tiefster Punkt befindet sich in der Hdhe h fiber einer horizontalen Ebene. Ein 
kleiner Ring wird von dem hdchsten Punkt aus langs des Drahtes mit einer 


Winkelgeschwindigkeit um sein Centrum gleich Tcn'y'^ geworfenund zru gleicher 

Zeit der Draht losgelassen. Man zeige, dass der materielle Punkt grade n Um- 
drehungen gemacht hat, wenn der Draht die horizontal e Ebene erreicht. 


3. Ein Draht von der Gestalt eines Kreises kann sich in einer horizontalen 
Ebene um einen festen Punkt 0 seines Umfangs drehen und tragt eine kleine 
Kugel P, die anflinglich mit der gegebenen Geschwindigkeit V von dem ent- 
gegengesetzten Ende A des durch 0 gehenden Dui'chmessers aus geschleudert 
wurde. Die Masse des Drahtes ist doppelt so gross wie die des Kfigelchens; man 
zeige, dass 

{Ua^ + ia^r^ — r^ (^) = 

worin 

9 = <^P0A. § U7. 

4. Zwei gleiche gleichfdrmige Stab e i von der Lange 2cf, die an ihrem einen 
Ende lose mit einander verbunden sind, werden symmetrisch auf eine feste glatte 

Eugel vom Radius ya]/^ gelegt, in die Hohe gehoben und derart in eine hori- 



Beispiele (§ 213). 
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zontBile Lage gebracht, class das Gelenk die Kugel bcrdhrfc. Man lilsst sie iintcr 
cler Wirkung der Schwere fallen; man zeige, wenn sie zum ersten Mai ziir Rube 

kommen, djiss sie den Winkel arc cos y mit clem Horizont macben; dass die Be- 

rfibrungspunkte mit der Kugel alsdann die Scbwingungscentren der Stake bcziig- 
licb des Gelenkes sind; dass der Druck auf die Kugel an jedem Beriihrungspunkt 
cin Vierfcel des Gewichts cines jeden Stakes ketragfc unci dass kein Zwangszustand 
am Gelenk vorbandeii ist. § 143. 

5, Ein scbwcrer gleicliformiger Reif von der Gestalt eines Kreises, dem 
Iladius a und der Masse 27ra?n, der an einem Pnnkt vollstanclig gckrocben ist 
unci dessen Ekene vertical stebt, rollt mit gleicbformiger Winkelgcscbwindigkeit (o 
auf einer borizontalen Ekene. Man sucbe den Maximal- und Minimalwertb des 
Biegungsmoments an irgend einem Punkfc Q des Beifens und keweise, dass, wenn 
(a so gross ist, dass das Biegungsmoment niemals verscbwindet, der grosste dieser 
A¥ertbo 2 sin- 0 (a co^ ist, unter 20 den Winkel verstanden, den Q und 
der Brucbpunkt am Centrum des Reifens kestimmen. 

6, Die Enden zwoier graden gleicbcn und gleicbformigen Stake sind durcb 
zwei Stricko von gleicber Lilngc a so verb unden, dass das Ganze ein Parallelo- 
granim kildet. Ein Stab wire! an seincm Mittelpunkfc durcb eine feste Axe gc- 
stiitzt, urn -welcbe er sich frei kewegen kann und dicso Axe stebt senkreclit auf 
der Ebeno der Bewegung, die vertical ist. Man zeige, class der Mittelpunkt des 
nnteren Stakes auf diesolko Art, wie ein einfacbes Pendel von der Lange a 
Bcliwingt und class die TKm/celbewegiing der Stake von dieser Seb-wingung niebt 
abblingt. 

7, Ein diinner Strick ist an zwei Punkte A, B m derselken borizontalen 
Ebene befestigt und trilgt an seinem Mittelpunkt das Gewiebt W. Ein Stab von 
der Lilngc AB und dem Gewiebt W hat an jedem Ende einen Ring, durcb 
wclcben der Strick bindurchgebt, und wire! aus der Lage AB fallen gelassen. 

Man zeige, dass der Strick wenigstens die Lilnge baben muss, wenn das 

Gewiebt den Stab je erreicben soil. § 143. 

Wenn das System sich im Gleicbgewicbt kefindetuncl das Gewiebt ein wenig, 
vertical verseboken wircl, so bctrilgt die Dauer seiner Ideinen Sebwingungen 
1 



8. Ein feiner Zwim ist in einer glattcn kreisformigen Rohre eingeschlossen 
welcbe frei um einen verticalen Durchmesser rotirt; man beweise, dass die 
Neigiing (0) des Durckmessers durcb den Scbwerx}unkt des Padens gegen die Verti- 

cale in der Lage relativen Gleicbgewichts durcb die Gleichung cos 0 = jg 

gegeken ist, worin oo die Winkelgescbwindigkeit der Rohre, a ibr Radius und 
2 a (3 die Lange des Padens becleutet. Man erklllre den Pall, in welcbem der 
Werth von acu^cosp zwisoben g und — g liegt. 

9. Ein glatter Drabt ohne Tragbeit ist wie eine Scbraubenlinie gebogen und 
kann sich um eine verticale Axe dreben, die mit einer Erzeugenclen des Cylinders, 
auf dem die Scbraubenlinie aufgetragen ist, znsammenfallt. Ein kleiner sebwerer 
Ring gleitet die Scbraubenlinie binak, indem er von einem Punkt ausgebt, in 
dem cliese verticale Axe die Scbraubenlinie trifft; man beweise, dass die Winkel- 
gescbwindigkeit der Scbraubenlinie ein Maximum wird, wenn sie sich um den 
durcb die Gleichung cos^0 -f- tg^ o: -f- 0 sin 20 = 0 gegebenen Winkel 0 gedrebt 
hat, unter o; die Keigung der Scbraubenlinie gegen den Horizont verstanden. [Die 
Masse der Scbraubenlinie ist als Kull anzuseben.] 
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10. Eine liugclformige liohlung vom Eadius a wird in einen glasernen 
Wnriel von der MasBC M gemaclit und ein Punkt von der Masse m bineingelegt. 
Dcr Wiirfel wird dann auf ciner glatten horizontalen Ebene mit der Gescliwindig- 
keifc V so in Bewegung gesefczt, dass der materielle Punkt grade um die Kugel 
heriim liiuft und dabei in Berdhrung mit ibr bleibt. Man beweise, dass 

F* = 5a(/ + 4«()r-^- 

11. Ein vollkommen ranker Ball wird in cine hokle cylindriscke Gartenwalze 
auf iiiren ticfsten Punkt gelegt imd die Walze dann einen horizontalen Weg ent- 
lang mit der glcichformigcn Gescliwindigkeit V gezogen, Man zeige, dass der 

27 

Ball ganz um das Innere der Walze heniinrollt, wenn grosser als -^-g{h — a) 
ist, untcr a den Eadius des Balls imd unter h den der Walze verstanden. 

12. AB^ BC sind zwci gleiche gleichfdrmigc Stabe, die bei B lose durcb 
ein (lelenk verbundcn sind imd sick mit dcrselben Gesckwindigkcit in einer zii 
ibrer Lilngc senlcreckten Eicktung bewegen; das Endc A wird pldtzlich festgekalten ; 
man zcigc, dass die Anfangswinkelgesclnvindigkcit von AB dreimal so gross 
als die von BC ist. Man zeige auck, dass boi der nackfolgenden Bewegung der 

Stiibe der grosste Winkel, den sie miteinander macken, arc cos — ist, und dass, 

wenn sie das nllchste Mai eine grade Linic bilden, die WinkelgeBckwindigkeit 
von BC neunmal so gross als die von AB ist. §§ 169, 147. 


13. Drei gleickc sckwere gleickformige Balken, die durch Gelenke miteinander 
verbnnden sind, werden so auf einen glatten Tisck gelegt, dass sie eine grade 
Liuie bilden, und dem mittleren Balken wird in seinem Mittelpunkt ein bestimmter 
horizontal er Stoss senkrecht zu seiner Lange gegeben; man zeige, dass der 
momentane Stoss auf jeden der andern Balken ein Seckstel des gegebenen 
Stosses ist. 


14. Drei Balken von gleickem Material sind so verbunden, dass sie einen 
einzigen Balken bilden, und werden auf einen glatten horizontalen Tisck gelegt. 
Die beiden ausseren Balken sind gleich lang und einer von ihnen erkalt auf sein 
freies Ende einen Scklag, der senfaeckt zu seiner Lange gericlitet ist. Man be- 
stimme die Lange des mittleren Balkens, wenn der andre aussere Balken die 
grosstmoglicke Winkel gescliwindigkeit erkalten soil. 


Ee suit at. Ist m die Masse eines jeden Endbalkens, die des inneren, 
P die Bewegimgsgrosse des Schlags, q die dem dritten Balken mitgetkeilte 

Winkelgesckwindigkeit, so ist ^ -f- woraus sick ergibt, dass 

(3 ^ , wenn (o ein Maximum ist. 


15. Zwei rauhe Stake B werden parallel zu einander auf dieselbe kori- 
zontale Ebene gelegt. Ein dritter ranker Stab C wird recktwinklig so fiber sie ge- 
legt, dass sein Sekwerpunkt in die Mitte zwiseken sie fallt. C wird um den 
Winkel a in die Hoke gekoben und fallen gelassen; man bestimme die Be- 
dingiingen, unter welcken er Sekwingungen macht und zeige, dass, wenn seine 
Lange dem doppelten Abstand zwiseken A und B gleickkommt, der Winkel 
um den er sick bei der Sckwingimg erkebt, durck die Gleickung 

. ^ /l\2w . 

sin 0 = / — 1 • sin a 

gegeben ist. 

16. Die Ecken A, B einer sekweren reckteckigen Lamelle A BCD kdnnen 
sick auf zwei glatten festen Drakten OA^ OB bewegen, die rechte Winkel mit- 



einander machen, in einer verticalcn Ebene liegen und die gleiclie Neigung gegen 
die Verticalc haben. Die Lamelle befindet sich im Grleiobgewiclit, wobei AJB 
horizontal iat; man finde die G escbwindigkeit ihres Schworpimkts und die Winkel- 
geschwincligkeit, die durch einen in der Richtung der unteren Kante CD ei- 
Iblgonden Stoss hervorgerufen werden. Gegeben ist AB~2a, BG^^a\ man be- 
weise, daas AB grade so lioch steigt, dass es mit dem einen Draht zuaammen- 
fllllt, wenn der Stoss deraid ist, class or einer der Lamelle gleichcn Masse eino 

Geschwindigkeit mittheilen mirclc, deren Quadrat-^ ga(^ — ]/2) ist. Man finde 
auch die Stosskiilfte bci A und B. 

17. Ein Ball, der sich um eine vcrticale Axe dreht, bewegt sich auf einem 
glatten Tisch und triftl. direct gegen cine vollkommen rauhe verticale Bande 
man zeige, dass die lebendige Kraft des Balles sich in dem Verhaltniss 

10 + 14 tg*0: ^® + 49tg*0 

vermindert, wo e die Elasticitat des Balles und 0 der Abprallwinkel ist. * 

18. Ein Rliombus besteht aus vier starren gleichfdrmigen Stiiben, von denen 
jeder die Lilngc 2^* hat und die sich um Gelenke an ihren Enden irei bewegen 
Icdnnen. Wenn der Rhombus auf einen glatten horizontalen Tisch gelegt wire! 
und einer dem Stabc einen Stoss rechtwinklig zu seiner Riclitung erhalt, so be- 
ginnt der Rhombus sich wie ein starrer Kdrper zu bewegen, wenn der Stoss einen 
Punkt trifft, der um a{l — cos a) von dem Scheitelpunkt eines spitzen Winkels 
entfernt ist, wobei a der spitze Winkel ist 

19. Ein Rechteck wird aus vier gleichfdrmigen Staben von der Lilnge 2 a 
bez. 2d hergestellt, die an ihren Enden durch Gelenke verhunden sind. Das 
Rechteck rotirt auf einer glatten horizontalen Ebene um sein Centrum mit der 
Winkelgescliwindigkeit rt; plotzlicb wird cin Punkt in einer der Seiten von der 
Lange 2 a festgehalten. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit der Seiten 

von der Lange 2d sofort ~ j n wird. Man suche auch die Aenderung in der 
Q a 4:0 

Winkelgeschwindigkeit der andem Seiten und die Stoss action an clem Punkt, der 
festgelegt wird. 

20. Drei gleichc glcichformige nnelastische Stilbe, die durch Gelenke lose 
miteinander verbunden sind, werden in einer Geraden auf einen glatten horizontalen 
Tisch gelegt und die beiclen ilusseren mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten um 
die Enden des mittleren (1) in derselben Riehtnng, (2) in entgegengesetzten 
Richtungen in Rotation gesetzt. Man beweise, dass in dem ersten Pall, wenn die 
ausseren Stabe den grdssten Winkel mit dem nach beiden Seiten verlangert ge- 

dachten mittleren machen, die gemeinsame Winkelgeschwindigkeit aller drei yco 
ist, und dass im zweiten Pall nach dem Zusammenstoss der beiden ausseren 
Stabe das von ihnen gebildete Dreieck sich mit der gleichfdrmigen Geschwindig- 

keit |-ao) bewegt, wenn 2a die Lange eines jeden Stabes ist. 

21. Ein gleichseitiges, aus drei gleichen schweren gleichfdrmigen, an ihren 
Enden durch Gelenke verbun denen Staben von der Lange a gebildetes Dreieck 
wird in einer verticalen Ebene so gehalten, dass eine Seite horizontal liegt, und 
die gegemiberliegende Ecke nach unten gerichtet ist. Nachdem es irgend eine 
Hdhe durchfallen hat, wird der Mittelpunkt des oberen Stabs pldtzlich angehalten; 
man zeige, dass die Stosswirkungen an den oberen und dem unteren Gelenk in dem 
Yerhaltniss yis : 1 stehen. Wilrde das untere Gelenk eben brechen, wenn das 

System die Hdhe — durchfallen hat, so betriige die Schwingungsamplitude der 
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unteren Stabe genau einen Winkel Yon zAvei Recbten, AYenn das System die Kobe 
lierabgefallen ist. 

y-d 

22. Ein vollkoniBien rauher und starrer Beif rollt eine schiefe Ebene 
hinab iiiid stosst auf ein Hinderniss in der Gestalt eines Nagels. Man zeige, dass, 

AYenn der Radius dcs Reifens die Hobe dee Nagels uber der Ebene — 
die GescbAvindigkeit grade vor dem Stoss V ist, der Reif iiber den Nagel springt, 
falls > ” {/r [^1 — sin (cc + -y j ist, unter cc die Neigung der Ebene gegen den 
Horizont Yerstanclen. Man zeige, dass der Reif nicbt in Berfibrung mit dem Nagel 
hUihtf AYenn gr-un + und gescbieht es doch, dass der Reif den 

Nagel verllisst, wenn der Durcbinesser durcb den Bcrtihrungspunkb mit dem Hori- 
zont einen Winkel macbt, dessen Sinus {- ” sin (a + ^ ) ist, 

’ y 2 gr ^ \ 6/ 


23. Eine flacbe kreisformige Scheibe vom Radius a Avird auf einem rauben 
borizontalen Tiscb fortgestossen , Avelcber derart ist, dass die Reibung an einem 
Element cV^mcc betrllgt, wenn man unter a das Element, unter V die Ge- 
schwindigkeit des Elements und unter m die Masse dor Flaebeneinheit verstebt; 
man suebe die Babn des Mittelpunkts der Sebeibe. 

Wenn die AnfangsgescIiAvindigkeit des SebAverpunktes und die Winkel- 
gescliwindigkeit der Sebeibe (Oy sind, so lasst sicli beAveisen, dass die Ge- 
sebAYindigkeit u und die WinkelgescbAvindigkeit to zii irgend einer folgenden Zeit 

der Beziehimg gemigen 


24. Eine scliAvere kreisformige Lamelle von dem Radius a und der Masse M 
rollt auf der Innenseite eines rauben Kreisbogens vom doppelten Radius, der in 
einer verticalen Ebene festliegt. Man finde die BeAvegung. Wenn die Lamelle 
auf den tiefsten Punkt des Bogons so gesetzt Avird, dass sie sicb in Rube befindet, 
so ist der Stoss, Avelchen sie in borizontaler Richtung erbalten muss, damit sie so 
bocb als moglicb steige, obne voUstllndig herumzulaufen und ohne abziifallen, 

Mysag . 


26. Eine Sebnur obne Gewiebt Avird um einen rauben borizontalen Cylinder 
gewunden, dessen Masse M imd Radius a ist und der sicb um seine Axe di’eben 
kann. An das freie Ende der Sebnur wire! eine Kette von der Masse m und der 
Lange I befestigt, Alsclann rollt man die Kette diebt zusammen und lasst sie los; 
man beAveise, dass der Winkel 0, um Avelchen sicb der Cylinder nacb der Zeit t 

gedrebt bat, ehe die Kette vollstandig ausgestreekt ist, durcb Jfa0=y adj 

gegeben ist. 

26. Zwei gleicbe Stabe AC^ BG sind bei C frei verbunden und bei A und 
zAveien Punkten, die in derselben borizontalen Linie liegen, an Haken gebangt, 
wobei jeder Stab den Winkel k mit dem Horizont macbt. Der Haken B gibt 
plotzlicb nacb ; man beAveise, dass die Riebtung des Dimckes bei C soforfc sicb um 


einen Winkel drebt, dessen Tangente 


1 + 6 sin^ a 2 — 3 cos^ 


1 + 6 cos ^ a 3 sin a cos a 


ist. 


27. ZAvei Massenpunkte A, B Averden durcb einen diinnen Faden verbunden; 
A rubt auf einem rauben borizontalen Tiscb, wabrend B vertical im Abstand I 
von der Eante des Tisebes berabbiingt. A ist nun gerade im Begrift*, sicb zu be- 
Avegen und B wird horizontal mit der Gescbwindigkeit ib fortgescbleudert ; man 



Bei.spiele (§ 213). 
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zeige, class A sich mit cicr Beschlennigung 


zu bewegen beginnt und 


4* 1 ^ 

class der Anfangskrummungsradius der Bahn des Punlrfces J5, (fc. + 1) Z ist, wo ^ den 
Reibungscocfficienten bedeutet. 


28. Zwei Massenpunkfce {ni, m) werden diirch einen Faden verbunden, der 
durch einen kl einen festliegenden Bing geht, und so gehalten, dass der Faden 
horizontal ist; ihre Abstilnde von clem Bing sind a nnd a. q, q seien die An- 
fangskriimmungsradicn ihrer Bahnen, wenn sic losgelassen werden; man beweise, 

T m ni ,1,1 1,1., 

dass ™ und — b -• = — U isi 

Q Q Q Q a a 


29. Eine Kngcl, clcren Schwerpunkt nicht in ihrem Centrum liegt, wird auf 
einen raulien Tiscli gclegt; der Eeibungscocfiicient ist man bestimmo, ob sie 
zu gleiten oder zu rollen beginnt. 


30. Ein kreisfonniger Ring wird in verticaler Lage auf einer glatten hori- 
zontalen Ebcno befostigt und ein klcincir Ring auf den Kreis gesetzt, der an clem 
hochsten Punkt mittelst eines Fadens befestigt ist, zu clem der Centrhvinkel a ge- 
hort. Der Faden wird durchgeschnitten nnd der Kreis freigelassen ; man beweise, 
class die Druckkrafto auf den Ring vor und nach clem Durchscbneiclen cles Fadens 
in deni Verbal tniss 3i -j- m ain^ a : M cos a stehen, worin 7ti und 31 die Massen 
dcs Ringes und cles Kreises sind. 

31. Das eine Encle G eines Stabes lasst man mit gleichformiger Winkel- 
gescbwindigkeit n auf dcm Umfang eines Kreises vom Radius a rotiren, wahrend 
cler Stab selbst sicli in der entgegengesetztcn Ricbtung mit derselben Winkel- 
geschwiucligkeit um dieses Encle clreht. Der Stab fallt Anfangs mit einem Durch- 
messer zusammen und cin glatter Ring, der frei langs cles Stabes gleiten kann, 
wire! in das Centrum cles Kreises gebracht. r ist cler Abstand des Ringes von C 

zur Zeit t\ man beweise, dass r^~ cos 2nt ist. 

32. Zwei gleicbe gleichformige Stabe von cler Lange 2 a sind clurcjh ein 
Gelenk an dem einen Ende aneinander gehangt, wahrend. die andem Enden 
ein unausdehnbarer Faden von cler Lilnge 2Z verbindet. Das System rubt auf 
zwei glatten Zapfen, die in derselben horizontalen Linie liegen und den Abstand 
2c voneinander haben. Der Faden wird durchgeschnitten; man beweise, dass die 
Anfangswinkelbeschleunigung eines jeden Stabes 

Sa^c—P 

^ 8aH^ , 32a^c^ „ s , 

-Y- + -P 

ist. 

33. Eine glatte horizontale Scheibe rotirt mit der Winkelgeschwindigheity/A 
um eine verticale Axe; auf den Durchschnittspunkt wird ein materieller Punkt ge- 
legt, der nach einem gewissen Punkt der Scheibe von einer Kraft gezogen wird, 
deren Beschleunigung ^ x der Abstand ist; man beweise, dass seine Bahn auf der 
Scheibe eine Cycloide beschreibt. 

34. In einem hohlen Cylinder vom Radius a, der auf einem rauhen Tisch 
ruht, sitzt ein Insect auf der tiefsten Erzeugenden; wenn das Insect sich auf- 
macht und mit gleichformiger relative!* Geschwindigkeit V zum Cylinder in einer 
verticalen Ebene, welche die Axe des Cylinders rechtwinklig schneidet, fort- 
wandert, so ist der Winkel den die Ebene, welche die Axe und das Insect ent- 
halt, mit der Verticalen macht, durch die Gleichung gegeben: 
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( Jf+ 2 to sin^-ie] = JfE'— 2mag sin* A 0 , 

YoraiiF^gesetzt, class die Cylinderwancl selir dunn ist. 

Wenn cler innerc Radius h ist, so liisst sich bcweisen, dass 

[M{lo^ -|- a^) -f- m (a^ — 2a& cos ^”)] “ ^ — 2m gb (1 — cos 0) 

ist^ woriii 

Cb^ \3^(Jc^ + + m {a — by] = [3f{k^ + a^) + via (a b)y 

Lind M, m die Masson des Cylinders bcz. des Inscctes sind. 


35. An tnnem krcisiormigcn lleifen vom Radius h und ohxie Masse ist cin 
scliwerer Massenpunkt in einem Punkt befestigt, der den AbstancI c vom Centrum 
hat; die innere Pliiche des Rcifens -wire! gezwungen, auf der iiusseren Flache cines 
festen Kreises vom Radius rc, wobei h a ist, unter der Wirkung* ciner ab- 
stoRsenden Kraft zu rollon, deren Sitz das Centrum des festen Kreises ist und, die dem 
/Lt-fachen Abatand gloichkommt. Man zoige, dass die Periode kleiner Scliwingungen 


h c 


desilicifens 27t-~^ ist. Man zeige, dass allc Scliwingungen, klcinc 

wie grosse, wenn c — h ist, dieselbe Periode haben; ferner, class man im All- 
gemeinen den Reifen so in Bewegung setzen kann, dass er mit der gleichformigen 

i 
. 2 

zu rollen fortfahrt. 


Winkelgeschwindigkeit ~lj~) 



Kapitel V. 

Die Bewegimg starrer Korper Im Raiim von drei 

Dimensionen. 

Translation und Eotation. 

§ 214, Wenn die materiellen Punkte eines Korpers starr mit- 
einander verbiinden sind, dann milssen gewisse allgemeine Beziehiingen 
zwisclien den Bewegungen dieser Punkte existiren, die Beschaffenheit 
der von (Jen Kraften erzeugten Bewegung mag sein^ welche sie will. 
Diese Bezieliungen milssen derart sein^ dass aus der Bewegung dreier 
nicM in derselben Graden liegenden Punkte die eines jeden andern 
Punktes gefundeii werden kann. An erster Stelle wird es daker unsre 
Aufgabe sein^ den allgemeinen Charakter der Bewegung starrer Korper, 
abgesondert von den Kraften, welche sie bervorrufen, zu betrachten und 
die Bestimmung der Bewegung eines jeden materiellen Punktes auf so 
wenige unabbangige Grossen zu reduciren, als moglicb ist, und an 
zweiter Stelle werden wir untersucben, wie (iiese unabbangigen Grossen^ 
wenn die Krafte gegeben sind, ermittelt werden konnen. 

§ 215. Ein PunU eines in Bewegung hefmdlichen starr en Korper s 
liegt fest; man soil die allgemeinen Beziehungen ^wischen den Bewegungen 
der iihrigen Punhte des Kdrpers aUeiten. 

0 sei der festliegende Punkt; er werde zum Centrum einer be 
weglicben Kugel genommen, die in dem Korper befestigt sein mog 
Der Badiusvector nacb irgend einem Punkt Q des Kdrpers scbnei' 
die Kugel in P; die Bewegung eines jeden Punktes Q des Kor’^ 
wird dann durch die von P dargestellt. 

Wenn die Verschiebungen AA!^ BB' zweier Punkte Aj B ai 
Kugel in einer gewissen Zeit gegeben sind, so kann man die 
schiebung eines jeden andern Punktes P auf der Kugel ofifenbar ^ 
indem man auf A'B' als Basis das Dreieck A'P'B' congruent 
construirt. PP' stellt alsdann die Verschiebung von P dar. M? 
als selbstverstandlicb anseben oder aucb, wie in den Elemer 
Geometrie, beweisen^ dass auf derselben Basis und auf der na.^ 

Seite derselben keine zwei Dreiecke auf derselben Kugel existirtj 
konnen, welcbe sowobl die Seiten gleieb baben, die in dem einen Endt 
als die, welcbe in dem andern Ende der Basis zusammenlaufen. 
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D imcl E seieii die Mittelp-unMe der Bogen AA\ JBJS' xmA I) Gy 
EG Bogen grosster Kreise, welche auf A A bez. JBB' senkrecbt stelien. 

Dann ist olFenbar CA = GA' und 
CJB = GB' und daher^ weil die Grund- 
linieii J.J?;^'J5'gleicli sind, die beiden 
Dreiecke A GB, A'CB' congruent. Die 
Verschiebung von 0 ist daher Null. 
Weil ferner die Verscbiebung von 0 
Null ist; so muss offenbar die Ver- 
scbiebung eines jeden Punktes der Ge- 
raden 00 Null sein. 

Em Korper Icann daher von irgend 
einer Lage, die tvir AB nennen honnen, in 
cine andre A'B' daditrch gehracht tverdeuy 
dass man ihn imi OC als Axe rotiren 
und dabei einen WinJccl PGP' derart 
hcschreihen Idsst, dass jeder Funht P 
mm Zusmmienf alien mil seiner neiien Lage P' gehracht ivird. Jeder 
Punkt des Korpers wird dami aus seiner ersten in seine Endlage ge- 
braclit. 

Diesen Bcatz verdankt ma.n Eulei’;, WIdmoircs de VAcaddmie de Berlin 1760 
iind Commentaircs de St, Pdtersbourg 1775. 



§ 21G. Wird der Radius der Kugel unendlicb gross, so werden 
aus den verscliiedeneu Kreisen der Pigur Gerade. Daraus folgt, dass 
ein Korper, der sich in einer Ebene bewegt, aus einer Lage, die man 
AB nennen kann, in eine andere A'B' durch Rotation um einen ge- 
wissen Pimkt C gebraclit werden kann. 


and 


§ 217. Beisp. 1. Ein Korper wird auf rechtwinklige Axen x, ^ bezogen 
die Axen werden unter Beibekaltung des Coordinatenanfangs nach. clem 
nebenstehenden Schema mit den Axen x\ y\ z' vertausoht. Man 
zeige, class dies dasselbe ist, als ob man den Korper um eine 
Axe drehte, cleren Gleichungen irgend zwei der folgenden drei 

(c*i — 1) 4“ ^2 2/ ^ ^ ? 

a; + (62 — 1) 2/ + &3 ^ == 0 ^ 

c^x+c^y+ =-0, 

und dabei einen Winkel 9 beschreiben liesse, der clurch 



X, 

y\ 

z' 

X 


ct^ , 


y 




z 

1 




3-^4 sin^ Y 0 = + &3 4- Cg 

gegeben ist. Wenn die positive Kichtung der x,, y' willkiirlich ist, zu zeigen, 
dass man der Bedingung der gleichzeitigen G-iiltigkeit der drei Gleichungen clurch 
geeignete Wahl der positiven Itichtung der z'-Axe genilgen kann. Siehe auch eine 
Aufgahe in Smith’s Prize Examination^ 1868. 

Man nehme auf der z- und /-Axe je einen Punkt im Abstand 7i vom Coordinaten- 
anfang an. Ihre Coordinaten sind (0, 0, h), {a Ah Cg/^); ihr Abstand ist daher 


Translation niid Rotation (§ 215 — 219). 


205 


worin y den Winkel z Oz kedeutet. Ebenso erbalt man 2 sin^ ~0 sin^ o: = 1 — 

and 2 sin^ Y 0 sin^ /3 = 1 — , worans die Gleicliung fiir 6 sicb sofort ergibt. 

Eeisp. 2. Man zeige, dass man den Gieicliungen fCir die Axe auch die Form 
geben kann 


^ y ^ ^ 

Cj Ci^ Ctj -}- &jj 6'jj — ttj — &2 -j- 1 


§ 218. Wenn sicli ein Korper in Bewegung befindet, so sind 
iiicht mir seine erste nnd letzte Lage^ sondem auch die zwischen- 
liegenden .Lagen in Betracht zu zielien. Wir wollen. also annehmen, 
A'JS' wiiren zwei Lagen am Anfang und Ende eines unbegrenzt 
Ideineai Zeitintervalls di Wie man siebt, gibt es fur einen Korper, 
der sicli um einen festen Punkt 0 bewegt, in jedem Moment der Be- 
wegung eine Gerade OC, deren sammtliclie Punkte wiilirend einer un- 
begreiizt kurzen Zeit dt keine Verscliiebung erleiden. Diese Gerade 
heisst die Momentmaxe. 

1st do der Winkel, den der Korper um die Momentaiiaxe be- 
schreiben muss, um einen Punkt P aus seiner Lage zur Zeit t in die 
zur Zeit t -)- dt zu bringen, so heisst das scliliessliche Verhaltniss von 
do zu dt die Winkelgescliwindigkeit des Korpers um die Momentanaxe. 
Die Winkelgescliwindigkeit kann aucli als der Winkel definirt werden, 
welclien der Korper in der Zeiteinheit beschreiben wilrde, wenn er 
fortfilhre mit derselben Geschwindigkeit, die er in dem gegebenen 
Moment hatte, sich um die niimliche Axe wahrend der Zeiteinheit 
gleichformig zu drehen. 

§ 219. Wir wollen nun die Einschrankung, dass der Korper sich 
um einen festliegenden Punkt bewegen soli, fallen iassen. Man kann 
den folgenden Satz aufstellen: 

Jede VerrucJcung eines starren Korpers Imnn man als die Combination 
der heiden folgenden Be^vegungen ansehen: (1) einer Translationsbewegung, 
tvodurcli jeder materielle PunM sich parallel mr JBewegungsrichtung irgend 
eines angenommenen mit dem Korper starr verbmdenen Punlctes P die- 
selhe Streclce entlang bewegt^ (2) einer Botationsbewegimg des gamen 
Korpers um eine durch den angenommenen PunM P gehende Axe. 

Dieses Theorem und das iiber die Centralaxe rilhren Yon Chasles her. 
Bulletin des Scmices Mathematigiies par Ferussac, voL XIY. 1830. Siehe anch 
Poinsot, Theorie Nouvelle de la Botation des Corps. 1834. 

V Es leuchtet ein, dass die Aenclerung der Lage dadurch bewirkt 
werden kann, dass man P durch eine Translationsbewegung von seiner 
alten in seine neue Lage P' bringt, alsdann P' als festen Punkt bei- 
behalt und zwei beliebige Punkte des Korpers, die mit P nicht in 
derselben Geraden liegen, in ihre Endlagen bewegt. Diese letzte Be- 
wegung ist, wie wir bewiesen haben, mit einer Rotation um eine 
durch P' gehende Axe gleichwerthig. 
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Da diese Bewegungen durchaus unabhangig voneinander sind^ so 
kann man ilire Reilienfolge offenbar nmkebreH; d, h, man kann den 
Korper zuerst rotiren lassen uud ibm dann die Translation geben; man 
kanu auch annehmen; sie fiinden gleicbzeitig statt. 

Wie man siebt; kann man jeden Punkt P des Korpers als Reductions- 
punkt fur die doppelte Operation wahleii. Die gegebene Verriickung 
kann daber auf unendlicb viele Arten ausgefiibrt werden. 


§ 220. Vertaiisclmiig cler Reductionspunkte. Die Beziehungen 
zwischen den liotationsaxen und -WinJceln zii finden, wenn verschiedene 
PunMe P, Q zn lieductionspunlden gewdhlt loerden. 

Die Verriickung des Korpers mdge durcb eine Rotation (Drebung) 
d urn die Axe PP und eine Translation (Verschiebung) PP' dargestellt 
werden. Dieselbe Verriickung moge auch die Rotation Q' um die Axe 
Q8 und die Translation Q,Q' ergeben. Es ist klar, dass jeder Punkt 
zwei Verscbiebungen bat^ (1) eine Translation gleicb und parallel mit 
PP' und (2) eine Rotation durcb einen Bogen in einer auf der Rotations- 
axe PP senkrechten Ebene. Die zweite Verschiebung ist nur dann 
Null, wenn der Punkt auf der Axe PP liegt. Die eimigen Punktej 
deren Versclviehungen dieselhen sind ^vie die des Bediwtionspunhtes, liegen 
dalier, auf der diesem JPunht entsprechenden JRotationsaxe. Durcli den 
zweiten Recluctionspunkt Q ziebe man eine Parallele zu PP. Alsdann 
sind flir alle in der Parallelen liegenden Punkte die in Folge der 
Translation PP' und der Rotation 0 um PP stattfindenden Ver- 
schiebungen dieselbeii, wie die entsprechenden flir den Punkt Q. Diese 
Parallele muss daber die dem Reductionspunkt Q entsprechende Rota- 
tionsaxe sein. Es folgt daraus, dass die Rotationsaxen fiir alle Reductions- 
punkte parallel smd» 


§ 221. Der Abstand der Rotationsaxen fur P und Q, die also 
parallel sind, sei a. Scbneidet die Ebene des Papiers diese Axen recht- 

winldig in P und so Jst P Q 


a. 



PP', QQ' mogen die lineareiz Ver- 
scbiebungen Yon P bez. Q dar- 
stellen, die nicbt nothwendiger 
Weise in der Ebene des Papiers 


zu liegen braucben. 


In Folge der Rotation 6 um 
PP bescbreibt Q den zum Winkel B 
geborigen Bogen des Kreises Yom 


Radius a; die Sehue Qq dieses Bogens ist 2a sin - 0 und ist die durcb 


die Rotation hervorgerufene Verschiebung, Die ganze Verschiebung 

/~\ 1 i_ Jl * _ 'Tl 1 J.™. J. ✓v J ’W -| T-\ *f ** i-e /-v» iJ 


f 

{ 

einen Bogen^ dessen Sehne Pp gleich 2 a sin ist. Die ganze Ver- 

riiclcung PP' von P ist die Resultante von Pp und der Verscliiebung 
QQ' von Q, Wenn aber die Verscliiebung von Q der von P zusammen 
mit Qq und die von P der von Q zusammen mit Pqy gleicbkommt, 
so muss Pp gleich Qq sein und die entgegengesetzte Riclitung haben. 
Dazu ist erforderlichj dass die beiden Rotationen 6>, 6' um PP und QS 
gleich sind und dieselbe Richtung liaben. Es folgt daraus, dass die 
alien liednctionspimMen entsprechenden BotationswinJcel gleich sind. 

§ 222. Da die Translation QQ' die Resultante von PP' und Qq 
ist^ so kann man mit Hillfe dieses Satzes nun sowohl die Translation 
als die Rotation, die irgend einem gegebenen Reductionspunkt Q ent- 
sprechen, finden, ivenn die flir P bekannt sind. 

Da die in Polge der Rotation um PP stattfindende Verschiebung 
Qq senkrecht auf PP steht, so ist die Projection von QQ' auf die 
Rotationsaxe dieselbe ivie die von PP'. Daher sind die Projectionen 
der Verschiehungen oiler Punhte des Korpers auf die Rotationsaxe gleich. 

§ 223. Wichtig. ist der Fall, in welcliem die Verriickung eine 
einfaclie Rotation 6 um eine Axe PP ohne Translation ist. Wird 
irgend ein Punkt Q im Abstand a von PP als Reductionspunkt ge- 
vrablt, so wird dieselbe Verrtickung durcli eine Translation von Q 

langs der Sehne Qq = 2a sin ^6 in einer Richtung, die den Winkel 

j (jt ^ — 6) mit der Ebene QPB macht, und eine Rotation dargestellt, 

die gleich d sein und um eine Axe stattfinden muss, welche PP 
parallel ist. Daher Icann eine Rotation um irgend eine Axe durch eine 
gleidhe Rotation um eine parallele Axe msammen mit einer Translations- 
loewegimg erseUt werden. 

§ 224. Wenn die Rotation unbegrenzt klein ist, lasst sich der 
Satz so aussprechen: Eine Rotationsbewegung eodt um eine Axe PP 
ist einer gleichen Rotationsbewegung um irgend eine parallele Axe 
QS im. Abstand a von PP aquivalent zusammen mit einer Translations- 
bewegung acodt senkrecht zu der die Axen enthaltenden Ebene und 
in der Richtung, in der QS sich bewegt. 

§ 225. Die Centralaxe. Es ist oft wichtig^ den BeductionspunU 
so m wdhlenf dass die Translationsrichtung mit der Rotationsaxe m- 
sammenfdllt. Wir wollen sehen, wie dies geschehen kann. 

Die gegebene Verriickung des Korpers moge durch eine Rotation d 
um PR und eine Translation PP' dargesteUt sein. Man ziehe P N 
senkrecht zu PP. Wenn moglich, moge eine Rotation um eine Axe 
QS und eine Translation QQ' Idngs QS dieselbe Verriickung darstellen. 



208 KapitelV. Die Bewegung starrer Korper iin Baum von clrei Dimeusionen. 

Nacli §§ 220 nnd 221 muss QS parallel PB und die Rotation urn QS 
gleich. 6 seiu. Die Translation bewegt P lilngs PB um eine Strecke 

gleicL QQ' und die Rotation um QS 
bewegt P langs eines Bogens, dessen 
Ebene senkrecht auf PB stebt. QQ' 
muss daker gleicli PN und NP' muss 
die Seline des Bogens seiu. Daraus 
folgt; dass QS in der Ebene liegen 
muss^ die NP' halbirt und senkrecht 
zu NP' ist und in einem solchen Ab- 

stand a von PB, dass iVP' = 2 a sin 6 

oder^ was bequemer ist^ in einem 
solchen Abstand y von der Ebene 

NFF', dass NF' = 2yig~d ist. 

Die Rotation 0 um <3^ P" nach 
P' zu bringen und findet in derselben 
Riclituug statt, wie die Rotation 0 um PB. Der Abstand y muss 
daher vom Mittelpunkt von NP' aus in der Richtung genommen 
werdeu; in welcher dieser Mittelpunkt durch seine Rotation um PB 
bewegt wird. 

Nachdem so die allein nadgliche Lage von QS ermittelt ist, bleibt 
noch zu beweisen, dass die Verschiebung von Q in der That langs QS 
stattfindet. In Folge der Rotation 0 um PB beschreibt Q einen Bogen, 

dessen Sehne Qg[ parallel P'N und gleich 2 a sin 0 ist. Die Sehne 

Qg[ ist daher gleich NP' und die Translation NP' bringt g zuriick 
in seine Lage Q. Daher wird Q nur durch die Translation PN be- 
wegt, d. h. Q bewegt sich langs QS. 

§ 226. Daraus folgt, dass jede Verriiclmng eines Korpers durch 
eine Botation um eine gewisse Gerade und eine Translation parallel 
dieser Geraden dargestelU ^oerden hann. Diese Art der Bewegung heisst 
Schrauhenbewegung rmd die Gerade Centralaxe oder auch Schrmhenaxe, 
das Verhaltniss der Translation zu der Rotationsamplitude aber der 
Pfeil Oder der Windungsparameter der Schraube. 

§ 227. Dieselhe Verriiclmng eines Korpers kann nicht durch ^wei 
verschiedene Sclirauienbewegungen erseM werden. Wir wollen annehmen 
es sei moglich und AP, CD seien die beiden Centralaxen. AB und 
CD sind dann nach § 220 parallel. Die Verrlickung eines Punktes Q 
auf CD findet man durch Drehung des Korpers um AB und durch 
eine Translation narallel zu ABi O hat daher eine Verschiebuns* 



sich die Ermittlung der Centralaxe. Die Verruclamg moge durch cine 
Botation cjdt um eine Axe PB imd erne Translation Vdt in der Tiidhtung 
PP' gegehen sein. Man trage von P aus senlcrecJd mr Ehene P'PPo 

und nach der Seite der Ehene hin, nach ^velcher sicli P' heivcqt, die 
'FsinP'PJ? 

Strec/ce y = — ^ — anf. Eine Parallele m PB durch den End- 

punlct von y ist die Genh'olaxe. 


Beisp. 1. Die Verscliiebiingeu AA\ BB\ CC' dreier Punkte eines Korpers 
siud nach Bichtung und GrOsse^ aber nicht nobliwendiger Weise der Lage nach 
gegeben; man linde die Richtung der Rotationsaxe, die irgend einem Reductions- 
pnnkt P entspricht. 

Durch einen beliebig ungenommenen Punlct 0 ziehe Oa, 0|3, Oy parallel 
und gleich A A', BB\ CC\ Ist Oq die Richtung der Rotationsaxe, so sind die 
Projectionen von Oa, 0/J, Oy auf Oq silmnatlich gleich. Oq ist daher das Loth 
von 0 auf die Ebene Auch darans sieht man wieder, dass die Richtung 

der Rotationsaxe fiir alle Reductionspnnkte die gleiche ist. 

Beisp. 2. In dem vorigen Beispiel werde die Bewegung auf die Centralaxe 
bezogen; man zeige, dass die Translation lilngs dei’selben gleich Oq ist. 

Beisp. »‘J. Gegeben sind die Verschiebungen AA\ BB' zweier Punkte A, B 
des Korpers und die Richtung der Centralaxe; man findo die Lage der Centralaxe. 
Man lege durch AA\ BB' Ebenen parallel zur Centralaxe; halbire AA\ BB' 
durch Ebenen bez. senkrecht zu diesen Ebenen iiud parallel zur Richtung der 
Centralaxe, Die beiden letzten Ebenen schneiden sich in der Centralaxe. 


Zusammensetziiiig voaRotationen und Schraubenbewegungen. 

§ 229. Man hat oft nothig Rotationen um Axen OA, OBj die sicli 
im Punkt 0 treffen^ zusammenzusetzen. Da dieser Pall in der Dynamik 
der Systeme starrer Korper aber nur dann vorkommt, wenn die Rotationen 
unbegrenzt klein sind^ so wollen wir ziierst diesen Pall eingehender be- 
sprechen und spater am Ende des Kapitels im Allgemeinen angeben, wie 
man zu verfahi’en hat, werm die Rotationen von endlicher Grrosse sind. 

§ 230. Welchen Sinn hat es, wenn man sagt, ein Korper hahe 
Winkelgeschwindigheiten um melvr als eine Axe mr selben Zeit? 

Von einem sich bewegenden Korper sagt man, er habe eine 
Winkelgeschwindigkeit co um eine Grerade, v^enn der Korper sich um 
diese Gerade drehend einen Winkel codt beschreibt und dabei jeder 
Punkt des Korpers von seiner Lage zur Zeit t in seine Lage zur Zeit 
t-\-dt gebracht wird. 

Man nehme an, der Korper drehe sich wahrend dreier aufeinander 
folgender Intervalle, von denen jedes dt ist, nacheinander um drei ver- 
schiedene Gerade OA, OBy 00, die sich im Punkt 0 schneiden und 
beschreibe dabei die Winkel od^dt^ co^^dt, co^dt. Wir wollen merst 
heioeisen, dass die Endlage dicselhe hleiht, in welcher Reihenfolge die 
Rotationen auch stattfinden. P sei ein beliebiger Punkt im Koiper 
und seine Abstande von OJ., OB, OC seien bez. rg, r^. 

Boutli, UyBamik. I. 14 
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Durch die erste Dz’eliung uin OA erhalt P die Versdiiebung 
In Folge clieser Bewegung mdge auf rg -|- dr^ anwaclisen; die Ver- 
scliiebimg durcli die Rotation um OB betrllgt dann ihrer Grosse nacli 
ci).j(r 2 -j- dr 2 ) dt, Wie aus der Differenzialrechnung bekannt ist, kami 
man aber in der Grenze die Grossen zweiter Ordnung vernachlassigen ; 
damit wird die Verschiebnng Ebenso ist die Verschiebuiig in 

Folge der letzten Rotation Die drei Resultate sind aber die- 

selben^ in welclier Reilienfolge man aucli die Rotationen stattlinden 
liisst. iViif iiiinlicbe Weise lilsst sich zeigen, dass auch die Iiichtun(jC 7 i 
dieser Verscliieb ungen von der Reilienfolge nicht abblingen. Die Eud- 
verscbiebung ist die Diagonale des Parallelepipeds, das sich liber diesen 
drei Linien als Seiten beschreiben lasst und liilngt daher von der Folge 
der Rotationen nicht ab. Weil also die drei Rotationen durchaus unab- 
hangigvon einander sind^ so Icann man sagen, sie fiindeu gleichzeitig statt. 

Wenn man daher von einem Kdrjper behauptet^ er habe Winkeh 
geschwindigkeiten um drei verschiedene Axen, so meint man damit 
nur^ dass die Bewegung sich auf folgende Art bestimmen lasse; Man 
tlieilt die ganze Zeit in eine Aiizahl kleiner Intervalle^ von denen jedes 
dt ist; wilhrend eines jeden der Intervalle dreht man den Korper 
naclieinander um die drei Axen und liisst ihn dabei die Winkel dtj 
w^^dtj co.^dt beschreiben. Wenn dann dt sich oline Grenze vermindert, so 
wird die Bewegung wilhrend der ganzen Zeit damit genau wiedergegehen. 

§ 231. Offenhar liisst sich eine Rotation um eine Axe OA ihrer 
Grosse nach durcli eine auf der Axe ahgetragene Liinge darstelleu. 
Auch ihre Riclitimg stellt diese Lange dar, wenn man so verfiihrt; 
wie in der Statik; d. h. wenn einer Person; die lixngs der Axe so stelit, 
dass OA von 0 zu ihren Fiissen aus nach ihrem Kopf hin gemessen 
wird; die Rotation in einer Normalrichtung zu erfolgen scheint. Diese 
Richtung von OA heisst die positive Richtung der Axe. 

§ 232. Das Parallelogramin der Winkelgescliwiiidigkeiteu. Wenn 
^sivei Winlcelgeschioindiglmten %mi mei Axen OA, OB der Grosse and 
EicJit'ung nach durch die mei Ldngen OAj OB dargestellt ^verden^ so 

ist die Diagonale OC des mit OA, 
OB als Seiten constmirtenParallelo- 
gramms die resultirende notations- 
axe nnd Hire Lange stellt die Grosse 
der resiiltirenden WinJcelgesclitvindig- 
Iceit dar. 

P sei irgend ein Punkt in 0 C 
und FM, PJSf Lothe von P auf 
OAy OB, Da OA die Winkelgeschwindigkeit um OA darstellt und 



211 


Zusammensetzung von Eotationen (§ 230—233). 


geschwindigkeit um 0 A dar. Ebeuso stellt OB ^ PN die Gescbwindig- 
keit von P in Eolge cler Winkelgescliwindigkeit um OB dar. Da sicli 
P auf cler linken Seite von OA nnd auf der recliten von OB befindet^ 
wenn man langs dieser Riclitnngen liinblickt, so baben diese Ge- 
schwindigkeiten offenbar entgegengesetzte Eicbtungen. 

Die Gescliwindigkeit des Punktes P wird daher dargestellt durcli 

OA • PM — OB • PN = OP{OA • sin COA — OB • sin COB) = 0. 

Der Punkt P ist mithin in Rnbe und 0 C die resultirende Rotationsaxe. 

Bedeutet co die Winkelgescliwindigkeit um OC, so ist die Ge- 
scliwindigkeit irgend eines Punktes A in OA senkrecht zur Ebene 
AOB und wird durcb das Product aus q und dem senkrecbten Ab- 
stand des Punktes A von OG, also durcb co • OA sin COA, dargestellt. 
Da die Bewegung aber aucb durcb die beiden gegebenen Winkel- 
geschwindigkeiten um OA^ OB bestimmt wird^ so stellt aucb das 
Product aus OB und dem senkrecbten Abstand des Punktes A von OB, 
also OB • OAsinBOA, die Gescbwindigkeit von A dar. Daraus folgt: 


CO = 


OB 


sin B OA 
sin C OA 


= oa 


Die Winkelgescliwindigkeit um OG wird daber ibrer Grdsse nacb 
durcb 0 0 dargestellt. 

Aus diesem 8aU Ioann man als Zusatis „das Parallelogramm der 
WinlcelbescJdeunigtmgen^^ aUeiten. Denn wenn OA, OB die in irgend 
einem Augenblick binzukommenden dem Korper gegebenen Winkel- 
gescbwindigkeiten darstellen, so bestimmt OC die resultirende binzu- 
kommencle Winkelgescbwindigkeit der Ricbtung und der Grosse nacb. 


§ 233. Dieser Satz zeigt^ dass Winkelgescbwindigkeiten und 
Winkelbescbleunigungen nacb denselben Regeln und auf dieselbe Art, 
als ob sie Krafte waren, zusammengesetzt und zerlegt werden kdnnen. 
So lasst sich die Winkelgescbwindigkeit co um eine gegebene Axe in 
zwei Oomj)onenten cocos a und cosina um Axen zeiiegen, die auf 
einander senkrecbt steben und mit der gegebenen Axe die Winkel a 

und — a bilden. 

Hat ein Korper die Winkelgescbwindigkeiten (o^, cog, co^ um drei 
zu einander senkrecbte Axen Ox, Oy, O 0 , so sind sie einer einzel nen 
Winkelgescbwindigkeit co aquivalent, wenn co = ]/oi^ + <^ 2 ^+ ^ 0 / ist, 
um eine Axe, welcbe mit den gegebenen Axen Winkel macht, deren 

Cosinusse bez. — , — sind. Dies lasst sicb wie in dem ent- 

CO ^ CO ^ CO 

sprecbenden Satz der Statik beweisen, indem man die drei Winkel- 
gescbwindigkeiten zu je zweien zusammensetzt. 

Es wird nicht notbig sein, die verscbiedenen in der Statik fur die 
Krafte bewiesenen Satze bier fiir Winkelgescbwindigkeiten zu wieder- 
bolen. Wir kbnnen das „Dreieck der Winkelgescbwindigkeiten^^ und 

14* 
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die andem Regeln fiir die ZusammensetzuBg verscliiedener Winkel- 
gescliwindigkeiten ohne weiteren Beweis benutzen. 

§ 234. Das Winkelgesdiwindigkeitspaar. Ein Eorper hat die 
WinhelgescJiwindiglmten co, (o um mei par allele Axen OAj O'B, die 

den Aistand a voneinander hdben; man 
p finde die residtirende JBewegung. 

Qi ^ Da par allele Gerade als die Grenz- 

1 (y ]g^g0 zweier Geraden^ die sich in selir 

\a U grosser Entferiiung scbiieiden , an- 

Q — — i g 0 gehen werden konnen, so folgt aus 

dem Pax'allelogramm der Winkel- 
geschwindigkeiten^ dass die beiden gegebenen Winkelgescliwindigkeiten 
einer einzelnen um irgend eine parallele Axe die in der OA^ O'B 

enthaltenden Ebene liegt, aquivalent sind. 

X sei der Abstand dieser Axe von OA und es wei^de angenommen, 
dass es auf derselben Seite von Oj 4 liege, wie O'B. SI sei die Winkel- 
geschwindigkeit um x. 

Man nebme irgend einen Punkt P im Abstand y von OA, der 
in der Ebene der drei Axen liegt. Die Gescliwindigkeit von P, die 
er der Rotation um OA verdankt, ist co^/, die Gescliwindigkeit in 
Polge der Rotation um O'B ist G)'{y — a). Die beiden zusammen 
mussen aber der Geschwindigkeit in Folge der resultirenden Winkel- 
gescliwindigkeit um 0"Cj d. b. Sl{y — x) aquivalent sein; daber ist 

(Dy + (yi'{y — a) = Sl{y — x). 

Diese Gleichung gilt fiir alle Werthe von y] man erbalt also 

^ X r a to 

SZ == CO -|— (u , X = • 

Wir waren zu demselben Resultat gebommen, wenn wir die Resultant e 
zweier Krdfte coj a/ gesucht batten, die in den Richtungen OA^ O'B wirken. 

1st 05= — 05 ', so verscbwindet die resultirende Winkelgeschwindigkeit, 
X ist dagegen unendlich gross. Die Gescliwindigkeit eines Punktes P ist in 
diesem Fall (oy cD'(y — a) = ctG5, also unabbangig von der Lage von P. 

Daraus folgt, dass zwei Winkelgescbwindigkeiten , von denen jede 
gleicli 05 ist, die aber den Korper in entgegengesetzten Ricbtungen 
zu dreben sucbeii und die um zwei parallele, um a voneinander ab- 
stebeiide Axen stattfinden, einer durcb aco dargestellten Translations- 
geschwindigkeit gleicbkommen. Dies entspricbt dem Satz der Statik, 
dass „ein Paar^^ durcb sein Moment gemessen wird. 

Als ZusaU Ulsst sich daraus ahleiten, dass die Botationsiewegung 0 
um eine Axe OA der gleiehen Botationsbewegung um eine parallele Ajxe. 
O'B dqiiivalent ist msammen mit einer Translation a 05, die senlcrecht m 
der OAy O'B enthaltenden Ebene in der Bichtung stattfindet, in ^velcher 
sich O'B hewegt Siebe aucb § 223. 



Die Analogie init der Statik (§ 234 — 236 ). 
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§ 23.5, Die Analogic mit der Statik. Alle Satze der Statik, die 
sick airf die Zusammensetzimg und Zerlegung der Krafte und Paare 
beziehen, beruhen auf den Tbeoremen: 

1. Dem Parallelogramm der Krafte und dem Parallelogramm der 
Paare. 

2. Die Kraft F ist einer gleicben und parallelen Kraft zusamraen 
mit einem Paar aquiyalent, wenn p der Abstand der Krafte ist. 

Dem entsprecbend hat man in der Dynamik die folgenden Theoreme 
iiber die augenblickliche Bewegung der starren Korper: 

1. Das Parallelogramm der Winkelgeschwindigkeiten und das 
Parallelogramm der Translationsgeschwindigkeiten. 

2. Die Winkelgeschwindigkeit co ist einer gleicben Winkel- 
geschwindigkeit um eine parallele Axe zusammen mit einer Trans- 
lationsgeschwindigkeit mp aquivalent, wenn 2 ^ der Abstand der paral- 
lelen Axen ist. 

Daraus foigt, dass Jedem Satz der Statik, der sick auf die Krafte 
bezieht, ein Satz der Dynamik entsprickt, der sick auf die Bewegung 
der starren Korper beziekt und dass sick beide auf dieselbe Art be- 
weisen lassen, 

Um die Analogic zu vervollstandigen, wollen wir kinzufiigen, 
1) dass eine Winkelgescliwindigkeit wie eine Kraft der Statik zu ikrer 
vollstandigen Bestimmung fiinf Constante notkig kat und 2) dass eine 
Translationsgesckwindigkeit wie ein Paar der Statik nur drei brauckt. 
Vier Constante sind erfordeiiick, um die Wirkungslinie der Kraft oder 
die Botationsaxe und eine nm die Crosse einer jeden zu bestimmen. 
Ferner ist in beiden Fallen eine Uebereinkunft iiber die positiye 
Eicktung der Linie notkig, Zwei Constante und eine Uebereinkunft 
brauckt man zur Bestimmung der positiyen Eicktung der Axe des 
Paares oder der Translationsgesckwindigkeit und eine fur die Crosse 
des Paares bez. der Cesckwindigkeit. 

Die Entdeckung dieser Analogie verdankt man Poinsot. 

§ 236. Um zu z eigen, wie niitzlick diese Analogie ist und wie 
leickt man die bekannten Satze der Statik in die entspreckenden der 
Dynamik umformen kann, wollen wir die bekannteren Satze, die so- 
wokl in der Statik als der Dynamik fortwahrend gebrauckt werden, 
nekeneinander stellen. 

In der Statik wird bewiesen, dass ein gegebenes System von 
Eraften und Paaren sick auf drei Krafte X, FJ Z, welcke langs 
recktwinkliger Axen wirken, die man sick nack Cefallen auswaklen 
kann und die sick in einem keliebigen Eeductionspunkt 0 trefiPen, 
zusammen mit drei Paaren reduciren lassen, die man U, Af, N 
•nennen kann und die um diese Axen wirken. Eine einfachere Dar- 
stellung ergibt sick dann, denn es wird bewiesen, dass sick diese 
Krafte und Paare auf eine einzelne Kraft, die man E nennen kann, 
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und ein Paar Cr reduciren lasseii, Welches um die Wirkungslinie von 
R wirkt. Diese Wirkungslinie von R heisst die Oentralaxe. Es gibt 
niir eine einem gegebenen Kraffcesystem entsprecliende Axe. Eine solche 
Darstellung eines gegebenen Kraffcesystems hat man Dynamo genannt. 
Zieht man eine Qerade AB parallel zur Centralaxe und im Abstand c 
von ihr, so kann man R^ statt lllngs der Centralaxe, an A langs AB an- 
greifen lassen, wenn man nur ein neues Paar einfilhrt, dessen Moment 
Rc ist. Combinirt man es mit dem Paar Gj so erhillt man fiir den 
neuen Eeductionspunkt A ein neues Paar G' = -j- wahrend 

die Kraft diosclbe bleibt wie vorher. Das Paar G' ist ein Minimum, 
wenn c = 0 ist, d. h. wenn AB mit der Centralaxe zusammeiifallt. 
Nimmt man die Momente um ABj so sieht man, dass das Moment 
der Krilfte um jede zur Centralaxe parallele Gerade dasselbe und dent. 
Minimalpaar gleich ist. 

Auf dieselbe Art, auf welche diese liesultate erhalten wurden, 
kommt man zu den folgenden Satzen. Die augeublickliche Bewegiing 
lasst sich auf die Translationsgeschwindigkeit eines beliebig wahlbaren 
.Reductionspunktes und eine Wiukelgeschwindigkeit um eine Axe diirch 
diesen Punkt zuruckflihren. Diese werden danii auf eine Winkel- 
gescliwindigkeit, die man SI nennen kann, um eine Axe, Centralaxe 
genamit, und eine Translationsgeschwindigkeit liings dieser Axe, die 
man V nennen kann, reducirt. Dieser Darstellung der Bewegung hat 
man den Namen Schrmtbenheivcgimg gegeben. Zieht man eine Gerade 
AB parallel zur Centralaxe, so kann man statt um die Centralaxe 
um AB wirken lassen, wenn man nur eine neue Translationsgeschwin- 
digkeit einfiilirt, welche durch Sic dargestellt wird. Combinirt man 
sie mit F, so erhalt man fiir den neuen Eeductionspunkt A, welcher 
jeder Punkt auf AB sein kann, eine neue Translationsgeschwindigkeit 
V' = yV^ A- wahrend die Wiukelgeschwindigkeit dieselbe bleibt, 

wie vorher. Die Translationsgeschwindigkeit F' wird ziim Minimum 
fiir c = 0, d. h., wenn AB mit der Centralaxe zusammenfallt. Man 
sieht, dass die Componente der Translationsgeschwindigkeit irgend 
eines Punktes A in der Richtung von AB, d. h. parallel der Central- 
axe immer dieselbe bleibt und der Minimaltranslationsgeschwindigkeit 
gleich ist. 

Die meisten von diesen Satzen gelten auch fur endliche Rotationen, 
wie schon in den §§219 bis 228 nachgewiesen wurde. 

§ 237. Eine andre Darstellung, die von Nutzen ist, erhalt man 
aus dem folgenden Satz. Ein Kraftesystem kann durch eine Kraft I, 
die langs einer heliebig wahlbaren Geraden wirkt und eine andre Kraft 
F' ersetzt werden, die langs einer andern Geraden wirkt und die erste 
Kraft im Allgemeinen nicht schneidet. Sie heissen conjugirte Krdfte. 
Der kurzeste Abstand zwischen ihnen schneidet, wie die Statik zeigt, 
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die ^-Coordinate uud PM ein Loth auf Ox, Die Rotation um Ox er- 
tlieilt P offeubar die Geschwindigkeit (d^PM. Ibre Componente langs 



NP ist coxPM sin NPM = (o^y . 
Ebenso ist die Componente in Folge 
der Rotation urn Oy gleich — co^jX 
und die in Folge der Rotation nm O 0 
Null. Addirt man die Translations- 
geschwindigkeit w des Coordinaten- 
anfangs, so erbiilt man fiir die ganze 
Geschwindigkeit vonP parallel zu 0^ 

%{) =10 G)xy 

und lihnlicb die Geschwindigkeiten 
parallel den andern Axen 

'll = -[- 03^0 — G3«2/j 

V = V COzX — COaj^. 


§ 239. Es ist mancbmai nothig, die Darstellung einer gegebenen 
Bewegiing von einem Reductionspunkt auf einen andern zu ubertrageii. 
Die obigen Formeln setzen uns dazu in den Stand. Nehmen wir z. B. 
an, unser neuer Reductionspunkt liege im Punkt 0' und die Axen fiir 
O' seien denen fiir 0 parallel. (|, 1 ^, &) seien die Coordinaten von O' 
imd ih'y Vj y coxy coyj G)z' die Translations- und Winkelcomponenten 
der Bewegung fiir den Reductionspunkt O'. Wir baben nun zwei 
Darstellungen derselben Bewegung, sie miissen fiir die Translations- 
gescbwindigkeiten des Punktes P dasselbe Resultat geben. Daber gilt 

U + (D,J0 — W^y = w' + — 0 “ 

V -j- (OzX — <x)x^ = '1) C!)z{x — G)x{p — ?); 

^v (OxV — (XiyX = -f- Wxiy — -J?) COy'{x — I) 

fiir alle Werthe von x, y, 

Diese Gleicbungen liefern cjx = (Oxy 0 ?/ = (Oy, 03 J = 0 ?^, so dass 
also fiir jeden Reductionspunkt, den man walilen mdge, die Winkel- 
gescbwindigkeit nacb Ricbtung und Grdsse dieselbe bleibt. Siehe § 221. 
Man siebt aucb, dass die Ausdriicke fiir a'y v'y w denen in § 238 analog 
sind, wie zu erwarten war. 

Man vergleicbe damit die entsprecbenden Formeln der Statik. 
Sind alle Krafte eines Systems drei Kraften X, Y, Z, die an einem 
Reductionspunkt langs dreier rechtwinkliger Axen wirken, zusammen 
mit drei Paaren um diese Axen aquivalent, so sind, wie wir wissen, 
die entsprecbenden Krafte und Paare fiir einen andern Reductions- 
punkt I, ri, 

Z' = X, r = i + Yg - Zri, 

Y'=Y, Zi — Xt, 

z'=z, z' = zh-Xi 2— r|. 


§ 240. Die aquivalente Schranlbenlbeweguiig zu finden. Wenn die 
Betoegimg durch die Trandationsgeschivindiglzeiten (w, v, w) eines Beductions- 
pimktes 0 und die Winkelgeschwindiglceiten {pxj 03y, g)^ gegeben ist, die 
CentralaxCy die Translationsgeschwindiglceit Idngs derselben %md die Winkel- 
geschwindigkeit um sie, d. h, die dqidvalente Schraiihenbeivegimg finden. 

Wahlt man irgend einen Punkt P auf der Centralaxe zum Re- 
ductionspunkt^ so sind die Componenten der Winkelgeschwindigkeit 
dieselben wie fiir den Reductionspnnkt 0. 1st SI die Resultante der 
Winkelgescliwindigkeiten G)y, (§ 233), so sind 

1 ) Die Richtungscosinusse der Centralaxe 

cosa = J, cos/5=J, cosy = 5 . 

2 ) Die Winkelgeschwindigkeit um die Centralaxe = SI. 

3) Die Componente der Geschwindigkeit eines jeden Punktes in 
einer zur Centralaxe parallelen Ricktung ist dieselbe und derjenigen 
langs der Centralaxe gleicli. Siebe § 222 oder § 236. Ist daher 
Y die Translationsgeschwindigkeit langs der Centralaxe, so bat man 

V —u cos a + ^ w cos 7 , 

also 

Y Sh == UCOx “P WCOzo 

4) {x^ z) seien die Coordinaten von P, d. b. eines Punktes 
der Centralaxe. Die Translationsgescbwindigkeit von P findet dann 
langs der Centralaxe statt; daber ist 

u 4 - w + co^y cOyX 


Dies sind mitbin die Gleicbungen der Centralaxe. 

Multiplicirt man den Zabler und Nenner eines jeden dieser Briicbe 
bez. mit coxj 00 ^ und addirt sie, so ergibt sicb jeder Brucb 

+ vco^j 4 - wto^ y 

^TT’V'+^T” * 

Dieses Verbaltniss beisst der Pfeil der Schraube. 

§ 241, Die Invarianien. Aus (3) folgt, dass fiir jeden Reductions- 
punkt, den man wablen mag und fur jede Ricbtung der Axen die 
Grosse I = ucox va)y wtOz invariabel und gleicb V SI ist. Diese 
Grosse kann man daber die Invariante der Componenten nennen. Die 
r.esultirende Winkelgescbwindigkeit ist ebenfalls invariabel und mag 
die Invariante der Botation beissen. 

Ist die Bewegung derart, dass die erste der Invarianten Null wird, so 
muss entweder y =0 oder 0 sein. Es ist dies daher die JBedingung, 
unter welcher die Bewegung enUveder cine einfache Translation oder eine 
einfache Botation ist. Soil die Bewegung einer einfacben Rotation aqui- 
valent sein, so dilrfen ausserdem cOxy 03y, eo- nicbt sammtlicb Null sein. 
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Die entsprechendelnvariante in der Statik ist LX-{-WIY-\~NZ= G-R. 
Verscliwindet sie, so sind die Krafte entweder einer einzelnen resuD 
tirenden Kraft oder einem einzelnen Paar aquivalent. 

Beisp. 1. Man siichc die Invarianten J iindi2 von(l) zweiWinkelgesch.wiiiclig-’ 
keiten co, (o\ (2) zwci Translationsgescliwincliglceiten v\ (3) einer 'Winkel- 

geschwindigkeit co und einer Translationsgeschwindigkeit v. Die Resultate sind 

(1) J= coco'?- sin 0 , (2)1 = 0, (3) J — co^ cos 0 , 

Sl^ — cd' 2 CO co' cos 0 , = 0 , SI = co , 

wobei 0 der Winkel zwischeii den Axen der Geschwindigkeiten und r der kurzeste 
Absfcand ist. Urn den Bewois zu fvlhren, wilhle man passende Axen und drticke 
die Wertlie der seeks Coinponenten v, tv, co^, co^ fiir den Coordinateii- 
anfang als Reductionspunkt nach den §§ 238, 239 aus. Der Wertk von I foigt 
aus seiner Definition. Man nelime liier r zur a;-Axe und die Axe von co zii der- 
jenigen der 0 . Das Resultat (2) ergikt sick durck Zusammensetzung der Ge- 
s ckwindigkei ten . 

Beisj^. 2. Die Invariante / einer beliebigen Anzahl von Winkelgesckwindig- 
keiten co^ , co^, etc. und von Translationsgeschwindigkeiten etc. ist die 

Summe der einzelnen Invarianten der zu je zwei zusainmengenommeuen Ge- 
sokwindigkeiten oder in algebraischer Form 

1= Zav GOB (p -f- Zoomr sin 0 , 

worin cp den Winkel zwischen der Ricktung von v und der Axe von co, 0 den 
Winkel zwiseken den Axen von co, a und r den kiirzesten Abstand bedeutet. 

Bei dem Beweis beackte man, dass jede der seeks Bewegungseomponenten 
eine lineare Function von o)j, cog, etc.; etc. ist. Die Invariante list daber 

eine quadratiseke Function von der Form 

coj^-|- jd. 12 ooi oojj-l" etc. +^11 ®tc., 

worin die Coefficienten von der Grosse von 00 ^, etc., , V 2 , etc. nickt abhangig 
sind. Setzt man alle Gesekwindigkeiten jedesmal mit Ausnakine einer einzigen 
gleick Null, so ergibt sick = 0 , = 0 , etc., Gn = 0, etc. Setzt man dann 

alle Gesekwindigkeiten jedesmal mit Ausnahme von zweien gleick Null und ver- 
gleickt die Resultate mit den in Beisp. 1 gegebenen, so findet man, dass die 
■iibrigen Coefficienten die oben angegebenen Wertke kaben. 

Beisp. 3. Die Invariante I zweier Sekraubenbewegungen (co, v), ( 00 ', v) ist 
7= co^; -|- 4" 0 -|- CO co' r sin 0 . 

Um es zu beweisen, addire man die seeks Invarianten der vier Grossen co, v, 
co', v\ je zwei zusammengenommen. 

§ 242. JEs Icann die Aiifgahe gestellt iverden, die Rotationsaoce m 
finden, wenn die Bewegung einer ■ einfachen Rotation aquivalent ist. Sie 
ist aber offenbar die Centralaxe unter anderem Namen und sebon oben 
gefunden w or den. 

§ 243. Eine ScJiraubeniewegung hann so auf mei verschiedene Arten 
gegeben sein. Es kdnnen die seeks Coinponenten der Bewegung, die 
wir Vy iVj (x>x) coy, Ws) genannt kaben und die aucb von dem 


Schraiibenbewegungen (§ 241 — 244). 
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Centralaxe, die Geschwindigkeit Flangs ilir und die Winkelgeschwindig- 
keit SI um sie gegeben sein. 

In dem letzteren Fall ist ein Uebereinkommen nothig^ um Ver- 
wecliselungen in Bczug auf die Eichtung der Greschwindigkeiten V 
imd SI zu vermeiden. Die eine Riclitung der Axe heisst die positive, 
die entgegengesetzte die negative Eichtung. V ist dann positiv, wenn 
es eine Gescliwindigkeit in der positive!! Eichtung mittheilt und ebenso 
SI positiv, wenn einer Person, die mit ihrem Eiicken so auf der Axe 
liegt, dass die positive Eichtung von ihren Fiissen nacli dem Kopf 
geht, die Eolation in der Eichtung der Zeiger einer Uhr erscheint. 
Dies ist selbstverstandlich nur die gewdhnliche Definition eines posi- 
tiven Paares, wie sie in der Statik gegeben wird. Siehe § 231. 

Die Methode, die positive Eichtung der Axe zu bestimmen, ist 
leicht verstandlich, wenn auch etwas umstandlich zu erklaren. Um 
den Coordinatenanfang als Centrum beschreibe man mit dem Radius 
gleich der Einheit eine Kugel und lasse sie von den positiven Richtungen 
der Axen in x, ?/, 0 getroffen werden. Eine zur Centralaxe Parallele, 
die durch den Coordinatenanfang geht, schneide die Kugel in L und L\ 
Die Richtungseosinusse der Axe seien gegeben, sagen wir, ?, m, 
Dann sind (Z, m, n) die Cosinusse gewisser auf der Kugel gezogener 
Bogen, die bei y, & beginnen und z. B. bei L endigen, wahrend 
( — Z, — m, — n) die Cosinusse der Supplementbogen sind, die an 
denselben Punkten Xy 0 beginnen und bei LI endigen. OL ist 
dann die positive und OL' die negative Eichtung der Axe. 

§ 244. Die Lage der Centralaxe, die Translationsgescliwindiglmt 
Idngs derselben tmd die WinlcelgescliwindigJceit um sie sind gegeben; man 
soil die Componenten der Betvegung finden, wenn der Coordinatenanfang 
0tm ReductionspunJd genommen wird. 

Dies ist oflPenbar die umgekehrte Aufgabe, wie die eben be- 
sprochene. Die Q-leichung der Centralaxe sei 

£-Zl/= y 9 ^ z — h 
I m n ’ 

worin (Imn) die Richtungseosinusse der Axe sind. V sei die Trans- 
lations-, SI die Winkelgeschwindigkeit. 

Wtirde {fgli) zum Reductionspunkt genommen, so waren die 
Componenten der Translationsgeschwindigkeit IV, mV, nV und die 
Componenten der Winkelgeschwindigkeit ISl, mLl, nSl. Daher sind 
nach § 238, wenn man — f, — g, — h statt x, y, 0 setzt, die Compo- 
nenten der Bewegung fur den Coordinatenanfang als Reductionspunkt 

u — IV — Sl(mh — ng), Wa: = ISl, 

q) Y — Sl{nf — Ih) , (Oy —mSl, 

w= nV — Sl(lg — mf), — nSl. 
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§ 245. Zttsaminensetzimg iind Zerlegung von Schraubeiilbewegungeii. 

Gegeben sind mei Schraubenbewegungen; man soil sie in eine eimelne 
Schraitbenbetvegung msammenseUen und imgekehrty ivenn eine Schrauben- 
bewegung gegeben ist, sie in mei zerlegen. 

In dem ersten Fall wahle man einen passenden Reductionspimtt 
nnd geeignete Axen. Nacli § 244 findet man die sechs Bewegungs- 
componenten jeder ScFraubenbewegung fur diesen Reductionspunkt. 
Addirt man sie zu je zweien, so ergeben sich die seeks Componenten 
der resultirenden Sekraubenbewegung und sckliesslich aus § 240 die 
Centralaxe^ die Translations- und Winkelgesckwindigkeit der Sekrauben- 
bewegung. 

Umgekehrt lasst sick eine gegebene Schraubenbewegung auf un- 
endlick viele Arten in zwei Sekraubenbewegungen zerlegen. Da eine 
Schraubenbewegung durck seeks Componenten fur irgend einen He- 
ductionspunkt dargestellt wird, so haben wir bei den beiden Sekrauben 
zwolf Grossen zur Verfiigung^ von denen seeks erforderlick sind, um 
die beiden Sekraubenbewegungen der gegebenen aquivalent zu maehen. 
Es stekt daher in unserm Belieben, wie wir die seeks ubrigen Grossen 
waklen wollen. 

So kann man als eine Schraubenaxe eine beliebige gegebene Liaie 
waklen mit irgend einer Translationsgeschwindigkeit langs derselbeii 
und einer willkuhiiicken Winkelgesckwindigkeit um sie. Die andre 
Schraubenbewegung findet man dann durck Umdrekung dieser an- 
genommenen und die Verbindimg der so geanderten mit der ge- 
gebenen Bewegung. Dieser zusammengesetzten Bewegung ist die zwoite 
Schraubenbewegung alsdann aquivalent, 

Oder man kann die Bewegung durck zwei Sekraubenbewegungen 
darstellen, deren Pfeile Null sind, wobei dann nock die Axe der einen 
willkilhrlich waklbar bleibt. Dies sind die conjugirten Axen, von 
denen in § 237 die Rede war. 

Die folgencle Art, zwei Scfirauhenhewegungen zusammenzusetzen, empfieliU sich, 
wenn der Icilrzeste Ahstand zwischen iJiren Axen der Lage wnd Grosse nach 
Icannt ist 

(co, v)f (o)\ v') mSgen die Winkel- und Translationsgescliwindigkeiten der 
beiden gegebenen, {SI, V) der resultirenden Sebraubenbewegung sein. Durck Grleicli- 
setzung der Invarianten (§ 241) ergibt sich 

SIV ^ (ov oi v' {(Qv' -\- <0 v) cos 6 COO)' r sin 0 
5^2 _ jjgS _|_ ^'2 _|_ 2coco' cos 6 , 

worin 0 die Neigung der Axen und r ihr kurzester Abstand ist. Aus diesen 
Gleichungen Jolgt SI und F. 

Wir wollen zunachst zeigen, dass die Axe der resultirenden Sehraioben- 
lewegwng den Mrzesten Ahstmd A A der Axen der gegebenen Sclvrauben recM- 
winIcUg schneidet Da die Centralaxe der auf irgend einen Reductionspunkt iiber- 
tragenen Resultanten von co, co' parallel ist, so muss diese Axe auf A A' senkrecht 
stehen. Da ferner A A' die Axen der beiden gegebenen Schrauben rechtwinklig 


vuxi kjuxiiuiuutjuutjwegungen %4o — »4b). 

schneiclet, so ist die Componente clerGescliwindigkeit eines jedenPnnktesvorL^ji'langs 
AA' Null und weil AA' senkrecht auf der Centralase der resultirenden Schraube steht, 

so muss es auch diese Axe schneiden. 
Schliesslich wollen wir zeigen, dass 
^ I Aibstmtd I der Centralaxe der beiden 

Sclwauhenbewegimgen von dem MiUel- 
punlct C des Mrzesten Ahstandes dwt'cli 

a* = — a)'^) + (co^?' — a)V)^mO 

gegeben ist, wobei die positive Eichtung 
^on I naeli der Axe von cu liingelit. 
Cri sei ein Loth auf die A A' und die gesuclite Centralaxe Oz enthaltende Ebene. 
Setzt man die Componente der Gescbwindigkeit von C langs Gri in Polge der 
beiden Schraubenbewegungen derjenigen^ welclie die Folge der resultirenden 
Scbraubenbewegung ist, gleicb, so erhalt man 

— iftg = V sin y — v' sin / — i 9* co cos y + y cos y', 

worin y, y die Winkel sind, welche die Axen AF, A F' der gegebenen Scbrauben 
init der Centralaxe Oz macben. Durcb Zerlegung ergibt sick 

sin y = co' sin 0 , ,a cos y == co 4- o> cos 0 , 

SI sin y CO sin 0 , SI cos y' = a)"-!" ^ cos 0 

und endlich durcb Substitution der Werthe von y, y das obige Resultat. 



§ 246. Beispiole. Beisp. l, Ber Ort der Punkte eines sicb um einen festen 
Punkt bewegenden Korpers, welche in irgend einem Moment dieselbe resultirende 
Greschwindigkeit haben, ist ein Kreiscylinder. 

Beisp. 2. Von einem festen PunM 0 werden Eadienvectoren gezogen, die 
der Eichtung und Grosse nach die Geschwindigkeiten aller Punlcte eines in Be- 
wegung beiindlichen starren Korpers darstellen; man beweise, dass die Endpunkte 
dieser Eadienvectoren in irgend einem Augenblick in einer Ebene liegen. 

[Coll. Exam.] 

Diese Ebene steht offenbar senkrecht auf der Centralaxe und ihr Abstand 
von 0 misst die Geschwindigkeit langs dieser Axe. § 228, Beisp. 1. 

Beisp. 3. Der Ort der Tangenten an die Bahnen der verschiedenen Punkte 
derselben Geraden bei der Momentanbewegung eines Korpers ist ein hyperbolisches 
Paraboloid. 

AB sei die gegebene Gerade, CD die zu ihr conjugirte. Die Punkte von 
AB drehen sich um CD und daher gehen die Tangenten sammtlich durch zwei 
Gerade, namlich durch AB und seine folgende Lage A B' und sind auch sammt- 
lich einer Ebene parallel, die senkrecht auf CD steht. 

Beisp. 4. Ein Korper unterliege einem Zwang, der zwei Bewegungen A und 
B zulasst, von denen jede durch eine Scbraubenbewegung dargestellt werden 
kann und m' seien die Pfeile der Scbrauben. Der KOrper muss dann eine 
Scbraubenbewegung zulassen, die aus unbegrenzt Ideinen Rotationen (odt^ co'dt 
um die Axen dieser Scbrauben zusammengesetzt ist, die selbstverstandlich von 
den Translationen m' co dt begleitet sind. Man beweise, (1) dass der Ort 

der Axen aller dieser Scbrauben die Plache = "iaxy ist. (2) Wenn 

dem Korper eine Scbraubenbewegung langs einer Erzeugenden dieser Plache 
mitgetheilt wird, so ist ihr Pfeil <7 + a cos 20, worin c eine Constante ist, 
die fur alle Erzeugungenden dieselbe bleibt und 0 den Winkel zwischen der 
Erzeugenden und der a?~Axe bedeutet. (3) Die Grosse und Lage der Plache 
werde so gewahlt, dass die beiden gegebenen Scbrauben A und B mit ihrem 
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ricMigen Pfeil anf der Flilclie liegen; man zeige, dass nur eine Flache gezogen 
•werden kann, die zwei gegebene Sclirauben enthalt. (4) Nimmt man irgend drei 
Scbranben der iind verriickt einen KSrper derart, dass man ibn langs jeder 

einen kleinen Winkel beschreiben lasst, der dem Sinus desWinkels zwiscben den 
beiden andern xoroportional ist, so nimmt der Korper nach der letzten Yerriickung 
vrieder dieselbe Lage ein, die er vor der ei'sten batte. 

Diese Flacbe bat Sir R. Ball, dem man die obigen vier Siitze verdanlct, 
Cylindroid genannt. 

Beisp. 6. Eine Momentanbcwegung ist durcb die TranslationsgescbAvindig- 
keiten (w, v, ^u) langs der Coordinatenaxen und die Winkelgescbwindigkeiten 
(“a; ? gegebon. Man soli sie durcb zwei conjugirte Winkel- 

gescbwindigkeiten darstellen , von denen eine um die willkurlicbe G-orade 

— 2:=:? h stattfindet. 

I m n 

Ist SI die YT’inkelgeschwindigkeit um die gegebene Axe, so bat man 




: lu mv -|- n%v — 


0^ 


X ’ y ’ 

? , in ^ 

worin (Z, n) die augenblicklicben Ricbtungscosinusse sind. 
Die Gleicbungen fur die conjugirte Axe sind 


h 

n 


X , 

2/, 




2/7 

0 


€0^, 






^z 

= {f—x)v, + {g—y)v + gi—z)w. 

h 

m , 

n 



9^ 

h 



Diese allgem einen Grleicbungen vereinfachen sicb, wenn die speciellen Um- 
stande des Problems es erlauben, die Coordinatenaxen so zu wablen, dass einige 
Constanten Null werden. So ist z. B., wenn man die Centralaxe der Momentan- 
bewegung zur z~Axe und den kurzesten Abstand zwiscben ibr und der gegebenen 
Greraden zur a;- Axe nimmt ,^ = 0,^; = 0,a)^ = 0, 0 )^ = 0; 7i = 0 und 

Z = 0. 

Die erste Gleicbung erbalt man auf die in § 245 angegebene Art. Man drebe 
SI um und verbinde es mit der gegebenen Bewegung; die Invariante dieser zu- 
sammengesetzten Bewegung verscbwindet alsdann. Hat man die Winkelgescb-windig- 
keit SI auf diese Weise gefunden, so ist die conjugirte Axe die Centralaxe der 
zusammengesetzten Bewegung und wird wie in § 245 ermittelt. Soli aber die con- 
jugirte Axe unabbangig von gefunden werden, so kann man die zweite und 
dritte Gleicbung benutzen. 

Die zweite Gleicbung ergibt sicb daraus, dass die Bewegungsrichtung eines 
Punktes der conjugirteu senkrecbt zur gegebenen Axe ist. 

Die dritte lasst sich daraus ableiten, dass die Bewegungsrichtung auch senk- 
recbt auf der Geraden stebt, die den Punkt mit (f, li) verbindet. 

Diese Resultate gelten scbeinbar nicbt, wenn die gegebene Bewegung und 
die gegebene Axe derart sind, dass das aus der ersten Gleicbung gefundene SI 
unendlicb gross wird. 

Es ist dies jedocb nur ein Grenzfall. Man siebt leicht, dass sowobl der 
zweiten als der dritten Gleicbung genugt wird, wenn man f-{- It^ + 

substituirt, d. b. die conjugirte Axe fallt mit der gegebenen zusammen. 
Wenn SI' die Winkelgeschwindigkeit um die conjugirte Axe bezeicbnet, so sind 
und SI' zusammen der resultirenden Winkelgeschwindigkeit der gegebenen Be- 
wegung aqui valent; daraus folgt, dass SI' ebenfalls unendlicb gross ist. In diesem 
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Grenzfall wire! also clio Bewegung durcb. zvei unencllich grosse entgegengesetzte 
Winkelgescliwindiglceiten urn zwei zusammenfallende Axen dargestellt. 

Ein anderer Grenzfall ist der, in dem die gegebene Axe der Centralaxe der 
gegebenen Bewegung parallel und die Invariante der Bewegung niclit Null ist. 
Alsdann sind I, m, n proportional co^ , co^ und die zweite Gleichung stellt 

cine Ebene im TJnendlicben vor. Die conjugirte Axe liegt daber im Dnendlicben 
und die Winkelgeschwindiglceit urn sie ist Null, 

Nocli ein dritter Grenzfall existirt, wenn namlicb die Invariante der ge- 
gebenen Bewegung Null ist. Ist die gegebene Bewegung eine einfacbe Rotation 
urn cine Axe, sagen wir Oz, und ist die gegebene Axe niebt parallel Oz und 
sclmoidet es aucb niebt, so ist Sl = 0 und die conjugirte Axe fallt mit Oz zu- 
sammen. Ist die gegebene Axe parallel Oz oder sobneidet es, so kann SI jeden 
Wertb baben und die conjugirte Axe ist die resultirende Axe der gegebenen Ro- 
tation imd des umgedrebten SI. 

Ist die gegebene Bewegung eine einfacbe Translation parallel ciner Axe Oz 
und stebt die gegebene Axe niebt senkreebt auf 0^, so ist Sl~0 und liegt die 
conjugirte Axe im TJnendlicben. Stebt dagegen die gegebene Axe senkreebt auf 
Oz, HO kann SI jeden ‘Wertb baben und die conjugirte Axe findet man wie zuvor; 
siebe § 234. 

Bei der analytiseben Bebandlung dieser Grenzfalle wird es gut sein, die Axen 
so zu wilhlen, dass die oben angegebenen Vereinfaebungen eintreten kdnnen. 

Beisp. G. Stebt die eine conjugirte Axe einer Momentanbewegung senkreebt 
auf der Centralaxe, so sebneidet die andere sie und umgekebrt. Lauft die eine 
conjugirte Axe der Centralaxe parallel, so liegt die andere in unendlicb grosser 
Entfernung und umgekebrt. 

Beisp. 7. Ein Kdrper wird von irgend einer Lage im Raum in irgend eine 
andere bewegt und jeder Punkt des Korpers in der ersten Lage mit demselben 
Punkt in der zweiten Lage verbunden. Alle so gefundenen Geraden, welche durcb 
einen gegebenen Punkt geben, bilden einen Kegel zweiten Grades. Perner bilden 
die Mittelpunkte aller dieser Linicn einen Korper, der im Stande ist, eine unend- 
licb kleino Bewegung zu macben und zwar jeder Punkt langs der Linie, auf 
welcber er liegt. Cayley’s Beport to the British Assoc., 1862. 

§ 247. Cliarakteristik mid Focus. Wenn die Momentanbewegung eines 
Korpers durcb zwei conjugirte Rotationen um zwei zu einander rechtivinklige Axen 
dargestellt wird, so kann man durcb jede Axe eine Ebene legen, die auf der 
andern senkreebt stebt. Die in der Ebene liegende Axe nennt man die CharaJete- 
ristik dieser Ebene und die zu der Ebene senkreebte Axe sebneidet sie in ibrem 
Focus. Die beiden Namen riibren von Cbasles ber, Comptes Bendus, 1843. 
Aucb von den folgenden Beispielen sind einige von ibm, jedocb obne Beweise. 

Beisp. 1. Man zeige, dass jede Ebene eine Cbarakteristik und einen Focus bat. 

Die Centralaxe sebneide die Ebene in 0. Man nebme die Componenten der 
Translations- und Winkelgescbwindigkeit in den beiden Riebtungen Ox, Oz, von 
denen die erste in der Ebene liegt und die zweite senkreebt auf ibr stebt. Die 
Translationen langs Ox, Oz kann man entfernen, wenn man die Rotationsaxen 
parallel zu sicb selbst nacb § 234 versebiebt. Auf diese Art wird die Bewegung 
durcb eine Rotation um eine in der Ebene liegende Axe und eine zweite um eine 
Axe, die senkreebt zu ibr ist, dargestellt. Es folgt daraus aucb, dass die Cba- 
rakteristik einer Ebene der Projection der Centralaxe auf sie parallel ist. 

Beisp. 2. Wenn eine Ebene in dem Korper festliegt und sicb mit dem 
Korper bewegt, so sebneidet sie ihre folgende Lage in ibrer Cbarakteristik. Die 
Componente der Geschwindigkeit eines Punktes P der Ebene senkreebt zur Ebene 
ist seinem Ab stand von der Cbarakteristik proportional und die in der Ebene 
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liegende Componente ist dem Abstaad Tom Focus proportional und steht senk- 
recht auf diesem Ab stand. 


Beisj). 3. Wenn zwei conjugirte Axen eine Ebene in IP und G- schneiden, 
so geht FG durcb den Focus. Wenn ferner zwei conjugirte Axen auf eine Ebene 
projicirt werden, so trelfen sie sick in der Gkarakteristik der Ebene. 

Beisj?. 4. Wenn sick zwei Axen CM^ CN im Punkt Q sckneiden, so liegen 
ikre conjugirten Axen in einer Ebene^ deren Focus G ist und treffen sick in dem 
Focus der Ebene GMN, 

Es folgt dies daraus, dass die Bewegungsricktung eines jeden Punktes einer 
G-eraden, die eine Axe sckneidet, nur dann senkreckt zur Geraden ist, wenn sie 
auch die conjugirte Axe trilft. 

Beisp. 5. Sind zwei beliebige Axen und ikre conjugirten Axen gegeben, so 
liegen die vier Geraden auf demselben I-Iyperboloid. 

Beisp. G. Die Momentanbewegung eines Korpers ist durcb die Translations- 
und Winkelgeschwindigkeiten (w, iv)^ (oo^, cog, cOg) gegeben; man beweise, dass 
die Gkarakteristik der Ebene 

Arc + -h D = 0 

die Durckscknittslinie derselben mit der Ebene 

A{u a}^0 — 03g 3/) — oog a?) = 0 

ist und dass sick ikr Focus aus 


u co^z — tog 3/ + cOg £C — _ 10 — co^x 

ergibt. 

Denn die Gkarakteristik ist der Ort der Punkte, deren Bewegungsrichtungen 
senkreckt zur Normalen auf die Ebene sind und der Focus ist der Punkt, dessen 
Bewegungsricktung senkreckt auf der Ebene stekt. 

Was wird aus diesen Gleickungen, wenn die Centralaxe die z-Axe ist? 


Beisp. 7. Der Ort der Ckarakteristiken der Ebenen, die durck eine gegebene 
Gerade geken, ist ein einsckaliges Hyperboloid; dabei ist der kurzeste Abstand 
zwiscken der gegebenen Geraden und der Centralaxe die Ricktung eines Haupt- 
durckmessers und die beiden andern Hauj)tdurckuaesser kalbiren den Winkel 
zwiscken der gegebenen Geraden und der Centralaxe nnd seinen Nebenwinkel. 
Man beweise auck, dass der Ort aller Foci der Ebenen die zur gegebenen Geraden 
conjugirte Axe ist. 


Beisp. 8. Irgend eine FI a eke A liege in einem Korper fest und bewege 
sick mit ikm; die Hormalebenen auf die Baknen aller ikrer Punkte bilden die 
Enyeloppe einer zweiten Flacke B. Man beweise, dass, wenn die Flacke B in 
dem Korper festgelegt wird und sick mit ikm bewegt, die Normalebenen auf die 
Baknen ikrer Punkte die Enyeloppe der Flacke A bilden, so dass also die 
Placken A und B conjugirte Eigensekaften besitzen, indem jede Flacke der Ort 
der Foci der Beriikrungsebenen an die andre ist. Man beweise, dass wenn die 
eine Flacke eine Flacke zweiten Grades ist, es dann auck die andre ist. 


Slch, bewegende Axen nnd die Enler’scben Gleiclmngen. 

§ 248. In § 230 ist gezeigt worden, dass sich die in der Zeit dt er- 
folgende Yerriickung eines Korpers^ der sicR um einen festen Punkt 0 be- 

Tn-£in*f. niivn n Tli»£ihnTi nc fine* m-n A fiH fit: />r\Tia'l'vmT»£in 


OC' Totiren und dabei gewisse andre Winkel co^dt^ (D^dt, co^'dt be- 
schreiben lasst. Wenn die beiden Axensysteme ‘unendlicb nalie bei- 
einander liegen und die Bewegung des Korpers stetig ist^ so unter- 
sclieiden sicli die Winkelgescbwindigkeiten etc. von cd' etc. nur 
durcli unendlicb Heine Grrossen. Die Bezugsaxen heissen in diesem 
Fall sich bewegende Axen. Man beachte^ dass (D^dt den Rotations- 
winkel um 0^ nicbt in Bezug auf die sicb bewegende Ebene^ die OA 
und OG enthalt^ misst^ sondern in Bezug auf eine im Raum fest- 
liegende Ebene, die durch die momentane Lage yon OC gebt. 


§ 249. Oxj Oy, Ojs seien die reebtwinkligen im Raum festliegenden 
Axen und (Oyj die Componenten der Winkelgescbwindigkeit 
eines Kdrpers zur Zeit t. OA, OB, OC seien drei recbtwinklige Axen, 
die sicb um den festen Punkt 0 bewegen und co^, ^3 die Componenten 
der Winkelgescbwindigkeit desselben Korpers zur selben Zeit. Fallen 
die beiden Axensysteme der Lage nacb zur Zeit t zusammen, so ist 
cj^ = cox, cog = coy; tUg = GOz] zur Zcit t dt baben sich aber die 
beiden Systeme getrennt und man kann nicbt langer behaupten, dass 
CO 3 -p dcDg = co;y “p d(x)g ist. 

Wir wollen nun zeigen, dass bis auf Heine Grossen boherer Ordnung 
cZcog := d CO z ist, wenn die sich hewegenden Axen im Korper festliegen, 
OB, OB' seien die resultirenden Rotationsaxen des Korpers zu den 
Zeiten t und t dt, d. b. eine Rotation Sldt um OB bringe den 
Korper in die Lage, in welcber OC mit 0^ zur Zeit t zusammenfallt 
und eine weitere Rotation Sl'dt um OB' bringe den Korper in die 
benachbarte Lage zur Zeit t + dt^ wabrend in demselben Zeitinteryall 
dt sicb OC in die Lage OG' bewegt. Nacb der Definition des 
Differentialquotienten ist dann 


d(o^ 

dt 


= Lim. 


St' cos B' G' — St cos It 0 
dt 


dt 


= Lim. 


St' cos cos Bz 

dt 


Die Winkel BG und Bz sind nacb der Voraussetzung gleicb. Da 
OG m dem Korper festliegt, so macbt es wabrend der Drebung des 
Korpers um OB' einen constanten Winkel mit 0B'\ daber sind aucb 
die Winkel B'C' und B'z gleicb. Mitbin sind die Differentialquotienten 
ebenfalls gleicb. 


§ 250. Der vorstebende Satz ist der specielle Fall eines Funda- 
mentaltheorems der Tbeorie sicb bewegender Axen. Das letztere all- 
gememe Theorem gilt nicht nur fur Winhelgeschwindigheiten, sondern filr 
jeden Vector oder jede Bichtungsgrosse, die dem Parallelogrammgesetz 
unterworfen ist. 

HoTith, Dynamik. I, 


15 
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Naci. § 216 drelit sich. das bewegliche Axensystem um eine Mo- 
mentaiiaxe mit einer Winkelgescli-windigkeit, die 6 lieissen mag. dg? ^3 
seien die Componenten von 0 um die Axeu OA^ 
OBy OC, In der Figur stellt dann 6^ die Gre- 
sehwindigkeit dar, mit welcker sick ein jeder 
Punkt des Kreisbogens JBC langs dieses Bogens 
bewegt, O 2 diejenige, mit welclier sicli ein Punkt 
YOU CA langs CA bewegt u. s. f. 

V^j und Far, Fy, F^ seien die Compo- 
nenten eines Vectors in Bezug auf die bewegliclien 
Axen OAj OBj OG bez. auf die festen Axen Ox, 
Oy, Oz, cc, y seien die Bichtungswinkel Yon 
O^gegen OA, OB^ OC] es ist dannF^=Fj^ cosa-f- Fg cos /3 + F^ cos y und 



dt 


dV. . ur 2 o I T7“ * 

==-^cos<^ + -^cos/? + -^C0S5/— Fi sm 


dV, 


dV, 


dt 


dt 


dt 


da 

dt 


Fallt die Axe Oz zur Zeit t mit OG zusammen, so ist = 
^ y = 0 und daber 


dt 


dt 




da 

dt 


j d^ 

2 ~di' 


da 


ist aber die Winkelgescliwindigkeit, mit welclier sich. die Axe OA 


Yon der momentan mit OC zusammenfallenden festliegenden Geraden 


Oz entfernt; es ist daber ^ = 
erbalt mitbin 


und ebenso 


dt 


— Man 


dt 


dt 


Fi 62 + Fg 6 


If 


und abnlicb 

dVj 

dt dt 


F263 + 


dt 


dV^ 

dt 


Fs^l + Fi^g. 


1st der Vector F die resultirende Winkelgescbwindigkeit eines 
Korpers um die Momentanaxe (§233), so ist F2=(n2, Fg^cug 

und Vx — G)x, Vij = ^i/f F^ = G)^. 

d(Oo 


dt 


dt 


Es wird somit 
^ 1^2 + ^2^1- 


Liegen die beweglicben Axen im Korper fest, so haben sie dieselbe 
Momentanaxe wie der Korper; es ist also 6 — ^ und daber auch 

dco^ c?co 

0^ = 0 )^^ Daraus folgt dann sofort 

§ 251. Wir wollen noch ein zweites Beispiel geben. y, 0 
seien die Coordinaten irgend eines Punktes G, z. B. des Schwerpunktes 
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Die Buler’schen Gleicliuiigen (§ 250 — 262). 

eines sich bewegenden Korpers und mogen sich auf die beweglichen 
Axeu OA^ OJSj OG beziehen. tij w seien die Componenten der 
Geschwindigkeit von G parallel zu diesen Axen und Z die 

Componenten der Besclileunigung. Da sowohl die resultirende Ge- 
schwindigkeit als die resultirende Bescbleunigung Vectoren sind^ so ist 

%i = “l~ ^^27 ^^ ~di 4" ^^^27 

^ = S - ^ 

Diese Resultate werden sj)ater von Nutzen sein. 

Der hier gegebene Beweis des Fundamentaltbeoreias for bewegliclie Axen 
berubt auf der Metbode, die Prof, Sle s s er in dem Quarterly Journal^ 1858 angewendet 

bat, um zu beweisen, dass ist. Einen zweiten sebr einfaoben Beweis 

at at 

findet man in dem Kapitel iiber beweglicbe Axen im Anfang des 2. Tbeiles dieses 
Bucbes. 


§ 252. Euler’s dyuamische Oleichungen. Man soil die aUgeinemen 
JBeivegimgsgleichungen eines Korpers hestimmen, welcher sich um einen 
festen Punht 0 betvegi. 

Xy yj ^ seien die Coordinaten eines materiellen Punktes m auf 
im Raum festliegende Axen Ox, Oy, Oz bezogen. Nimmt man die 
Momente um die ^-Axe, so erhalt man nach D’Alembert’s Princip 



Sind coa;, Wy, (Oz die Winkelgeschwindigkeiten des Korpers um 
die Axen, so ist 

dx dll dz 

= (o,jS — oa^y, = — <^xy — 

Daher 

d^x d(o dm 

'W "" ^~d ~ yHt ^ 

d^v dco d(o , . 

= X 0 -f* COzicOyZ G)gy) (Oxipxy G)yX)» 

Diese Wertbe sind nun in die Momentengleichung einzusetzen. 

Es seien cug, die Winlcelgeschwindigkeiten des Korpers um 
drei rechtwinklige im Korper festliegende Axen OA, OB, OG und 
diese Axen mogen zur Zeit t mit den im Baum festliegenden zusammen- 

fallen. Alsdann ist’ a)x = coi, etc. und nacb § 249, , etc. 

Bei der Benutzung von Axen, die im Korper festliegen, bat man 
den Yortheil, dass die Tragheits- und Deviationsmomente Constante 

16 * 


axen fiir den festen runkt, so komint noch die Vereinfachnng limzo^ 
dass alle DeTiationsmomente Null werden. Substituirt man nun die 

Wertlie Yon in die Momentengleicbung ^ so kann man also 

cc • • • 

alle Glieder in der Gleichung fllr die uicbt y und in der fiir 

die niclit x enthalten, weglassen. Man erbalt auf diese Weise 

Em{p(? -f- 2/^) Ilm(x^ — y^) Wg = N, 

Sind Aj JBy 0 die Haupttraglieitsmomente fiir den festen Punkt 0^ 
so wird 

und ahnlicb 

B^— {C — A)co,(ai=M. 

Diese Gleicbungen heissen die JEuler’schen dynamisdien Gleichungen. 

§ 253. Wir wissen^ dass nach dem D’Alembert’schen Princip das 
Moment der Effectivkrafte um eine Gerade dem der gegebenen Krafte 
gleich ist. Aus den Euler’schen Gleichungen ergiebt sich dalier, 
dass die Momente der JEffectivlcrdfte %m die Hauptaxen fur den festen 
Funlct durch die linhen Seiten dieser Gleichungen ausgedrilcM werden. 
Liegt kein Punkt des Korpers im Raum fest, so ist die Bewegung 
des Eorpers um seinen Schwerpunkt dieselbe^ als lage dieser Punkt 
fest, Wenn dann A, B, C die Hauptmomente fiir den Schwerpunkt 
bedeuten, so Kefern die linken Seiten der Euler’schen Gleichungen die 
Momente der EffectiYkrafte um die Hauptaxen des Schwerpunktes. Das 
Moment um eine andre durch den festen Punkt gehende Gerade lasst 
sich dann einfacli dadurch ermitteln, dass man diese Momente nach 
den Gesetzen der Statik zerlegt. 

Beisp. 1, Ist 2jr = Acoi* + G das Moment der gegebenen 

Krafte nm die Momentanaxe und SI die resnltirende Winkelgeschwindigkeit, zu 
dT 

beweisen, dass -rr = G SI ist. 
dt 

Beisp. 2. An einem K6rper, z. B. der Erde, der sich um einen festen Punkt 
dreht^ greifen Krafte an, wie die Anziehung der Sonne und des Mondes, die eine 
Rotation nm eine zur Momentanaxe senkrechte Axe hervorzuhringen suchen. Man 
zeige, dass die ’Winkelgesehwindigkeit nur dann gleichformig sein kann, wenn 
zwei der Haupttragheitsmomente fiir den festen Punkt gleich sind. Die Axe, nm 
welclie die Krafte eine Drekung hervorznbringen sucben, ist diejenige, um welcbe 
der Korper, wenn er sich in Rube betode, zu rotiren anfangen wiirde. 


Die Euler’schen Grleichungen (§ 262 — 256). 
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§ 254. Man hestimme den Druclo auf den festen Punht. 
x,y,^ seien die Coordinaten des Scliwerpunktes; sie mogen auf recht- 
winklige im Raum festliegende Axen bezogen werden, die sick in dem 
festen Punkt sclineiden und Qj B seien die Componenten der Druck- 
krafte im festen Punkt auf den Korper in der Richtung der Axen. 
Verstelit man unter ^ die Masse des Korpers^ so erhalt man 

> = P + EmX 

und zwei ahnliche Gleickungen. 

so 

Drtickt man durch g),j, co^ aus und substituirt, so erhalt 
man weiter 






dco^ 


— 2/ -^ + — <xiyx) — w^(a}^x — 


P + ZmX 


(It (It 

mit den entsprechenden beiden andern Gleichungen. 

Lassen wir nun die im Raum festliegenden Axen in dem be- 
trachteten Moment mit den Hauptaxen fur den festen Punkt zusammen- 

d(a^, d(o„ 

-jf und ^ 

clt dt 

Grleicliungen substituiren. Es wird dann 


fallen, so konnen wir fiir und die Werthe aus den Euler’schen 


ft [cJl (P + C — A) + ^) — (^2^ + 


(M 


= P UmX 
mit ahnlichen Ausdrilcken fiir Q und B. 


JSJ- 

Tjy 


') 


§ 255. Beisp. Cr sei der Sdawerpunkt des Korpers; man zeige, dass die 
Ausdrticke auf den linken Seiten der Gleickungen , welche die Drucklaiifbe auf 
den festen Punkt angeben, die Componenten zweier Kraffce sind; die eine, 
ist parallel zu einemLotb auf der Momentanaxe OJ, unter SI die resultirende 
Winkelgescbwindigkeit yerstanden; die andre, Sl'^ • GK^ ist senkrecht zur Ebene 
OGK, wenn GK normal auf der Geraden OJ stebt, deren Richtungscosinusse 

— - ojg cOg , ? — cog coj , ^ co^ 0)2 proportional sind und SI' die Summe 

der Quadrate dieser Grossen bedeutet. 


§ 256. Euler’s geometrische Grleichungen. Man hestimme die 
geometrisdien Gleichimgen, welclie die JBeivegnng des Korpers im Baum 
mit den WinJcelgeschwindigheiten des Korpers um drei hewegliche Axen 
OA, OB, OC veriinden. 

Man nehme den festen Punkt 0 zum Centrum einer Kugel, deren 
Radius die Einheit ist; X, Y, Z und AjB, G seien die Punkte, in welchen 
die Kugel von den festen bez. den beweglichen Axen geschnitten wird. 
ZC und BA oder ihre Verlangerungen mogen sick in JE treffen. Es 
sei der Winkel XZC^il^^ ZC= 6, EGA = (p] man soil die geo- 
metriscken Beziekungen zwiscken 6^ tp, ifj und cog, cog bestimmen. 
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ZieRe ON senkrecht zu OZ. Da der Winkel ist, den die Ebene 
COZ mit der im Raum festliegenden Ebene XOZ bildet, so ist die 

Gescbwindigkeit von C senkrecht 





zur Ebene ZOO gleich CN 
was dasselbe ist wie sin 6 


d'lp 

~di’ 

d'lp 

iH ’ 

weil der Radius OC der Kugel 
der Einheit gleichkommt. Die 
Geschwindigkeit von C langs 

ZG ist ferner Die Be- 

dt 

wegung von C wird daher durch 
~ und sin 6 ~ langs ZC bez. 

senkrecht dazu dargestellt. Die 
Bewegung von G wird aber auch 
durch die Winkelgeschwindig- 
keiten co^ und co^ Vangs BG bez. 
GA aiisgedriickt. Diese beiden Darstellungen derselben Bewegung 
mlissen daher aquivalent sein. Die Componenten langs ZG und senk- 
recht dazu ergeben daher 
dO 

_ = £0^ sin 9 + cOg cos 9 ] 

dnf) 


sin 9 


dt 


: — cos 9 cDg sin 9 


und ahnlich die Componenten langs GB und GA 

dS . 


d'lp . ^ 

“ sm 6 cos 9 


dO . . dip • ^ • I 

^2 = + Ji 


Diese beiden Gruppen von Gleichungen sind identisch; die eine 
asst sich axis der andern durch algebraische TJmformung ableiten. 

Auf dieselbe Art, indem man ein Loth von E auf OZ fallt, lasst 
sich zeigen, dass die Geschwindigkeit von E senkrecht zu ZE gleich 

^ sin ZE ist, was dasselbe ist wie ^cos0. Die Geschwindigkeit von 
A in Bezug auf E langs EA ist ebenso — sin 0 J. und dieses ist 
dasselbe wie Die ganze Geschwindigkeit von A im Raum langs 

AB wird daher durch ^ ^ ^ dargestellt. Diese Bewegung 

wird aber auch durch cOg ausgedruckt. Wie zuvor miissen die beiden 
Darstellungen derselben Bewegung aquivalent sein. Man erhalt daher 

dip /I I dg? 

«3==-5^COS0+^. 



Hatten wir in akoliclier Weise die Bewegung eines andem PunMes 
des Korpers, z. B. B, sowohl durch cog, als durcli 6j 9 , i; aus- 
gedriickt, so liatten wir andre Gleiciiungen erkalten; da wir aber niclit 
mehr als drei voneinander unabbangige Relationen erhalten konnen, 
so waren wir nur zu Grleicbnngen gekoniinen; die algebraiscbe Um- 
formungen der friiberen sind. 


§ 267. Manchmal ist es notbig, die Winkelgescliwindigkeiten des Korpers 
um die festenAxen OX^ OY*, OZ durch 0, cp, ip auszudriicken. Daskannauf folgende 
Art geschehen. 00 ^, 00 ^, seien die Winkelgescliwmdigkeiteii um die festen 
Axen, SI die resultirende Winkelgescliwiiidigkeit. Geben wir dem E-aum und auoh 
clem Korper ausser seiner thatsachlichen Bewegung nock eine Winkelgeschwindig- 
keit — SI um die resultirende Eotationsaxe, so werden die Axen OA, OB^ OC 
zu festliegenden Axen iind die Axen OX^ OY, OZ bewegen sicb mit den Winkek 
gesobwindigkeiten — 00 ^, — — co^. Wcnn wir daber in den obigen Formeln 

<p mit — 1 /;, 0 mit — 0, 1 /; mit — cp vertauscben, so wire! cb^, co^, cOg zu — 00 ^, 
— 03^, — co^ und wir erhalten 

do . d(p . ^ 

^ 


CO 


V 


di 


cos Ip -f- 


dep 

dt 


sin 6 Bin if} ^ 


d(p ^ , dip 

dt dt 


§ 258. Beisp. 1. q, r seien die Biebtungseosinusse von OZ in Bezug 
auf die Axen OA, OB, 0 C\ man zeige, class man zweien der Euler’seben 
geometrischen Gleichungen die symmetrisebe Form 

dp , dq , dr , ^ 

geben kann. Die letztc Gleicbung kann man durcb Differentiation der lebzten 
der drei Beziebungen 

^ = — sin 0 cos (p, O' = sind sin qp, r = cos0 

do 

und Substitution des Wertbes von aus § 266 erhalten. Die andem lassen 

at 

sicb naob den Eegeln der Symmetrie ableiten. 

Beisp. 2. Man beweise, dass die Riebtungseosinusse einer der beiden Gruppen 
der Euler’seben Axen in Bezug auf die andre durcb die Formeln 

cos XA = — sin ip sin qp 9 

cos YA = cos ip sin qp -j- sin cos qp cos 0 > 

cos ZA ==; — sin 0 cos 9 j 

cos XB = — sin ip cos qp — cos ip sin qp cos 0 \ 

cos YB = coBip cos qp — sin sin qp cos 0 > 

cos ZB = sin 0 sin qp j 


gegeben sind. 


cos X C — sin 0 cos tp 
cos YC sin 0 sin ip 
COB ZC = COS0 


I'HO^'eHTY Of 

OARlUyU WSiitiMf Ilf (ICHWuiBbi 
UBRASII 
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bewegungsgrosse um eine feste Gerade auf hinreichend einfacbe Art 
durcb die Coordinaten des Korpers auszudrucken suchen (§ 72), Wir 
benutzen dazu den allgemeinen in § 77 bewiesenen Satz 

d /WinkelbewegungsgrosseX / Moment der \ 

M\ um eine feste Gerade / \gegebenen Krafte/ 

Ztveitens kann man die Bewegung auf ein geeignetes System recht- 
winkliger beweglicher Axen bezieben. \ seien die Winkel- 

bewegungsgrossen um drei recbtwinklige Axen OA^ OB, 00, L, M, N 
die Momente der gegebenen Krafte um diese Axen. Da die Winkel- 
bewegungsgrossen sicb nacli dem Parallelogrammgesetz zusammen- 
setzen und zerlegen lassen, so hat man nach § 250 

L, 

~A[, 

“h \ 

§ 262. Die Wiiikelbewegimgsgriisse um die ^-Axe. Die Momentan- 
iewegung eines Kdrjgers im einen festen PunM ist durch die WinJcel- 
geschtvindiglceiten (^y, dird Axen, die sich in diesem Punld 

treffen, gegehen; man soil die WinlceTbewegimgsgrosse um die 0-Axe finden, 

X, y, 0 seien die Coordinaten eines materiellen Punktes m des 
Korpers und ii, v, id die Componenten der Geschwindigkeit des Punktes 
parallel zu den Axen. Nach § 76 ist dann das Moment der Winkel-* 
bewegungsgrosse um die ^-Axe 

\ — Bmixd — yv!y 

Substituirt man u = G3y0 — v — gJzX — nach § 238, 
so erlialt man 

/% = Um(x^ + if) Oz — {2mx0) Wx — {2my0) Wy 

und auf ahnliche Weise die Winkelbewegungsgrossen um die x- 
und y-Axe 

\ = Zm{y^ + — {Emxy) coy — {Emx 0 ) ooz, 

— Sm{f -fx^) ojy — (Emy0) coz — {Emyx)(x)x- 

Die Ooefficienten yon Wxj cjy, o3z sind hierin die Tragheits- und Deviations- 
momente fur die sich in dem festen Punkt schneidenden Axen. 

§ 263. GiU es in dem Korper Iceinen festen Punht, so muss man 
die sammtlichen sechs Componenten der Bewegung benutzen. Die 
Form des Resultates hangt von dem Punkt ab, den man zum Reductions- 
punkt macht, und wird sehr einfach, wenn man den Schwerpunkt dazu 


d\ 

dt 

d\ 

dt 

d\ 

dt 




Ausdrilclve fur die Winkelbewegungsgrosse (§ 261 — 264). 235 

nimmt. Aus den in den §§ 73, 74 angefiilirten Griinden ist er im 
Allgemeinen der geeignetste Punkt. 

0^ sei die Axe, filr welche die Winkelbewegungsgrosse gesucht 
wird, OXj Oy die beiden andern Axen, die mit 0^ ein System recbt- 
winkliger Axen bilden. x, y, z seien die Coordinaten des Sobwerpunktes. 
Die Momentanbewegnng des Korpers sei, wie in § 238, durcb die 
Translationsgescbwindigkeiten ti, Vy %v des Scbwerpunktes parallel zu 
den Bezngsaxen tind die Winkelgescbwindigkeiten um drei 

parallele sich im Scbwerpnnkt treffende Axen dargestellt. 

Nacb § 74 ist die Winkelbewegungsgrosse um Ob der um eine 
parallele Axe, welche durcb den als festen Punkt betracbteten Scbwer- 
punkt gebt, gleicb, zusammen mit der Winkelbewegungsgrosse der 
ganzen im Scbwerpunkt vereinigten Masse. Die erste ist im Yorigen 
Paragrapben gefunden worden und die letzte ist offenbar 'M{xv — y%C). 
Die gesuchte Grosse ist daber 

M{xv — --I- Hm(x^ + y^) co- — (ZmxB) — {ZmyB) Wy, 

M ist bierin die ganze Masse des Korpers und die Coefficienten 
von cjx, G)yj sind die Tragbeits- und Deviationsmomente filr die 
Axen, welcbe sicb im Scbwerpunkt scbneiden. 

§ 264. Bewegliclie Axen. Wenn die Bezngsaxen sich im Raum 
bewegen, so wird die Bewegung des Korpers wahrend der Zeit dt 
mittelst der Componenten der Bewegung so construirt, als db die Axen 
filr den Moment im Baum fesfldgen. Siebe § 248. In den soeben ge- 
fundenen Ausdriicken fur die Winlcelbewegungsgrosse sind die Axen 
zwar als im Raum festliegend angenommen, aber sonst durchaus be- 
liebig. Wablt man sie derart, dass das System der beweglicben Axen 
zur Zeit t mit ibnen zusammenffflt, so geben die Formeln die Winkel- 
bewegungsgrossen um die beweglicben Axen fur diesen specieUen 
Moment, mogen sie nun dieselben Lagen im Raum nocb langer eim 
nebmen oder nicht. Die Formeln sind daker durchaus allgemein gilltig 
und liefern die augenUicldichen Winlcelhewegungsgrosseny 'mogen die 
Axen fesUiegen oder nicht 

Liegen die gewablten Axen im Raum fest, so sind die Coefficienten 
von G)xy G)yy Cl), in dem Ausdruck fur \ im Allgemeinen veranderlicb 
und ibre Aenderungen konnen complicirten Gesetzen unterliegen. Als- 
dann ist es vortbeilbafter, in dem Korper festliegende Axen zu wablen, 
wie es Euler in seinen Bewegungsgleicbungen, § 252, getban bat. 

Bewegt sich ein Korper um einen festen Punkt 0 und ist seine 
augenblicklicbe Bewegung durcb die Winkelgescbwindigkeiten cni, cog, cOg 
um die im Korper festen Axen Ox\ Oy y Od gegeben, so ist die 
Winkelbewegungsgrosse um die /-Axe 

h^ = Ccjg — — Fixi<^y 




236 Kapitel V. Die Bewegiing starrer Korper im Raum von drei Dimensionen. 

worm 0; JE, D absolute Constante sincl^ namlich 

G = + y^)y E = Emx/, B — Emy s'. 

Sind die im Korper festen Axen Hauptaxen^ so verscbwinden die 
Deviationsmomente und man erhalt die Winkelbewegungsgrossen in 
den einfachen Formen 

= Ag>^, = J5 g?2 ? ~ ^^3 ? 

worin C die Haupttragheitsmomente des Korpers fur den 

Coordinatenanfang sind, von dem angenommen ist, dass er im Raum 
festliege. 

Aiif diese Art Iwmmt man su einem neuen Beiveis der Euler'schen 
Gleiclmngen. Substituirt man diese Werthe von in die 

Gleicbungen fiir die beweglichen Axen (§ 261), so wird die erste 

und, da die beweglichen Axen im Korper festliegen, also 6^ = 0 ^ 2 ? 
= (Oy ist (§ 250), so nimmt die Gleichung die Euler’scbe Gestalt an 

Der Beweis scReint kurzer zu sein als der in § 252 gegebene; in der Thai 
sind beide dieselben. Beide hangen von einem speciellen Fall des Fundamental- 
satzes iiber bewegliche Axen ab (§§ 249, 250); der eine erfordert die Substitution 
00 n 

fiir , —=~ mit Weglassung gevdsser Glieder, der andre die gleicbwerthige 

Cto Clw 

Substitution fiir v' (§ 262). 

§ 265. Eine fur die Braxis iequeme Anleitung, die Winhelbe- 
toegtmgsgrdssen eines Korpers um ein System fester odor beiueglicher Axen 
sio finden. 

Suchen wir unter der Voraussetzung, der Korper drehe sich um 
einen festen Punkt 0, nacli einem Axensystem Oxj Oy'^ Os, ftii 
welches sich die Winkelbewegungsgrossen leicht ermitteln lassen, so 
wird dies im Allgemeinen ein im Korper festliegendes Axensystem sein 
und die Grossen hfj W sind alsdann im letzten Paragraphen ge- 
geben worden. 

Sind die Richtungscosinusse eines jeden der beiden Axensysteme 
in Bezug auf das andre durch das Diagramm wie in § 217 



X, 

y, 

S 

X 

O-X, 

^2? 

% 

y' 

h, 



e 

s 

Cx, 

^2; 

^3 


gegeben, so ist die Winkelbewegungsgrosse um die ^-Axe, da Momenti 
dem Parallelogrammgesetz unterworfen sind, 

\ ~ 4 “ 


muisaxensystems ux^ uy j ab. im AUgememen smd die ilaupt- 
axen des Korpers fiir 0 am vortheilhaftesten. Alsdann wird 

/Z’lj = jd G)-^ CliQ — (- JB Clg ^3 ^3 • 

Es sind noch cug; durcli die Coordinaten des Korpers 

auszudriicken (§ 72). Sind diese Coordinaten die Euler’scken Winkel 
0, <Pj 'ipj so lindet man die gesucMen Ausdrucke ausfdlirlicL in den 
§§ 256 nnd 258. 

§ 266. 1st der Korper einaxig, so dass also zwei HaupUrdgheits- 
momente A und JB einander gleich sind, so lassen sich mod einfaclie 
Ausdrucke fur die Winkelhewegungsgrdssen um die Axen Ox, Oy, 0^ 
finden. 

Erstens. Zwei Coordinaten des Korpers seien die Euler’schen 
Winkel 0, t der Symmetrieaxe. Die Axen Ox', Ob' mogen mit OE, OC 
(Pig. S. 230) zusammenfallen. Alsdann ist 9=6 und aus der Figur ergikt 

sich, dass = — ^sin 0 , ^ 2 =^ Winkelbewegungs- 

grossen um Ox, Oy, Ob' gleich Aco^^ ^^3 sind, so findet man 
durch einfache Zerlegung 

= — siu'^J^ — sin0 COS0 cosip -f- Gcog sin0 cos'ijj, 

— cos^-^ — sm 0 cos 0 Ow^sinO sin^, 

\ = A sin^ ^ ^ 


Man konnte fiir co^ seinen Werth aus der dritten Euler’sclien 
geometrischen Gleichung einsetzen; damit wurde man aber ^ in die 

Gleichungen einfiihren und im Allgemeinen ist es yortheilhafter, statt 
dessen 03 beizubehalten. 

Auf diese Weise werden die Winkeliewegungsgrdssen eines ein- 
axigen Korpers um heliehige Gerade durch die JRichtungsivinkel der Axe 
des Korpers und die Winkelgeschwindigkeit um sie ausgedrilckt 

Zweitens. )Statt der unsymmetriscken Coordinaten 0, i/j kann man die Richtnngs- 
cosiniTSse tj, J der Axe des Korpers benutzen. Nacb dem in § 75 angegebenen 
Verfabren wollen wir den Korper durch ein System von Massenpunkten gleichen 
Tragheitsmoments ersetzen. 

Die Winkelbewegungsgrossen des Korpers um die Hauptaxen fiir den festen 
Punkt 0 sind A , A cog, Coog. An die Axe OC m(3gen nun ein oder naebrere 
imaginare materielle Punkte derart befestigt werden, dass ibr vereinigtes Trilgbeits- 
moment fur ein von 0 aus auf OC erricbtetes Loth gleich A ist. Diese Massen- 
punkte mogen sich mit der Axe berumdreben. Die Bewegung der Axe ist durch 
die Winkelgescbwindigkeiten co^, cog gegeben und die Winkelbevregungsgrossen 
dieser Punkte um die Axen OA, OB sind daher offenbar Aco^, Awg. Sie sind 
dieselben, wie die des Korpers. Die Winkelbewegungsgrdsse der Punkte um 
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OC ist offenbar Null, Die Winkelbewegungsgrossen des Korpers um OA, OB, 
0 G sind mitbin dieselben, wie die der Massenpunkte zusammen mit einem Moment 
Ccoq um OC. Aus dem Parallelogrammgesetz folgt^ dass dieselbe Gleicblieit fur 
alle Axen besteht. 

FolgUcli ist die Winlcelheivegimgsgrosse eines einaxigen Kooyers um eine 
beliehige dw'cli 0 gehende Axe dieselbe ^ wie die eines Oder mehrerer derart an seiner 
Axe angebraeliten Massenjgimlzte, dass ihr mreinigtes Trdglieitsmoment fur 0 gleich A 
ist, zusammen mit der WinJcelbeivegu/ngsgrdsse Ocog um die Axe. 

Ein einzelner materieller Punkt werde in einem Abstand vom Coordinaten- 
anfang, welclier der Einlieit gleich int, auf die Axe des Korpers gesetzt. Seine 
Masse wird daher durch A dargestellt. rj f) seien die Coordinaten des materiellen 
Punktes, auf die Axen x, y, z bezogen, also auch die Bichtungseosinusse der Axen. 
Die Winkelbewegungagrbssen um die Coordinatenaxen sind also 



Wollen wir lieber 0, q), of) sfcatt der liichtungscosinusse I, f benutzen, so 
setzen wir fur t], S Werthe 4 = ^inO '?] — sin0 sin-i/;, ^ = cos 0. 

Die Substitution in die letzte Gleichung ist leicht auszufiihren, wenn man sich 
an den Satz der Differenzialrechnung erinnert; ^dri — == r^dnp. (Yergl. § 76,) 

Wir kommen so wieder zu denselben Ausdrucken fiir die Momente \ 

me zuTor. 

Wenn der einaxige Kdvper Meine Scliwingwngen macht und die Axe OC der 
Axe Oz immer so nahe bleibt, dass man die Quadrate von 0 vernachlassigen 
kaiin , so ist 

^ ^ 0 cos ip, == 0 sin t/) , f — 1 , 

Ccoa ' 

7|rg — GcOq / 

Diese Pormeln fur die Winkelbewegungsgrbssen um die festen Axen sind sehr 
einfacb, 

Bewegt sicb der Kdi’per frei im Baum, so benutze man den Scbwerpunkt 
statt des festen Punktes. Es ist dann am besten, an die Axe zwei gleiclie materielle 
BmiJcte auf beiden Seiten und in gleicbem Abstand vom Scbwerpunkt so zu be- 
festigen, dass der Scbwerpunkt des gedaebten Systems mit dem des Korpers zu- 
sammenMlt. Die Winkelbewegungsgrosse des freien Kbrpers um irgend eine 
Gerade ist alsdann dieselbe, wie die des Punktesystems zusammen mit dem Paar 
Ccog um die Axe. 

Beisp. 1. Ein Korper, der niebt nothwendigerweise einaxig zu sein brauebt, 
drebt sicb um einen festen Punkt 0. Drei materielle Punkte werden in solcben 
Abstanden a, b, c von 0 an die Hauptaxen befestigt, dass 

Ma^=^j(B + C — A), Mb^ = j{G+A — S), Mc^ = ^ (^A + S - C) 

ist, Man beweise, dass die WinkelbewegungsgrSsse’ des Korpers um eine be- 
liebige dui*cb 0 gehende Gerade derjenigen der Punkte gleicb ist. Es folgt dies 
unmittelbar aus § 75. 



Beisp. 2 . Ein der Schwerlcraft unterworfener Stab wird gezwungen auf dem 
Mantel eines glatten Umdrehungskegels zu bleiben, dessen Spitze zugleicb der Auf- 
Langungspunkt des Stabes ist. Man zeige, dass die Winkelgeschwindigkeit des Stabes 
um die Axe des Kegels dieselbe ist, wie die eines einfacben Pendels von der Lange 

wo a die Lange des Stabes, a den balben Winkel an der Spitze des 

Kegels nnd p den Winkel bedeiitet, den die Axe des Kegels mit der Verticalen 
macht. [St. John’s Coll.] 

Um die Momente der Efiectivkrafte zu finden, vereinige man die Masse in 
einem Pnnkt gleichen Trllgheitsmomentes und znr Ermittlung der Momente der 
gegebenen Kriifte im Schwerpnnkt. Setzt man die Momente um die Axe des 
Kegels gleich, so ergibt sich das Besultat sofort. 


2 sin ct 
^ sin I? ’ 


Beisp. 3. Die Haupttragheitsmomente eines Korpers fiir den festen Pnnkt 0, 
um den er sich dreht, sind sammtlich gleich, d, 9 , 'll; sind die Euler’schen Coordi- 
naten der in dem Korper festliegenden Axen OA, OB, OC; man zeige, dass die 
Winkelbewegungsgrossen um die im Baum festliegenden Axen bez. 

cie 

dt 

dt 



sind. 


\ = ^ ( 

— sin Ip 

\ = A ( 

cos 'Ip 


+ sin^cos^^), 
+ sin0«in^^), 


§ 267, Beisp, 1 , Die Bewegtmg eines Korpers ist durch die Translations- 
geschwindiglceiten v, w) des ScJiwerpunktes und die Winkelgeschwindigheiten 
^z) beiveise, dass die WinJcelbewegtmgsgrosse um die Gerade 


f y— 9 z—h 


dem AusdrucJc 


Ih^ ~{“ nji^ *“1— AjT 


I, m, n 
u^ V, w 

f, 9, h 


gleich ist, worin M die Masse des Korpers hedeutet, \ die in § 262 an- 

gegebenen Werthe haben und Q, m, n) die augenblicklichen Kiclvtungscosinusse der 
gegebenen Geraden sind. 

Dies kann mit Pliilfe des in § 74 bewiesenen Satzes geschehen. Die Winkel- 
bewegungsgrosse nm eineParallele zu der gegebenen Axe ist offenbar ; 

alsdann hat man die Winkelbewegungsgrosse der ganzen im Schwerpnnkt ver- 
einigten Masse um die gegebene Gerade zu ermitteln und beide Besuitate zu 
addiren. 

P (siehe die Figur S, 216) sei der Pnnkt (f gh), Wir wollen zuerst die Winkel- 
bewegungsgrdsse um ein System von Axen suchen, die den gegebenen Coordinaten- 
axen parallel sind und P zum Anfang haben, Offenbar ist die Verlangerung von 
WP die neue z-Axe. Das Moment der Geschwindigkeit des Coordinatenanfangs 
0 nm WP ist, wie man sieht, u • MN — v- OM, was das Namliche ist, wie 
ug — vf, und dreht in positiver Bichtung um JVP. Ebenso sind die Momente 
der Geschwindigkeiten von 0 um die zu x und y Parallelen vh — wg und 
u)f — uh, Multiplicirt man diese drei Momente bez. mit (n, Z, w), so erhalt man 
das Moment der Geschwindigkeit des Schwerpunktes um die Gerade. Multiplicirt 
man dieses mit Jf, so findet man die Winkelbewegunsgrosse der im Schwerpnnkt 
vereinigten Masse. Das gesuchte Resultat ergibt sich daraus unmittelbar. 
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§ 26Y. Beisp. 2. Die Winkelbeicegwngsgrosse eines Korjpers urn die Momentan- 
axe %ind ehenso um eine Axe zu flnde'n, welclie die Momentanaxe recJitwinklig 
schneidet 

Mmmt man die Momentanaxe zin* z-Axe^ so kann man die in § 262 ge- 
gebenen Ausdriicke fiir \ benutzen. 

Im vorHegenden Fall ist == 0, = 0 nnd co^ = .2, unter SI die resul- 

tirende Winkelgesch-windigkeit des KOrpers verstanden. Die Winkelbe-wegungs- 
grossen um die x-^ ^-Axen sind daher bez. 

]i^ = — (Smxz) Sl^ /^2 ~ — (Dmyz) Sl^ \ = 2m{x^ + y^) SI. 

Daraus folgt, daas die Winkelbewegungsgrosse um irgend eine auf der 
Momentanaxe Oz senkrechte Gerade Ox nur dann Null ist, wenn das Deviations- 
moment fur die beiden Axen Null ist. 

Um sich dies vollstllndig klar zu machen, bedenke man, dass die Winkel- 
gescbwindigkeiten co^, co^ nur dazu benutzt wurden, die Bewegung des 
Korpers wabrend der Zeit zu constrairen. Ist Oz die Momentanaxe (vergleicbe 
die Figur S. 216), so bewegt sicb der in P liegende materielle Punktdes Korpers 
senkrecbt zur Ebene FLO, die Eicbtung seiner G-eschwindigkeit ist also nicM 
parallel zu Ox und schneidet auch Ox nicht. Die Geschwindigkeit des Punktes 
hat daher ein Moment um Ox, obwohl Ox senkrecht auf der Momentanaxe steht. 
Yersteht man miter 6 den Winkel PMN und unter r die Gerade Pilf, so ist 

„ dQ dz dy „ 

’ d? = 2/ ^ ^ ^ 

d6 

so dass also die Winkelgeschwindigkeit — des materiellen Punktes P um Ox, 

vorausgesetzt dass co^ = 0, == 0 ist, nur dann verschwindet , wenn der Punkt 

entweder in der xy- oder der Ebene liegt. 

Beisp. 3. Eine Gerade OL dreht sich um den festen Punkt 0 so, dass 
dll 

_ iV"' ist, unter Ji die Winkelbewegungsgrosse eines Korpers um OL und unter 
do 

N das Moment der gegebenen Krafte verstanden. Man bevp’eise, dass jeder Punkt 
von OL sich senkrecht zn der Ebene bewegt, die ihn und die resultirende Axe 
der Winkelbewegungsgrosse fur 0 enthlUt. 

Beisp. 4. Eine dreieckige Lamelle AGB, deren Masse M ist, dreht sich mit 
der Winkelgeschwindigkeit co um die Seite CA. Man zeige, dass die Winkel- 
bewegungsgrosse um die Seite QjB gleich i Mah sin^Uco ist, wenn a und h 
die Seiten sind, die den Winkel G einschliessen. 

Beisp. 5. Zwei Stabe OA, A B sind bei A dutch ein Gelenk verbunden 
nnd an dem festen Punkt 0 aufgehangt. Das System dreht sich mit der Winkel- 
geschwindigkeit CO um eine dutch 0 gehende verticale Gerade so, dass die beiden 
Stabe in einer verticalen Ebene liegen. 6, (p sind die Neigungen der Stabe gegen 
die Yerticale, a, h ihre Langen, M, M' ihre Massen; man zeige, dass die Winkel- 
bewegungsgrbsse um die verticale Axe 

CO M -)- sin^6 -1~ M'ah sin0 singp ~ M'h^ sin^qpj 

ist. 

Beisp. 6. Einem graden Kegel, dessen SjDitze 0 festliegt, vsdrd die Winkel- 
geschwindigkeit CO um seine Axe DC mitgetheilt, wabrend seine Axe zugleich im 
Kaum in Bewegung gesetzt wird. Der halhe Winkel an der Spitze des Kegels 

ist -jTT und seine Hbhe 7^, 0 die Neigung der Axe gegen eine feste Gerade Oz 
und yj der Winkel, den die Ebene zOG mit einer dutch Oz gehenden festen 



Ebene macbt. Man beweise, dass die Winkelbewegungsgr5sse um Oz gleich 
™ ^sin®0 ^ cos 0^ ist, unter M die Masse des Kegels verstanden. 

Beisp. 7. Ein Stab AB ist mittelst eines Fadens an dem festen Punkt 0 
anfgeliangt nnd bewegt sich auf irgend eine Art. (?, n)^ g-, r) sind die 

Ejichtungscosinusse des Fadens und des Stabes in Bezug auf rechtwinklige Axen 
Ox^ Oy^ Oz\ man zeige, dass die Winkelbewegungsgrosse um die ^^-Axe 



ist, wenn M die Masse des Stabes und ct, h die Langen des Stabes und des Fadens 
bedeuten. 

§ 268. Als Beispiel, wie diese Ausdriicke fiir die Winkelbewegungs- 
grdsse eines Korpers anzuwenden sind^ woUen wir sie zur Losung 
zweier Probleme iiber die Bewegung eines K6rj)ers im Raum von 
drei Dimensionen benutzen. Die Bezugsaxen liegen bei ibnen im 
Raum fest^ die Benutzung beweglicber Axen behalten wir uns fiir 
spater vor. Weiteres findet man in dem. zweiten Band, in welchem 
ein ganzes Kapitel von Beispielen und Erliiuterimgen den verschiedenen 
Metboden zur Bestimmung der Bewegung der Korper im Raum von 
drei Dimensionen gewidmet ist. 


Bewegung eines Kreisels. 


Problem 1. Ein einaxiger Kreisei drelit sich auf einem voWcommen rauhen 
Tisch derart, dass seine Axe nahezu vertical hleiht; man flnde die kleinen Schwingwngen 
des Kreisels^). 

0 sei die Spitze, OC die Axe des Kreisels. C und A 
seien die Tragheitsmomente fiir die Axe OC und ein durch 
0 gebendes Loth auf OC. Da der Scbwerpunkt G des 
Kreisels in seiner Axe liegt, so baben die gegebenen Krafte 
kein Moment nm 0 C. Es ist femer AL = JB und daher nacb 
Euler’s dritter dynamisober Grleicbung 

0 ^ = 0. 

dt 

Die Winkelgescbwindigkeit des Kreisels um seine Axe bleibt daber immer die- 
selbe. cog = ^^ sei diese constante Winkelgescbwindigkeit. 

? 3 , J seien die Bicbtungscosinusse von OC m Bezug auf Axen, die im 
Raum festliegen, namlicb Ox., Oy^ Oz., von denen Oz vertical ist. Da die Axe 
des Kegels stets nabezu vertical bleibt, so bat man — 1, wabrend tj kleine 
Grbssen sind, deren Quadrate man vernacbl^ssigen kann. Es sei Z= 0(r und 
die Masse werde durcb die Einheit dargestellt. 



1) Die allgemeine Bewegung eines Kreisels unter der Wirknng der Sobwere 
vrird im zweiten Band besprocben werden. Die kleinen Scbwingungen unsym- 
metriscber und geneigter Kreisei ebenso wie eine kurze bistoriscbe Uebersicbt 
findet man an derselben Stelle. 

Eouth, Dynanxik. 1 . 16 
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Die Momente der an G angreifenden Schwerkraft nm die Axen findet man 
nach. den gewohnliclien Pormeln 

L = yZ — zY ^ gin, 

M~ zX — xZ = gll, 

wokei X=0, Y — 0, Z — — g die Componenten der Schwere sind. Die Winkel- 
bewegungsgrOssen des Koi’iDcrs nin dieselben Axen sind nach § 265 

4§ + (7,„j 

Daraus folgt nacb § 26i 

Die Gleicliung, die man aus der Winkelbewegungsgrosse urn die ^-Axe 
erbalt, zeigt nur wieder, dass co^ constant ist, was wir schon aus den Euler’sclien 
Gleichungen abgeleitet kaben, 

TJm die G-leich ungen aufzulosen, setze man 

I == P cos(|ai + /), ^1 = Q + /); 

man findet dnrch Substitution dieser Wertlie 

-\- gl)Q — Cng>J? == 0 1 
(Aft2 + ^QP== Oj 

und daraus 

gl = Cn^i. 

Es ist niclit notliig, beide Vorzeicben auf der rechten Seite zu nelimen. 
Wahlen wir das eine, so bestebt die Wirkung des andern nur darin, dass es das 
Vorzeicben von {n und damit nur die bis jetzt unbestimmten Constanten Q und f 
andert. Ohne Einbusse an Allgemeinbeit konnen wir daber das ohere Zeiclien 
wablen. Dadurcb werden die beiden resultirenden Wertbe von positiv und 
P — Q. Die Wertbe von g, sind 

j_ 

_ Cn {C^n^ — 

fi — 22± 23J 

Bezeicbnet man sie mit und ftg, so erblllt man 

I = Pi cos(fii4 + fi) 4- Pj cos(ftj< -I- Q, 

7] = Pi sin(fi, t 4- /i) -f Pj sin t + /j) , 
worm Pj , Pj , /j , fj vier Constante sind, die durch die Anfangswerthe von 
1 ), ^ bestimint werden. Die Anfangswertbe der Coordinaten wollen wir 

durcii den Index Null darstellen. Es wird dann 

lo = -Pi cos/; + Pj cos 4, 

% = A sin/; 4- Pj sin/;, 

— %■ = -Pift + -Psf^s 1 

■^ = -Pift cos/; 4- p^ftj cos/; . 



Daraus folgt 


+(S + IS..)’ 

p..(ft - ^). (fe + ft,.)’ 


Sind 0, 1 /; die Winkelcoordinaten der Axe, so erkalt man 
0« = = j’t * + K ’ + 2 P, P, cos [(fl, _ p,) f + 4 _ 4 ] , 

H S ~ + /; -/;]• 


Nimmt man an, und Pg waren einander nicht gleich, so kann, wie man sielit, 
6 niemals verschwinden , d. li. die Axe des Kreisels kann niemals genau vertical 

werden. Ebenso kann nur dann verschwinden, wenn Pj Pg (/Lt^ + /Xg) grosser 
(I t 

als -|- Pg^i^g ist, d. h. die Ebene ZOC dreht sich urn OZ entweder mit 

zeitweisen TJmkelirungen der Uichtung oder iminer in derselben Eichtung, je nach- 

dem zwischen “ und der Einheit liegfc oder nicht. 

■^2 

Soil Pj = Pg sein, so muss Anfangs 


sein. Dies erfordert, dass ~ Anfangs von -h f^a) kleine Grossen von der 


dip 


Ordnung P differirfc. Alsdann behillt ^ wahrend der Bewegung sein Vorzeichen 

Ct 0 


und die Axe wird in constanten Intervallen vertical. 

^1 — (^'2 

Wir baben angenommen, die Werthe von ft seien sowohl reell als ungleich. 
Ist der Werth von n so klein, dass die Werthe von ft imaginar werden, so ent- 
halten die Werthe von | und r] reelle ExponentialgrOssen. Alsdann bleiben diese 
Werthe im Allgemeinen nicht klein. Es zeigt dies an, dass der Kreisel nicht 
so schnell um seine Axe rotirt, dass die Axe vertical bleiben konnte. Er ver- 
lasst seine Anfangslage. 

Ist == A?, so sind die beiden Werthe von ft reell und gleich. Als- 

dann wird, wie man leicht sieht, den Gleichungen durch 


5 = Pi COs(ft^ + Q + Pg^ C08(ftt + fg), 

rj = Pj sin(fii + Q + P^t sin(ftif + Q 

geniigt, so dass also die Bewegung im Allgemeinen unstabil ist. Die Axe d-' 
Kreisels kann nur dann nahezu vertical bleiben, wenn die Anfangsbedingux 
derart sind, dass Pg = 0 ist. 


Beisp. Ein einaxiger Korper rotirt um seine Axe mit der Winkelgeschwindig- 
keit n. Zwei unausdehnbare Faden sind an zwei Punkten der Axe in gleichen 
Abstanden h von dem Schwerpunkt G des Korpers befestigt. Die andern Enden 
der Faden werden an zwei im Baum festliegende Punkte geheftet. Die Lange 
eines jeden Fadens ist a und seine Spannung T, Die Masse des Korpers ist die 

Einheit. Man beweise, dass die Periode — der Linearschwingungen von G durch 

P 

ap^ = 2P, die Perioden — der Winkelschwingungen der Axe dagegen durch 
Aq ^ — Gnq == 2T(a gegeben sind. 


16 * 
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Bewegung einer Kugel. 


§ 269. ProTblem 2. Die Bewegung einer Kngel cmf einer voUlcomnien miihen 
Ebene m finden. 

Die Ebcne moge die ii^^-Ebene sein und 
F' die Componentcn der Reibung am Be- 
ruhmngspunlct parallel die«en Axen. Y seien 
die Componentcn der gegebenen Krafte, die am 
Mittelpunkt angreifen sollen. a sei der Radius 
, der Kugel, h der Triigheitsradiua fur einen Durcb- 
messer und iliro Masse sci die Einheit. 

Die Winkelbewegungsgrossen mn die der 
X- und y-Axe parallelen Durcbmesser sind Jc^co^ 
liegen im Raum tVjst; naeh § 77 oder § 161 


T 


D 

i - ■ y- 'll" 

w 



1 




und Jc“co,j 
ist daber 


Diese Richtungeii 


, „ d(o, 


e'lp. 

at 


= — Fa. 


Sind u und n die Gescbwindigkeiten des Scbvverpiinktes parallel 
so ist ferner 


dii 

(It 


= X + F, 


dv 

(It 


Y + F^ 


den Axen, 


und da der Beriilirungspunkt der Kugel und der Ebene nicbt gleitet, 


u — floog — 0, V — ao)j = 0. 

Durch Elimination von F\ co^ und ergibt sich 


dn a^ ^ dv a'^ ^ 

Tt Tit “ ■ 


Es sind dies die Bewegungsgleicbungen einer Kugel, die sicb wie ein mate- 
rieller Punkt obne Rotation auf einer glatten Ebene unter der Wirkung derselben, 

aber im Verbllltniss von cr zu 4* reducirten Krafte bewegt. Da Jc^ = 
ist, so liiisst sich dies so aussprecben: 

Wenn erne homo gene Ktigel winter der WirJcung gam beliebiger Krafte, deren 
Itesultante dnrcli das Centrum der Kugel geht, auf einer volllcommen rauhen festen 
Fhene rollt, so ist die Beivegung des Centrums dieselhe als oh die Ebene glatt ware 
und sdmmtlielie Krafte auf funf Siebentel Hires fruheren Werths reducirt wurden^). 

Beisp. 1. Die Ebene ist nicbt vollkommen rauh, der Reibungscoefficient jedocb 
2R 

grosser als yjf ? rmier R die resultirende gegebene Kraft parallel zur Ebene und 

unter Z die Normalkraft verstanden. Man beweise, dass die Reibung immer gross 
genug ist, um die Kugel vor dem Gleiten zu bewabren. 


Beisp. 2. Eine Kugel wird auf eine scbiefe Ebene gesetzt, die raub genug 
ist, um Gleiten zu verbiiten und ibr eine Gescbwindigkeit in irgend einer Riobtung 
mitgetbeilt. Man zeige, dass ibr Mittelpunkt eine Parabel bescbreibt. Wenn 
V die borizontale Anfangsgescbwindigkeit des Mitteljpunktes und a die Neigung 

14 

der Ebene gegen den Horizont bedeutet, so ist der Parameter ; 

^ ^ g Bin a 

1) Dieser Satz wurde von dem Verfasser als Problem in den Mathematical 
Tripos, 1860 gegeben; siebe die Losungen von diesem Jabr. Einen andern Beweis 
findet man im 2. Band, aus welcbem sicb aucb der entsprecbende Satz fur den Pall 
ergibt, in welchem die Kugel auf einer andern Kugel rollt. 


Bewegimg einer Kugel (§ 269 — 270). 
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Beisp. 3. Eine homogene Kngel rollt auf einer vollkommen rauhen Ehene 
unter der Wirknng einer Kraft, die dem Quadrat des Ahstandes von einem Punkt 
in der Ehene, in der sich das Centrum hewegt, umgekehrt proportional ist. Man 
beweise, dass ihr Centrum einen Kegelschnitt beschreibt und dass, wenn die Kugel 
in dem Augenblick, in welchem der Abstand ihres Centrums Ton dem Sitz der Kraft 
ein Viertel der Hauptaxe der Bahn wird, an einen glatten Theil der Ebene kommt, 
die Hauptaxe der Bahn plotzlich in dem Verhaltniss 7 ; 13 reducirt wird. 

[Trin. Coll.] 

Beisp. 4. Eine homogene Kugel hewegt sich ohne Eotation unter der Wirkung 
einer Centralkraft derart auf einer glatten horizontalen Ebene, dass das Centrum 
der Kugel eine Ellipse beschreibt, in deren Brennpunkt sich der Sitz der 
Kraft befindet. Die Kugel gelangt an einen Theil der Ebene, der voUstandig 
rauh ist, zu einer Zeit, zu welcher der Abstand ihi-es Centrums von dem Sitz 

der Kraft -^tel der grossen Axe ihrer Bahn ist; man zeige, dass die grosse 

Axe in dem Verhaltniss 7 \ h ’in kleiner wird. Kommt die Kugel wieder an 
den glatten Theil der Ebene, wenn der Abstand ihres Centrums von dem Brenn- 
punkt derselbe Theil der grossen Axe ist, wie zuvor, so wird die Lange der 
grossen Axe wieder in demselben Verhaltniss vermindert. 

Beisp. 6. Zwei Kugeln von gleichem Volumen, aber verschiedenen Massen, 
ziehen sich nach dem Newton’ schen G-esetz an und rollen auf einer rauhen Ebene. 
Man zeige, dass beide in Bczug auf ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt Ellipsen 
beschreiben, die diesen Punkt zu einem Brennpunkt haben. 

§ 270. In der Regel werden die Hauptaxen zu Bezugsaxen gewahlt, weil die 
Momente der Effectivkrafte filr sie ausserst einfach sind. Die etwas langen Glei- 
chungen in § 252 reduciren sich auf die einfache Euler’sche Gestalt, wenn man 
sie auf die Hauptaxen bezieht. Manchmal jedooh ist es von Vorbheil, andre 
Axen zu wahlen, falls dicse den geometrischen Bedingungen des Problems besser 
entsprechen. Die Discussion solcher Axen behalten wir uns fiir den zweiten Theil 
vor. Wenn aber die Bewegung stetig ist, die Winkelgeschwindigkeiten also con- 
stant sind, so nehmen die Gleichungen in § 262 auch ohne Reduction manchmal 
eine so einfache Form an, dass sie ohne Schwierigkeit aufzulOsen sind. 

Beisp. JEin schwerer Korper ist mittelst ziveier Gelenhe an eine horizontale 
Axe lefestigt, urn toelche er sich frei dreJien Tcann. Die Axe Idsst man mit gleich- 
formiger Winkelgeschtoindiglieit cj um eine verticale, sie im Punlct 0 schneidende 
Gerade rotiren. Man soil finden, unter toelchen Bedingungen der Korper einen eon- 
stanten WinJcel mit der Verticalen macht 

Die horizontale im Korper befestigte Axe nehme man zur z-Axe. Die Ver- 
ticale liegt dann in der Ebene und m5ge mit der x- bez. y-Axe die Winkel 

6 und i TP — 6 machen. Das ganze System dreht sich um die Verticale mit 
der Winkelgeschwindigkeit co. Dm’ch Zerlegung erhalt man daher = ro cos 0, 
fi)^^ = G)sin0, co^ = 0. Da diese Winkelgeschwindigkeiten constant sind, so wird 
die allgemeine Momentengleichung des § 252 

— i;mxy(o}J-{- + 2m(x^+ y^) co^ojy = W. 

Um N zu finden, zerlegen wir das Gewicht Mg parallel zu den Axen; es 
ist dann X = ~ iff <7 cos 0 , r = sin0, 0, und wenn (x, y, z) die 

Coordinaten des Schwerpunktes sind, N = xY — yX. Die gesuchte Beziehung 
zwischen (o und d ist daher 

co^ [cos iOXmxy — Ysin20Xw(a;^ — y^)] = Mg{xsm9 — ycosd). 
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Die Integi’ale Smxy und Sm{x^ — y^) kann man dnrcii die Trilgheits- und 
Dcviationsmomente des Korpers auf die gewoimliche Art ansdriieken. 

Probleme iiber gleichformige Bcwegung lassen sicli oft leiclit durcli directc 
Anwendung des D’Alembert’schen Princips Idsen. So bescbreibt in dem ebeii be- 
sprocbenen Problem jedes Element des Korpers mit gleicMormiger Winkelge- 
schwindigkcit einen liorizontalcn Kreis, desson Mittelpiinkt in der vcrticalen Axe 
liegt. 1st r dcr Radius des Kreises, so bat die Efiectivkraft m(o^r^ die an dem 
Element angreift, die Ricbtiing des Radius. Der Kdrper lasst sicb dalier so aii- 
sehen, als ob er im Gleicbgewicht •ware unter der Wirkung seines Gewiclites 
und eines Systems von Kiilften, die direct von der verticalcn Axe aus wirkcn und 
dem Abstand von dieser Axe proportional sind. Die oben gcfundene Gleicliung 
erbillt man, Avenn man die Momente um Oz nimmt. 

Beisp. 1. Wird dem Kdrper oin Stoss in der Richtung dor ^'-Axe gegeben 
und llisst man ilm um die Yerticale mit dersclben Winkelgeschwindigkeit, wio 
zuvor, rotiren, so bat dies, -wie man zeigen mdgo, keinen Einfluss auf die Neigung 
des Korpers gegen die Yerticale. 

Beisp. 2. Der Kdrper sei einc sebwere Sebeibe, die sicb um eine horizontalo 
in ibrer Ebene liegende Axe Oz dreben kann; man zeige, dass die Ebene der 
Sebeibe vertical stelit, solange niobt grosser als gh wird, unter h den 

Abstand des Scbwerpiinktes der Sebeibe von Oz und unter Jc den Tragbeitsradius 
fiir Oz verstanden. 

Beisp. 3. Wenn der Kdrper eine krcisfdrmige Sebeibe ist, die sicb um (3ine 
liorizontale auf ibrer Ebene seiikrecbtc und ibren Umfang sebneidende Axe dreben 
kann, so lasst sicb zeigen, dass die Winkelgeschwindigkeit co, wenn 0 den Winkel 
bedeutet, den die Tangente an die Sebeibe bei dem Gelenk mit der Yerticalen 
maebt, durcb co-« sin0 = g gegeben ist. 

Beisp. 4. Zwei gleicbe Billie A und B werden an die Enden zweier gleicher 
diinner Stilbc Aa, Bb befestigt. Die Enden a und h sind durcli Gelenke mit 
cinem festen Piinkt 0 verbunden und das Ganze wird um eine verticale durcb 0 
gebende Axe, wie bei clem Regulator einer Dampfmas chine, in Rotation gesetzt. 
Wenn die Masse der Btdhe vernaclildssigt tvird^ zu zeigen^ dass die JRotationszeit der 
Sclnvingimgsdauer eines JPendels gleichlcommt^ dessen Lange der verticale Abstand 
jeder Kitgel von den Gelenlcen bei 0 ist. 

Beisp. 5. Wenn in clem vorigen Beispiel m die Masse eines jeden dunnen 
Stabes, M die einer Kugel, I die Lange eines Stabes, r der Radius einer Kugel, 
h die Tiefe eines jeden Mittelpunktes unter dem Gelenk bedeutet, so ist die Liinge 
des Pendels 

h Mil + ry+\ml^ 

^ + ’■ M(l + r) + y 

Endliche Kotationen. 

§ 271. Sind die Botationen, welcbe zusammenzusetzen sind, ibrer Grosse 
nach endlicb, so ist das Verfabren zur Ermittlung ibrer Resultanten etwas com- 
plicirt. Wie sebon in §229 erwabnt -wurde, sind solcbe Rotatiouen in der Dynamik 
der Systeme starrer Korper niebt von grosser Bedeutung. Wir wollen daber nur 
einige Stltze kurz erwabnen, welcbe dieselben fur den Fall unendlicb kleiner Be- 
wegung sebon besproebenen Satze in besseres Licbt zu setzen im Stande sind. 
Wir beginnen mit dem Satz, der dem Parallelogramm der Winkelgescbwindig- 
keiten entspriebt. 



Endliche Rotationen (§ 270 — 273). 
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Der Satz von Kouriguez. Ein Kvrper erleidet nacJieinancler zivei Rotationen, 
1) eine Rotation um cine Axe OA von cler Amplitude 6, 2) eine darauf folgende Rota- 
tion urn cine Axe OB von der Amplitude 0'; die heiden Axen liegen im Raum fest. 


Man soil die Rotationen zusanmensetzen. 

Die auf OA^ OB aiifgetragenen Lllngen 
sollen diese Rotationen auf die in § 231 er« 
Idarfcc Art darstellcn. 

Die Richtungcn der Axen OA, OB 
mogen eine Kugel, deren Centrum in 0 
liegt, in A und B treften. Auf dieser Kugel 
trage man an BA in der der Rotation um 
OA entgegengesetzten Riclitung den Winkel 

BAC gleich i Q an und ebenso den Winkel 

ABC gleich <^^och in derselbcn Rich- 





C 


tnng, in der die Rotation um OB erfolgt und die Bogen mogen sich in G schneiden. 
Schiiesslich trage man noch die Winkel BAG' und ABC' gleich BAG bez, 
ABO auf der andern Seite von AB auf. 

Die Rotation 0 um OA bringt jeden Punkt P in OC in die Gerade OC' 
imd die folgende Rotation 0' um OB bringt den Punkt P wieder zurilck nach 
OC. Die Punkte von OC sind daher nach der doppelten Rotation in ihrer 
frilheren Lage und 0 C ist dcshalb die Axe der einzelncn Rotation , durch welche 
die gegebene Verrtickung des Korpers sich hcrstcllen lilsst. Die Gerade OC heisst 
die resultirende Rotationsaxe. . Wird die Reihenfolge der Rotationen umgekehi’t, 
so dass der Kdrper zuerst uin OB und dann um OA rotirt, so wiirde OG' die 
resultirende Axe sein, Lagen die Axen OA, OB in dem Rdrper fest, so wurde 
die Rotation 0 um OA die Axe OB in eine Lage OB' bringen. Der Korper kann 
dann von seiner ersten in seine letzte Lage durch die Rotationen 0, 6' um die 
im Raum festliegenden Axen OA, OB' gebracht wcrden. Dieselbe Construction 
liefert mithin wieder die Lage der resultirenden Axe und die Rotation um sie, 

Um die Grosse 0" der Rotation um die resultirende Axe OC zu finden, be- 
merken wir, dass cin in OA angenommener Punkt P durch die Rotation 0 um 
OA nicht in Bewegung gesetzt wird und durch die darauf folgende Rotation 6' 
um OB in cine solche Lage P' kommt, dass PR' durch die Ebene OBG recht- 
winklig halbirt wird. Die Rotation 6" um OG muss aber dem Punkt P dieselbe 
Verschiebung geben; daher ist fur den PTormalfall 0" das Doppelte des Aussen- 
winkels zwischcn den Ebenen OGA und OCB. Wird die Folge der Rotationen 
umgekehrt, so ist die Rotation um die resultirende Axe OC' das Doppelte des 
Aussenwinkels bei C', welcher dem bei C gleich ist. Obwohl also die Lage der 
resultirenden Rotationsaxe von der Polge der Rotationen abhangt, so ist doch de 
resultirende Rotationswinkel von ihr unabhangig. 


§ 272. Eine Rotation, deren Amplitude das Doppelte eines Inneu' 
des spharischen Dreiecks ABC betragt, ist der Rotation gleich und e 
gesetzt, deren Amplitude das Doppelte des zu ihm gehorigen Aussenwii. 

Denn da die Summe der beiden Winkel % ist, so unterscheiden sich d... . 
Rotationen nur durch 27r und es leuchtet ein, dass eine Rotation um einen Winkel 
2;r die Lage eines Punktes des Korpers nicht andern kann. Es ist dies nur eine 
andre Art den Satz auszusprechen, dass ein Korper, der sich um eine feste Axe 
dreht, von einer gegebenen Lage in eine andre durch Drehung um die Axe sowohl 
in der einen als der andern Richtung gebracht werden kann. 

§ 273. Dem Satz iiber die Zusammensetzung endlicher Rotationen kann ma 
folgende Fassung geben: 
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Isb ABC ein sphdnsches Dreiech, so ist cine notation wn OA mn C nacJi B 
Jiin von der Amplitnde gleicli dem doppelten inneren Winlcel hei A^ gefolgt von einei 
f . . Rotation um OB von A nach G liin von einer Amplitude gleich dem doppelteri 

' , inneren Winlcel dei JB der Rotation %mi 0 C von B nach A hin , deren Amplitude 

dem doppelten inneren Winlcel hei G gleiclikoimnt , gleich und entgegengesetzt. 

• 1 Man merke, class die Beikenfolge, in welcher die Axen zu nehmen sind, bei 

dem Umgang um das Dreieck den Botationen entgegengesetzt ist. 

' Da die Beweise des § 271 in ikren Grundzugeii von Rodriguez herriihrcn 

; ' so hat man dem Satz seinen Namen gegeben. Die Abhandlung von Rodrigues 

I finclet man im 5. Band von Liouville’s Journal, 1840. 

; i Beisp. Wenn zwei Rotationen d, 0' um zwei Axen OA, OB, die senk- 

, recht aufeinander steben, zu einer einzigen Rotation cp um die Axe 0 G vereinigi 
•werden, so ist 

Q' 0 0 Q' 

tg GOA == tg -- coseo — , tg GOB ^ tg — cosec - und 

; ‘ 03 0 0 ^ 

cos = COS •- cos • 

Jd it u 

. § 274. Der Sjlvestor’sclie Satz. Aus dem Satz von Rodriguez lasst sicl 

; ’ sich der Sylvester’ scbie dadurcb ableiten, class man das Polardreieck AB'C 

f ziebt. Da die Seite B' C' das Supplement des Winkels A ist, so unterscbeidei 

j ^ sicb eine der Riebtung und Grosse nacb durcb 'ZB' G' clargestellte Rotation vot 

i . der durcb 2 A in der entgegengesetzten Riebtung dargestellten durcb eine Rotatioi 

[ f^.. ; von der Amplitude Ztc. Eine Rotation Zn kann aber die Lage des Korpers nicb 

r ^ andem, daber sind die beiden Rotationen ZB' G' und ZA der Grosse nacl 

i j V aquivalent, dagegen der Riebtung nacb entgegengesetzt. Ist dalier A' B' G' ew 

i ' . .i r heliehiges sphdrisches Dreiechy so beivirht eine Rotation zweimal B'C', gefolgt voi 

einer Rotatio^i zioeimal C' A! , dieselhe Verruclcung des Korpers loie eine Rotation 
zioeimal B'A', Unter einer Rotation B' G' verstebt man clabei eine Rotation ur 
eine zur Ebene B'G' senlaecbte Axe, die den Punkt B' nacb G' bringt. 

§ 276. Den folgenden Beweis des vorstebenden Satzes bat Prof. Donkii 
in dem Bhil. Mag. fur 1851 gegeben. AB G sei ein beliebiges Dreieck auf eine 
im Raum festliegenden Kugel, a^y ein Dreieck auf einer gleicben und con 

centriseben Kugel, die sich um ibren Mittelpunk 
bewegen kann. Die Seiten und Winkel von a(3' 
sind denen von ABG gleich, aber anders an 
geordnet, indem das eine Dreieck das umgekehrt 
Oder Bild des andern ist. Wird das Dreiecl 
a§y in die Lage I gebraebt, so dass die de: 
Winkel a entbaltenden Seiten in denselben grosste: 
Kreisen mit den den Winkel A entbaltenden liegei 
so kann es offenbar langs AB in die Lage 1 
und dann langs R C in die Lage III gleiten un 
kann ebenso aucb durcb Gleiten langs AC in dies 
letztere Lage gebraebt werden. apy aber lang 
AB gleiten lassen ist actuivalent damit, sowobl § als a langs eines Bogens, de 
doppelt so gross als AB ist, um eine auf die Ebene AB senkreebte Axe be 
wegen. Dasselbe gilt, wenn das Dreieck langs BG oder AC gleitet. Zweima 
die Rotation AB, gefolgt von zweimal der Rotation BC, bewirkt mitbin dieselb 
Yerriickung wie zweimal die Rotation AG. 

§ 276, Rotationspaare. Sollen die Rotationen um zwei parallele Axen zr 
sammengesetzt werden, so bedarf das Yerfabren von Rodriguez nur einer gc 


i: 



Endliche Rotationen (§ 273 — 278). 
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ringen Aenderung. Statfc Bogen auf einer Kugel zu ziehen, lege man Ebenen 
durcli die Axen, welcbe mit der die beiden Axen enthaltenden Ebene dieselben 
Winkel wie zuvor macben. Ihre Durcbschnittslinie ist die resultirende Axe. Ein 
specieller Fall verdient Beacbtung. Wenn 0 == — & ist, so liegt die resultirende 
Axe im Unendlichen. Eine Rotation nm eine im Unendlicben liegende Axe ist 
aber olfenbar eine Translation. Eine Rotation 6 daher um eine Axe OA^ gefolgt 
7 on einer gleicben nnd entgegengesetzten Rotation nm eine parallele Axe O'B^ im 
Abstand a von OA, ist einer Translation 2 a sin — ^ aquivalent, vrelcbe die 
Ricbtung der Sebne des von einem beliebigen Punkt in OA bescbiiebenen Bogens 
bat und senkrecbt auf der Ebene stebt, die durcb OA geht und mit der die Axen 
entbaltenden Ebene den Winkel y 6 macbt. Dies folgt aucb auf einfacbe Art 
aus § 223. 


§ 277. Ooiijiigirte Rotationen. Jede gegebene Verrucfmng dnes Kdrpers Idsst 
sich durch zwei endliche Botationen darstellen, von denen die eine um eine beliehige 
gegebene Gerade und die andre um eine ziveite Gerade stattfindetj wclclie die erste 
niclit nothwendigenoeise schneiden muss^ Wenn eine Verriickung so dargestellt 
wird, so beissen die Axen eonjugirte Axen und die Rotationen conjugirte Botationen. 

OA sei die gegebene Gerade nnd die gegebene Verruokung sei durcb die 
Rotation 9 um eine Gerade OM und die Translation OT dargestellt. Wir 
wiinscben die Rotation um OB in zwei Rotationen zu zeidegen, eine um OA., 
die andere auf sie folgende um OR, wenn OB eine auf OT senkrecbte Gerade 
ist. Zu diesem Zweck verfabren wir, wie in § 271 und bescbreiben eine Kugel, 
deren Mittelpunkt 0 und Radius die Einbeit ist. OA, OR, OT mogen sie in 

A, R, T scbneiden. Den Winkel ABB macben wir dem Supplementwinkel von 


gleicb, verlangern BB nacb R, so dass TB = — - ist und verbinden A nnd R. 

z 


Nacb dem Sylvester’ scben Satz wird nun die Rotation 9 durcb eine Rotation 
um OA, die wir 0 nennen wollen, und die darauf folgende um OR, die 0' 
beissen mag, dargestellt. 

Nacb § 276 ist die Rotation 0 ' einer gleicben Rotation 6' um eine parallele 
Axe CD zusammen mit einer Translation ac^uivalent, welcbe man so einricbten 
kann, dass sie die Translation OT anfbebt. Dieser Fall tritt ein, wenn der 
Winkel, den OT mit der Ebene von OR, CD macbt, — — S') ist und auf 

der einen oder andem Seite von OT je nacb der Ricbtung der Rotation liegt 
und wenn der Abstand r zwiscben OR und CD derart ist, dass 2f sni~ 0 '=s OT ist. 


Auf diese Art ist die ganze Yer- 
riickung auf die Rotation 6 um OA, 
gefolgt von der Rotation 6' um CD 
reducirt worden. 

§ 278. Zusaimnensetzung von 
Schrantenbewegnngen. Zwei auf ein- 
under folgende Verruclcwngen eines 
Kdrpers Teann man durcli zioei succes- 
sive Schraubenhewegungen darstellen. 

Man soil diese zusammensetzen. 

Der Korper moge zuerst eine 
Rotation 6 um die Axe OA mit der 
Translation a und dann die Rotation d' 

um CD mit der Translation a' baben. 00 sei der kiirzeste Abstand zwiscben OA 
und CD und moge der leicbteren Darstellung wegen die y-Axe sein. 0 sei der 
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Coordinatenanfang nnd die a;- Axe parallel zu C'D, so dass also OA in der £C^- 
Ebene liegt. Es sei OC ~ r and der Winkel A Ox — or. Man ziehe die Ebenc 
xOT so, dass sie init dor x*^-Ebene den Winkel — O' naacht; sie schneide di( 
yz-'EhQiiQ in 0 T, Ferner zielie man cine zweite Ebene A Oi?, die nait der cr^-Ebent 
don Winkel y 0 maclat nnd die Ebene xOT in OR sclineidet. 

Man verlangere A 0 bis zn einem in der Figiir niclit angegebcnen Pimkfc P, sc 
dass 2-^0 = a ist, imd F sei der Eeductionspnnkt, aiaf welch cn die ganze Yer- 
ruckling des Kdrpers bezogen avird. Die Eotation 0' ist einer Rotation O' um Oa 
znsammeii mit einer Translation 2r sin y 0' langs OT nach § 223 aquivalent 
Nach § 271 ist die Eotation 0 nm OA, gefolgt von 0' urn Ox gleichwerthig mil 
der Rotation nm OR, wenn 52 der doppelte Winkel ARI' ist, so dass 

sin “ — cos “ ^ cos ~ 0' -f~ sin i 0 sin ^ 0' cos cc 

ist. Die ganze Yerriickung wird nnn dargcstcllt durch (1) eine Translation dcf 
Rcdnctionspnnktes F nach 0, (2) die Rotation 52 nnd (3) eine weitere Translation 

welche die Rcsultante der Translationen 2rsiny0' langs OP nnd a langs Os. 

ist. Mach § 219 kdnnen diese Yerrilckiingen in beliebiger Reihenfolge vor- 
gcnonamen werden, da sic sich siimmtlich auf densclben Reductionspunlct he- 
zielien. Man kann sie daher in cine einzige Scliraabenbewegung auf die in § 22c 
angegebenc Art ziisammensetzen. )Sic heisst die resuUirencle Schratihenheivegung 
Eine Schraubenbewegiing, die dieser resnltircndcn glcich imd entgegengesetzt ist 
bringt den Kdrper wieder in seine nrsprilngliche Lage zuriick. 

Die Rotations amplitude der rcsultirenden Schranbcnbewegung ist 52 nnd ihrc 
Axe ist nach § 220 parallel zu OR. Aus § 271 ergibt sich, dass der Sinus dei 

lialben Rotationsamplitude einer jeden Sclirmibenhcivegung dem Sinus des Winlceh 

miscJtcn den Axen der heiden cindern Scliraubenbewegimgen proportional ist 

Um die Translation langs der Axe der resultirenclcn Schraubenhewegung zn 
linden, muss man nach § 222 die Projectionen der drei Translationen OP, a, d 
auf OR addircn. Die Projection von 0 P ist 2 r sin — 0' cos PP «= 2 r cos Ty • cos TR 
also der doppelten Projection des kiirzesben Abstandes r auf die Rotationsaxc 
gleich. Bezeiclinet P die gesuchte Translation, so hat man 

T = 2r cos Ry + a cos RA + a cos Rx. 

§ 279. Sind die zusammenzusetzenden Schraiibenbewegungen einfache Rofca- 

tionen, so ist a — 0, a — 0 und es lasst sich leicht zeigen, dass 

• 1 11 * 

P sin Y 52 = 2 r sin y ^ sin y ^ 

ist. In § 277 ist bewiesen worden, dass man jede VeiTuckung durch zwei con- 
jngirte Rotationen auf unendlich verschiedene Art darstellen kann ; aus demVoriger 

ergibt sich nun, dass in alien diesen Fallen r sin y 0 sin y0' sin a; sich gleict 

bleibt. Sind die Rotationen unbegrenzt klein und codt bez. (a dt gleich, so wird 

daraus y T(ood {dty sin a, d. h. das Product aus einer Winkelgeschwindigkeit und 
dem Moment ihrer conjngirten Winkelgeschwindigkeit um ihre Axe ist fur alle 
dieselbe Bewegung daxstellenden conjngirten Winkelgeschwindigkeiten dasselhc, 
Beisp. 1. Sind die zusammenzusetzenden Sohraubenbewegungen einfache 
endliche Rotationen, so lasst sich zeigen, dass die Gleichungen fur die Axe' dei 
resultirenden Schraubenhewegung 

— X tg cp' y sin Y 0' -y z cos y 0' ~ r sin y 0', 

2 / cos y 0' — z sin y- sin y 0' cos cp cotg y 52 


Endliclie Rotationen (§ 278 — 280). 
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sind, worin cp' den Winkel xOM nnd SI die resultirende Rotation liedeutet. Die 
erste Gleicliung drilckt aus, dass die Centralaxe in der Ebene liegt, welcbe die 
von 0 aus anf OE in der Ebene xOB senkrecht gezogene, die Translation in 
dieser Richtnng darstellende Gerade rechtwinklig balbirt; die zweite, dass die 
Centralaxe in einer zn TOE x^arallelen Ebene liegt, weicbe den in § 225 be- 
stimmten Abstand von TOE bat. 


§ 280. Dio Ooscliwiiidigkeit dor Funkto. Die Formeln sind etwas compli- 
cirter als die entsprechcnden in § 238 fvir nnendlich kleine Bewegungen, 

Die Verruck'img eines Korpers ist durcli eine Eolation von der endlichen 
Amplitude 0 um cine Axe 01 gegeben^ die durch den Goordinatenanfang geM nnd 
deren EicMungscosinusse (ly m, n) sind. Man soil die 
dadurcJi ledingten Aenderungen der Coordinaten (a?, yj 
eines Eunlctes P findcn. 

Statt den Korper zu verriicken, wollen wir die 
Coordinatenaxen um den gleicben Winkel 0 und uin 
dieselbe Axe 07, jedocb in entgegengesetzter Richtung 
rotiren lassen. Das Problem wird dann die Umkehrung 
des in § 217 besp)rochenen. 

Die Axen Oo;, 0?/, Oz mogen nach dieser Ro- 
tation die Lagen Ox\ Oy\ Oz' einnehmen; die neuen 
Coordinaten von P seien 

x==x-]-&x^ y=y~\-dy^ / = ^ 

imd a, p, y die Richtungs winkel von 01 auf beide Axensysteme bezogen. Die 
Axen mogen eine Kugel vom Radius gleicb der Einheit in J., P, 0; A\ 0' treffen. 
Durch Projection erhalt man 

X = X cos AA' -f- y cos BA z cos GA, 
aus dem spbariscben Dreieck lAA^ 



sin 4* A A = sin a sin 4- 0 


und aus den beiden sxDharischen Dreiecken BIA^ BIA 
0 = cos a cos p -|- sin K sin p cos 
cos BA = cos a cos p -|- sin a sin p cos {Z 6), 

worin Z den Winkel AIB bezeichnet. Beachtet man, dass I = cos o', m — cos p, 
^^ — cosy ist, so ergibt die erste Gleichung tgZ— — — und die zweite 

cos Im — ??;^(cos 6 — tg Z sin d) = sin 6 ^ — n -f- tg ^ 6^ Auf ahnliche 

Weise erhalt man durch Aenderung des Yorzeichens von d, 

cos GA ~ sin d (ni -|- In tg ~ 0^ , 


also 


cosec $dx ^ — xtgYO-{-mz--ny-\~ ? tg y 0 (^a; -f wi/ + 


( 1 ) 


und ahnliche Ausdriicke fiir dy^ dz. 

Wenn der Goordinatenanfang eine Translation hat, deren Componenten 
parallel den Axen Ox, Oy^ Oz durch h, c dargestellt werden, so miissen diese 
zu den obigen Werthen von dx^ §y, dz addirt werden. 

Nimmt man an, die Verrnclmng sei dn^rch eine Translation (a, &, c) und eine 
Eolation 6 um die Axe Q, m, n) gegehen, so ergehen sich die Gleichungen der 
Centralaxe ohne SckwierigJceit. Die gesuchte Axe ist parallel zu 07 (§ 225) und 
die Translation Fangs derselben der Projection der Translation des Coordinaten- 


ox oy dz T , 

= — = — = ta + U 

I m n ^ 

genilgen. Sind h die Coordinaten des Fnsspunktes des vom Coordinatenanfaii 
auf die Centralaxe gefallten Lothes, so ist 

2/* = a — l{al cn) — Q)n — cm) cotg y Q 

mit alinlichen Ausdriicken fiir g, h. Die Gleickung der Centralaxe nimmt clann di 
einfache Gestalt an 

^ — f ^ y — Q ^ ^ 

I m n 

Um den Ausdruck fiir f zu erhalten, setze man g^ h statt x, z in de 
Werthen Yon (Jx, d?/, dz. Bezeiohnet man die rechte Seite der Gl. (A) der Kiirz 
wegen mit K nnd beaclitet, dass fl g^n -j- hn 0 ist, so erhalt man 

IK — a = /‘tg~d + mh — ng^ sin 0 

und zwei iilinliclie Gleickungen. Multij)licirt man diese drei Gleicliungen m: 
— tg y 0, w bez. — w und addirt, so wird 

(a — Z JK) tg y 0 — (bn — cm) = f(i + tg® y 0) sin 0 , 

•woraus sich der gesuclite Wertli von f sofort ergibt. 

Wenn t], S die Goordinaten des MiUel'pi(mldes der ganzen Verschiebung eim 

PiinMes P bezeichnen, so ist | == ic y da;, etc. Die Ausdriicke fur die Compc 
nenten der Verschiebung nehmen dann die Gestalt an 

Sa3 = a + — (5 

Dies stimmt mit den von Rodriguez gefundenen Resultaten iiberein. Um di 
Gleicliungen (2) zu erhalten, beachte man, dass ein Korper, der um 01 dnrc 
einen Winkel 0 gedreht wurde, wenn man ihn riickwarts um denselben Winkt 
rotiren lasst, seine friihere Lage wieder einnimmt. Setzt man daher et( 

anstatt x, z auf der rechten Seite der Gl. (1) und andert das Yorzeichen von ^ 
so erhalt man dieselbe linke Seite mit — dx und — 0 an Stelle von ^x und ^ 
Es wird also 

cosec 0dir== -)- (a; + da;)tg y 0-|-m(^-|-^^) — '?^(2/+^2/) — ^ — } 

Bedenkt man, dass Zda;-l-wd^-j~%d 0 = O ist, weil nur Rotation stattfinde- 
§ 222, so findet man durch Addition 

a'a; = — ■»92i)tg|-0, 

worin li = iJ? ^ Goordinaten des Mittelpunktes der durch die Rota 

tion allein bewirkten Verriickung sind. Hat der Coordinatenanfang ebenfalls ein 
Translation, die durch a, b, c dargestellt wird, so scJiliessen ivir diese in die Werth 
von dx, d?/, ein. Weil §, 77 , f die Goordinaten des Mitteljpunktes der ganze 

Verriickung sind, so setze man == | — -i a, etc. Man erhalt dann unmittelba 
die Gleiehungen (2). 

Da die ganze Verschiebung eines Punktes der Centralaxe langs dieser Ax 
stattfindet, so sind |, ?], f auch die Goordinaten eines Punktes der Centralaxe 
Die Gleiehungen der Centralaxe kann man daher auch bilden, indem man di 
Werthe von do?, dy, dz in (A) substituirt. 
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Endliche Rotationen (§ 280 — 281). 

§ 281. Durcli Benutzung der JFormeln fur Sz Tzann man die Gompo- 

nenten der ganzen Verschiehung eines Punlctes P in Folge zioeier Schrauhen- 
beivegmigen finden, die der Beihe nacli um zwei durcli heliehige Punlzte (f, g^ li)^ 
{f\g\li) gehende Axen (l\m\n') stattfinden. Bezeiclinefc man die Rotationen 

unci Translationen mit (0, -y), (0'^ v), so sind die Versdiiebungen von (xyz) in 
Folge der ersten 

+ sin 0[— t(x ~-f) + ni{z — h) — n{y — g) + 

worin 

‘ P = — f) -[- iniy — g) n{z — li) und i = tg ^ 0 

ist, mit ahnliclien Ausdrucken fiir d^/, dz. 

Die Versdiiebungen d'x^ 8'y^ d'z in Folge der zweiten Sdiraubenbewegung 
ergeben sicb, wenn man x+3x-~f\ etc. fiir .x*, t/, l\m\n far Z,m,n und Q\v fur 0,v 
setzt. Addirt man beide, so erhiilt man die ganze Verscbiebung Ax^8x\- 8'x^ etc. 
in Folge beider Scbraubenbewegungen. Das V erfabren bietet weiter keine Schwierig- 
keiten clar, nur ist das Resultat im Allgemeinen etwas lang. Wir konimen so zu 
drei linear en Ausdriicken fiir die Componenten Ay^ Az der ganzen Ver- 
scbiebung in Folge beider Scbraubenbewegungen. Sie baben die Form 

Ax == a Ax -[- By -f- Cz 

und abnlicb fiir Ay, Az. 

Um die Centralaxe der beiden Scliraubenbeivegungen zu finden, beacbte man, 
dass der Ort von Punkten, deren Verscbiebungen gleich und parallel sind, eine 
der resultircnden Schraubenaxe parallele Gerade ist, § 220. Setzt man daber 
Ax — a, Ay = 0, Az ~ z, so erbiilt man drei Gleicbungen ersten Grades, von 
welcben immer zwei die Verbaltnisse von x, y, z bestimmen und daber die 
Ricbtungscosinusse der Centralaxe angeben. Sie seien 1, ft, v. Die Gleicbung 
der Centralaxe ist dann 

Ax Ay Az 

I ft 


V 


— la gh A- 


Kapitel VL 

Die Bewegungsgrosse. 


§ 282. Das Kapitel hat die Ueberschrift ,,Bewegungsgrosse^^ ei 
lialteB; obgleich iiur ein Theil seines Inhalts durcli sie ausgedriick 
wird. Am besten lasst sich der luhalt des Kapitels in dem folgende; 
Problem aussprechen. Die Umstiinde der Bewegung eines System 
znr Zeit sind gegeben^ znr Zeit bewegt sich das System nnte 
anderen Umstanden; man soil die Beziehungen bestimmen, welch 
zwischen den beiden BeAvegimgen existiren. Die Art, auf welch 
diese Aenderungen durch die Krafte bewirkt werden, ist nicht Gegen 
stand der Uiitersnchung. Wir wollen niir bestimmen, welche Aende 
rnngen in der Zeit Torgegangen sind. Ist die Zeit seh 

Idein und sind die Krafte sehr gross, so wird es zum allgemeinei 
Problem der Momentankrafte. Aixcli dieses soil in dem Kapitel be 
handelt werden. 

Das System moge auf beliebige feste Axen Ox, Oy, Oz bezoge] 
werden. Die seehs allgemeinen Bewegungsgleichungen lassen sich dan: 
nach § 71 in der Form schreiben 

Sm ^ = HmZ, 

ix — ?/—) = 2m(x T— yX) 

Integrirt man sie Ton bis t = so ergibt sich 

^0 

Y-yT)dt 

Eine beschleunigende Kraft F greife an einem in Bewegung be 
findlichen materiellen Punkt m wahrend der Zeit an und dies 

Zeit werde in Intervalle getheilt, von denen jedes gleich dt ist, L 
der Mitte eines jeden solchen Intervalls ziehe man von der Lage aus 
die m in diesem Augenblick hat, eine Linie, welche den Werth, dei 
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Kapitel IV. Ebenc Beiyegung. 


Resiiltat. Man zeige, class 

iincl 

-^2w4-2 ^ 

ist, wenn die Stossaction am Eckpunkt bezcichnct, iind findo daraus 

Beisp. 5. Zwei gleicbfbnnigo Stilbe AB^ BC von glcicher Lllnge und Masse, 
die bei B durcli ein glattes Gelenk verbundcn sind, liegen auf eincr glatten, 
horizontal en Ebene; das Endc A wird so getroffcn, class cs sich mit gegebencr 
Goschwindigkeit in einer Richtnng zu bewegen bcginnt, welcbe die Winkel 0, <p 
mit den Stabcn macht ; man zeige, dass, wenn sin (2 qp — 0) == 3 sin 0 ist, AB seine 
Bewegung obne Rotation beginnt. [Coll. Exam. 1880.] 

Man nehm© die Momente fiir den Stab BG nm B und fhr beide Stabe uin 
A^ so wie in § 169 gczeigt wnrdo. 

Beisp. 6. Drei gleicbe und llbnliclic Stabe, welche sich um ihr gemeinscliaft- 
liches hJnde drehen konnen, werden rechtwinklig zueinandcr so gclialten, dass 
sich die drei anderen Endpunkte in einer horizontalen Ebenc befinden und das 
gemeinachaftliche Endo entweder ober- odor imterhalb liegt. Man lilsst sie nun 
auf eine glattc unclastische horizontale Ebene fallen; man zeige, dass die Ge- 
scliwindigkeit ihres Schwerpunkts sich um die Hillfte vermindert. 


§ 178. Bie boiden Fimkto dcs Maxiiiiulstosses. Erne freie imelastisclie La- 
melle von heliebiger Gestalt drelit sich in Hirer eigenen Ebenc um das Momentan- 
centrum S %md stdsst an dem Bunht B, 'welclier in dev den ScMoerpunJct G mit S 
verhindenden Geraden liegt, gegen ein Hinderniss. Man bestimme die Lage des 
FmiJctes P, loenn die Grosse dcs Stosses ein Maximum sein soil. [Poinsot, Sur 
la percussion des corps, Lioiiville’s Journal, 1857]. 

Erstens. Das Hinderniss P sei ein festlicgendcr Punlct. Es sei GP^x und 
E die Stosskraft. Setzt man SG = h und sind co, od die Winkelgeschwindigkeiten 
um G vor und nach dem Zusammentreffen, so ist hco die Translationsgeschwindig- 
keit von G grade vor dem Stoss, v' sei femer die Translationsgeschwindigkeit 
von G grade nach dem Zusammentrehen. Man erhillt die Gleichungen 


co' CO = 


— Ex 
~M1 g^ ’ 


v' — hco = — 


M 

M 


und, wenn man annimmt, der Stosspunkt werde zum Stillstand gebracht, 


(1) 


v' xco' = 0 . ( 2 ) . 

Mit Hiilfe dieser Gleichungen clriickt man E durch x aus und macht E zu 
einem Maximum. Man finclet so zwei Werthe fiir x, einen positiven und einen 
negativen. Beide entsprechen Punkten stilrksten Stosses, aber in entgegengesetzter 
Richtung. Es gibt einen Punkt P, mit dem der Korper vor und einen Punkt P\ 
mit dem or hinter der Richtung seiner Translation im Raum starker als mit 
jedem andem Punkt widerschlligt. 

Die beiden Punkte P, P' haben gleichen Abstand von S und wenn 0 das 
Schwingungseentrum in Bezug auf S als Aufhangungscentrum ist, so wird 
SP^=^SG‘SO. Macht man P zum Aufhangungspunkt, so ist P' das ent- 
sprechende Schwingungseentrum und PP' wird in G und 0 harmonisch getheilt. 
Femer ist die Grosse der Stosse dem Abstand von G umgekehrt proportional. 

Zioeitens. Das Hinderniss sei ein freier materieller PunM von der Masse m. 
Wir erbalten ausser den Gleichungen (1) noch die Bewegungsgleichung des 

Punktes w. Ist V' seine Geschwincligkeit nach dem Zusammenstoss, so ist ^ • 

Der Beriihrungspunkt der beiden Korper hat nach dem Zusammenstoss die 
nllmliehe Geschwindigkeit; statt der Gleichung (2) erh’alt man daher V’ ^v -\-xco , 
Man findet x wie zuvor, indom man E zu einem Maximum macht. x hat zwei Werthe. 



J.fJL\JJiL±^ULUCUIJLJ^L CCiUt:/ ± • • —X % VJ, 


±DD 


Es existiren nocli andere ausgezeiclanetG Punkte in einem in Bewegnng be- 
findlichen Kdrper, deren Lage sich auffinden lasst. So kann mart darnack fragen, 
mit welchen Punkten der KOrper gegen ein festes Hinderniss stossen muss, erstens 
damit die Translationsgeschwindigkeit seines Schwerpunkts und zweitens, damit 
die Winkelgeschwindigkeit ein Maximum wird. Diese Punkte hat Poinsot die 
Centren der Maximalrefl exion bez. Conversion genannt. Sie sind jedoch nicht 
wichtig genug, um bier eine eingehende Besprechung zu rechtfertigen. 

Beisp. Eine freie Lamelle von beliebiger Gestalt dreht sich in ihrer eignen 
Ebenc um das Momentancentrum S und stosst auf ein festes Hinderniss P, welches 
in der Geraden liegt, die den Schwerpunkt G mit S verbindet. Man suche die 
Lage von P, erstens, wenn der Schwerpunkt zum Stillstand kommen soli und 
zioeitms , wenn zwar seine Geschwindigkeit nach dem Stoss dieselbe wie vorher, 
ihre Richtung aber die umgekehrfce sein soli. 

Resultat, In dem ersten Fall fallt P entweder mit G oder dem Schwingungs- 
centrum zusammen. Im zweiten findet man die Punkte, wenn SG — li, x=GJ? 
gesetzt wird, aus der Gleichung 

= Ic^ (x — h) . [Poinsot.] 


§ 179. Elastische glatte Kilrper. Zwei Kor^er stossen zusammen; 
man crUdre die Beschaffenheit der misclien iJinen stattfi/ndenden Action, 
Wenn zwei Kugeln von liartem Material aufeinandertrefPenj so 
scheinen sie sich fast augenblicklich zu trennen und durch die gegen- 
seitige Einwirkung wird eine endliche Aenderung der Geschwindigkeit 
in jedem erzeugt. Diese plotzliche Geschwindigkeitsanderung ist das 
Merkmal einer Stosskraft. Die Schwerpunkte der Kugeln mogen sich 
vor dem Zusammenstoss in derselben Geraden mit den Geschwindig- 
keiten u und v bewegen. Nach dem Stoss fahren sie fort sich auf 
dieser Geraden zu bewegen und dabei seien v ihre Geschwindig- 
keiten. Sind m' die Massen der Kugeln und ist B die Action 
zwischen ihnen, so erlialt man nach § 168 


n 

in’ 


D — D = 


n 


( 1 )- 


Diese Gleichungen reichen zur Bestimmung der drei Grossen 
u\ Vj B nicht aus. Um eine dritte zu erhalten^ hat man in Betracht 
zu ziehen, was wahrend des Stosses vor sich geht. 

Jede der Kugeln wird durch die andere etwas zusammengedrlickt, 
so dass sie also keine vollkommenen Kugeln mehr sind. Jede sucht 
auch im Allgemeinen ihre friihere Gestalt wieder anzunehmen, es 
findet daher ein Zuriickprallen statt. Die Periode des Stosses lasst 
sich mi thin in zwei Theile zerlegen: 1) die Periode der Compression, 
wahrend welcher sich der Abstand zwischen den Schwerpunkten der 
beiden Korper vermin dert und 2) die Restitutionsperiode, in welcher 
der Abstand der Schwerpunkte zunimmt. Die zweite Periode geht zu 
Ende, wenn die Korper sich trennen. 

Da die Anordnung der materiellen Punkte eines Korpers durch 
den Stoss gestort wird, so miissten wir eigentlich, um genau zu sein, 

11 * 
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die relative Bewegung der verscliiedeiien Tlieile des Kdrpers bestimmeu. 
Wir mtissten jeden Korper aLs eine Sammlting freier materieller 
Punkte betracliten^ die durcli gegenseitige Actionen verbunden sind, 
Diese Punkte konnten, in Bewegung gesotzt, immer fortfahren sich zu 
bewegen und dabei um gewisse raittlere Lagen im Korper schwingen. 

Man pflegt indessen anzunehmen, dass die Aender ungen der Gestalii 
und Structur so goring sind, dass ihre Wirlcung auf die Verlinderung 
der Schwerpunktslagc und des Traghoitsmoments des Korpers vernacli- 
llissigt werdeji Icann und ferner class die gauze Zoit des Zusaminon- 
stosses so kurz ist, dass die Verruckung des Korpers in dieser Zeit uu- 
beachtet bleibeii darf. Stiminen diese Annaliinen filr irgend welcke 
Korper mit der Wirklichkeit iiiclit uberein, so nifisseii die Wirkungeu 
ilires Zusammenstosses aus den Gleichungen zweiter Ordnung abgeleitet 
werden. Wir kdnnen dalier annehmen, dass im Moment der starksten 
Compression die Schwerpunkte der beiden Korper sicli mit gleiclier 
Gesclawindigkeit bewegen. 

Das Verlialtniss der Grosse der Action zwisclien den Korpem 
Avlihrend der Eestitutionsperiode zu der Actionsgrosse wlibrend des 
Ziisammendruckens ist fur Korper von verschiedenem Material ver- 
scliieden. Es hlingt davon ab, wie sclinell oder langsam die Korper 
ihre urspriingliche Gestalt wiecler lierzustelleii suchen. Geschielit es 
sehr langsam, so findet die Treiinung statt, wahrend die Korper nocli 
in ihre friihere Form zurtickkehren, und die Action wahrend der 
Restitution ist alsdaiin kleiner als die wahrend der Compression. 
Nelimen die Korper clagegen ihre vorige Gestalt so schnell wieder an, 
dass sie im Augenblick der Trennung diese Gestalt wieder liaben, so ist 
die Action wahrend der Restitution der wahrend der Compression gleich. 


Manchmal kann man die Kraft wahrend der Restitutionsperiode 
vernachlassigen. Die Korper nennt man clann unelastiseh. In diesem 
Fall ist grade nach dem Zusammenstoss u' = v und daraus erhalt 


man R 


mm y N T 

— j — 7 {%i — V) und 
n m ^ ' 
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Kann die Restitutionskraft nicht vernachlilssigt werden, so sei J? 
die gauze Action zwischen den Kdrpern, R^ die Action bis zum Moment 
der grossten Compression. Die Grosse von R muss man durch Ver- 
suclie feststellen. Dies kann derart geschehen, dass man die Werthe 
von u' und v bestimmt und dann R mit Hlllfe der Gleichungen (1) 
findet. Solche Versuche hat vor Allem Newton angestellt und ge- 

funden, dass ein constantes VerMUniss ist, welches von dem Material 

der Korper abhangt. Wir wollen es mit 1 -f- e bezeichnen. Die Grosse 
G ilberschreitet niemals die Einheit; in dem Grenzfall, wenn e = 1 ist, 
heissen die Korper vollkommen elastisch. 


Nimmt man an, der Werth von e sei bekannt, so lassen sich die 
Geschwindigkeiten nach dem Stoss leicht ermitteln. Die Action Bq 



Monxentanknlffce (§ 179—181). 
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wird zuerst unter der Voraussetzung bereclmet^ dass die Korper un- 
elastiscli waren und daraus der gauze Wortli von B durcli Multipli- 
cation mit 1 -f- e gefunden. Man erlialt 

woraiis man li! und v mit Hlilfe der 61. (1) findet. 

§ 180. Als Bcispicl wollen \vir untereuchen, wie die Bewcgung des in § 170 
bcsprochonen HaspeLs becinflusst -wil'd, wenn der Stride so wenig elastiscii ist, 
dass man diesc Theoric anwontlen kann. 

Ba der Punkt dos Ilaspels, welcher sich mit dem Stride in Beruhnmg bc- 
findet, in dem Moment der grdssten Compression keine Geschwindigkeit bat, so 
inisst die in dem § 170 geiundene Stosswirlmng die ganze dem Haspel mit- 
gethciltc Bewegungsgrosse Yom Beginn des Stosses bis znm Moment der stilrksten 
Compression. Wie aus dem Vorigen hervorgeht, findet man die gesammto niit- 
gethcilte Bewegungsgrosse vom Beginn an bis zmn Bnde dor Bestitiitionsperiode 
diirch Multiplication der in § 170 gelnndenen Si^annimg mit 1 + wcmi e das 

Maass liir die Elasticitilt des Strides ist. Pies gibt T = ^ mv {1 e). Die Be- 

wegung des Hasiiels, an dem diese bekannte Stosski*affc angreift, ergibt sicb leiclit. 
Die Vcrticalcomponenten sind m{v' — v) = — i ?; (1 c). Nimmt man die Mo- 

mente um den Scbwerpunkt, so ist ‘mk^oi = ^mva{lL ^)7 ^voraiis. sicb v und co' 
ableitcn lassen. 

Beisp. Ein gleicbformiger Balken balancirt um cine borizontale, durcb seinen 
Scbwerpunkt gebende Axe und ein vollkommen clastischer Ball fallt von der 
Hobc h auf sein eines Ende; man liestimme die Bewegungen des Balkens und 
des Balls. 

llesultat. Ttr, m seien die Massen des Balkens und des Balles; "la die Lange 
des Balkens; F, V' die Gescbwindigkeiten des Balls grade vor und nacb dem 

0 III V 

Stoss, co' die Winkelgescbwindigkeit des Balkens. Es ist dann a' = — r — , 

® ^ (M-j- 3??i) a' 

T7-'_ T7 — ilf 

^ 3m + M' 

§ 181. Rauhe Korper. Bislier Laben wir nur die Stosswirkung 
normal zur gemeinsamen Flache der beiden Korper betraclitet. Sind 
aber die Korper. rauk, so tritt offenbar eine Stossreibimg in Wirk- 
samkeit. Da die Stosskraft nur das Integral einer sebr grossen Kraft 
ist, die sebr kurze Zeit wirkt, so konnten wir woU annolimen, die 
Stossreibung folge denselben Gesetzen wie die gewbbnliche. Diese 
Gesetze berulien aber auf Versueben und wir sind niebt sicber, ob sie 
aucb in dem aussersten Fall gelten, wenn die Krafte sebr gross sind. 
Auf besonderen Wunscb Poisson’s unternabm es Morin, diesen Punkt 
durcb Versuche aufzuklaren. Er fand, dass die Stossreibung zwischen 
zwei Korpern, welche sich treffen und gleiten, zu der Normalstosskraft 
in demselben Verbilltniss stebt wie bei gewolinlicher Reibung und 
dass dasVerbaltniss von der relativen Geschwindigkeit der sicb treffenden 


106 Kfipitel IV. Ebcnc Bcwegimg. 

Korper niclit ablilingfc. Morin's Vcrsucli wire! im folgenden Para- 
graplien beschriebeii. 

§ 182. Auf clem Deckel eines Kastens Ali, tier mit Schrot so be- 
laden werden kann, dass man ihm jodcs gewiinsclite Gewiebt geben 
kaiin, sind zwei verticalc llblzer AC, BT) angebraclit. Ein Querliok 
verbindet C mit J9 und fcrilgt ein Gewiclit nig, das mittolst eines 
Fattens an ilim aufgehangt ist. Das Gewiclit des Kastens mit seiner 
Belastnng ist Mg. Ein Seil AEF gelit liorizontal von dem Kasten aus 
ilber eine glatte Kolle J? und trilgt bei F das Gewicht + 

Der Kasten kaun auf oiner liorizontalen Ebonc gloitcn, deren Reibimgs- 
cocfficicnt ist. Wenn. or daher oininal in .Bewegung gesetzt ist, 
gleitet er in grader Linie mit gleiclrfdrmigcr Gescbwindigkeit; die Avir 
V nenuen wollen. Wmi wird plotzlick der Fatleii, der mg trilgfc, 
durclisclinitten; das GcAviclit fiillt in den Kasten und Hegt in ihm 
sofort test. Offmibar wird dadurch oine Stossreibung zwischen dem 
Kasten und der liorizontalen Ebenc liervorgerufen. Wenn die 6e- 
schwhidigkeit des Kastens nnmittoll}ar nacli dem Stoss wiecler V gleich- 
kommt, so ist der Coefficient der Stossreibung deni der endlichen 
Reibung gloicli. 

Man icaiin sicli dies auf folgonde Art klar niaclien. t sei die Zeit 
des Falls. Wenn das Gewiclit den Kasten triffl, liat es die liorizontale 
GescliTvindigkeit V und die verticale gt] der Kasten dagegen die hori- 

zontale Gesclwindigkeit V '-j- fty Avenu f = bt) ^ 

F und jR mdgen die liorizontale und verticale Componente der 
Stosskraft zAviscIien dem Kasten und der liorizontalen Ebene sein. 
Ein Stoss finclet statt zwisclion dem lallenden GcAviclit und dem Kasten 
und eine Stossspannung in dem Seil AFF] durcli sie Averden die 
durcli die ausseren Stdsse F und li erzeugten BcAvegungsgrossen fiber 
das ganze System verbreitet. V' sei die gemeinsame Gescbwindigkeit 
des ganzen Systems grade nacbclem die Stbsse F und B vollendet 
sind. Durch den Versucli fand man, class diese GescliAvindigkeit F' 
gleicli V ist. 

Nimmt man die Componenteii in liorizontaler nnd verticaler 
Riclitung wie in § 168, so erlialt man 

[Jtf + m + (JK + m) r- [Jf + (Jf -f m) (F+ ft) — mF= -- F, 

mgt = B. 

Setzt man Y' —V und substituirt ftlr f, so ergibt sicli F — 

Beisi). Man zeige, dass der rcsultirendc Stoss zwischen dem Kasten und dem 
fallenden Gewicht vertical gerichtet ist. 

§ 183. Wir Avollen nun die Tlieorie des unelastiscken Stosses 
in § 179 verallgemeinern. Zwei Korper von beliebiger Gestalt mogen 
in dem Punkt A aufeinanderstossen und Aenderungen der Gestalt und 



Structur wie zuvor vernaclillissigt werden. Die relativen Tangential- 
uiid Normalgescliwindigkeiten der Beriilirungspunkte der beiden Korper 
sind, ivenn sie auf die in § 137 angegebene Art hereclinet werden^ nickt 
Null. Sie heissen die relativen Gleitungs- und Compressionsgeschwindig- 
keiten. Es treten also zwei Reactionen auf; eine normal gericbtete 
Kraft und eine Reibung, deren Verhaltniss der Reibungscoefficieut; 
ist. Im weiteren Verlauf des Stosses wird die relative Normalgesckwindig- 
keit zerstort und wird Null in dem Moment der st&ksten Compression. 
li sei die gauze BewegungsgrossO; welclie in dieser sehr kurzen Zeit von 
dem einen auf den andern Korper normal libertragen wird. Diese Kraft 
7? ist eine unbekannte Reaction; zu deren Bestimmung die geometriscke 
Bedingung dient, dass gleicb nack dem Zusammenstoss die normalen 
Gesckwindigkeiten der Beruhrungspunkte gleicb sind. Diese Bedingung 
muss auf die in § 137 erklarte Art ausgedruckt werden. 

Die relative gleitende Greschwindigkeit bei A vermindert sicb 
gleicbfalls. Wenn sie vor dem Moment der starksten Compression 
verschwindet , so kommt wahrend der ttbrigen Zeit des Zusammen- 
stosses; wenn liberhaupt; nur so viel Reibung und in solcber Ricbtung 
zur Wirkung; als notbig ist; unu die Beriibrungspunkte bei A am 
Gleiten zu verhindern; vorausgesetzt; dass dieser Betrag Heiner ist als 
die Grenzgrosse der Reibung. F sei die ganze Bewegungsgrosse; 
welcbe tangential von dem einen auf den andern Korper tibertragen 
wird. Diese Reaction F ist durcli die Bedingung zu bestimmeU; dass 
gleicb nacli dem Zusammenstoss die Tangentialgescbwindigkeiten der 
Beruhrungspunkte gleicb sind. Weim jedocb die gleitende Bewegung 
vor dem Moment der starksten Compression nicht verscbwindet, so 
tritt die voile Grosse der Reibung in der dem relativen Gleiten ent- 
gegengesetzten Ricbtung in Wirkung und es ist F = g,Il. Im All- 
gemeinen lassen sicb die beiden FaUe auf folgende Art unterscbeiden. 
In dem ersten Fall miissen die Wertbe von F und M, welcbe man 
durcb Auflosung der Bewegungsgleicbungen findet, deraR seui; dass 
F ist. In dem zweiten muss die relative Endgescbwindigkeit 

der Beruhrungspunkte bei A dieselbe Ricbtung nacb wie vor dem 
Zusammenstoss baben. Diese Bedingungen sind jedocb nicht aus- 
reicbend; derm es ist moglicb, dass in verwickelteren Fallen das 
Gleiten seine Ricbtung wabrend des Zusammenstosses andert oder zu 
andern sucbt. Siehe § 187. 

§ 184. Sind die Korper; welcbe aufeinanderstosseu; elastiscb; so 
kann sowohl eine normale Reaction als eine Reibung wahrend der 
Restitutionsperiode auftreten. Mancbmal muss man dieses Stadium 
der Bewegung als ein Problem fur sicb anseben. Die Bewegungen 
der Korper im Moment der starksten Compression; wie man sie ge- 
fimden bat; dienen als Anfangsbedingungen fur einen neuen Bewegungs- 
zustand unter der Wirkung anderer Stosskrafte; die wahrend der 
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Restitution zur Wirkung kommende Reibung muss denselben Gesetzei 
folgen, wie die wiihrend der Compression. Genau wio vorher bietei 
sicli zwei Palle dar; entweder findet Gleiten statt willirend der ganzei 
Restitutionsperiode oder nur wahrend eines Theils derselben. Sii 
werden in der sckon erldurten Weise beliandelt. 

§ 185. Ein sehr 'wiclitiger Unterschied existirt zwisclien den Be 
dingungen der Compression und der Restitution. Willirend der Cora 
pression ist die Korinalreaction uiibekaimt. Die BeAvegimg des Korper 
grade vor der Compression ist gegeben und es bestelit eine geometrisclr 
Gleiclmng, welche ausdrilckt, dass die relative Normalgeschwindigkei 
der Bertilirungspunkte am Elide der Comprcssionsperiode Kull isl 
Alls dieser geometrisclien Gleicliung wird daiin die Oompressionskraf 
abgelcitet. Man liiidet zwar auf diese Art die Bewcgung des Korper 
grade vor der Restitution, aber niclit die Bewcgung grade nacli ihi 
die docli zu bestimmen ist. Flir sie ist keine geometrisclie Gleicliun! 
voiiianden. Jedocli stelit die Restitutioiiskralt in einem bestimmte 
Verliilltniss zur Compressionskraft mid ist somit bekannt. 

§ 186. Ilistorisclio Uoborsiclitd) Das Problem des Znsammcns bosses z-vvoii 
(flatter unelasHsclier Korper •wire! von Poisson in seineni Traitd do Mdcaniqti 
Secondo edition, 1833 behandelt. Unter cicr Voraussebzung, dass die Bewegun 
eines jeden der beidon Korper grade vor dom Znsammenstoss gegeben sei, sfccl 
er fur jeden seclis Bewegungsgleicliungen zur Besfcimmung dor Bewegung grac 
iiach dem Stoss auf. Sie enthalten 13 imbekannte Grosaen, iiamlicb die Compi 
nenten dor Gescliwindigkeiten der Schweipiinkte der Korper lllngs dreier reeb 
winkliger Axen, die Componenten der Winkelgeschwindigkeitcn der Korper u: 
dicselben Axen und schliesslicli die gegenseitige Eoaction der beiden Korper. D 
Glcicimngcn reichen mithin zur Eestiminung der Bewcgung nicht aus. Eine dre 
zehnte Gleicliung crblllt man dann aus dem Satz, dass der Stoss mit dem Mome] 
der starksten Compression bcendigt ist, d. h. in dem Augenblick, in welcbem d 
normalen Gescliwindigkeiten der Beriilirungspunkte der beiden Kdiper, die si( 
treflen, gleicb sind. 

In dem Eall, in welcbem die Korper elastisch sind, theilt Poisson den Sto 
in zwei Perioden. Die erste beginnt mit der ersten Berubrung der Korper ui 
endigt im Moment der starksten Compression; die zweite beginnt in diese 
Augenblick und endigt, wenn die Korper sicli trennen. Die Bewegung am Em 
der ersten Periode findet man genau so, wie bei der Annabme, sie seicn ii; 
elastiseb. Die Bewegimg am Encle der zweiten Periode ergibt sicb aus dem Saf 
dass die ganze dem einen Korper von dem andern wahrend der zweiten Pcrio( 
mitgetbeilte Bewegungsgrosse in constantem Verhaltniss zu der wahrend d 
ersten Periode des Stosses mitgetbeilten stebt. Das Verhaltniss hilngt von d 
Elasbicitat der beiden Korper ab und kann nur durcb Yersuchc ermittelt werde 
die man mit einfacben Stossen an Koipjern'aus demselbcn Material anstellt. 

Sind die KSrper raidi und gleiten wahrend des Zusammenstosses anfeinandi 
so findet gleicbzeitig, wie Poisson bemerkt, ein Eeibungsstoss statt. Dies ergibt sii 
aus clem Satz (§ 181), dass die Reibungsgrosse in jedem Augenblick ein constant 
Verhaltniss zum Kormaldruck baben und dass ibre Eicbtung der relativen B 


1) Siehe aucb Poinsot in Liouv. J. (2) II, 283 und IV, 161, 421. Cbcli] 
in Bologna Mm. Serie 3, VI, 409, VIII, 273. 


Momentankrilftc (§ 184 — 187). 
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wep^ung der Beriilirungapiinkte entgegengesetzt sein muss. Er machb davon An- 
wcndung aiif cine Kiigel, die entwedcr unelasfcisck oder vollkommen elasfciscli isfc, 
auf cine raiihe Ebene stossfc und sich vor dem Zusammenstoss um eine liorizonfcale 
ziir Bowegungsrichtung ihres Schwerpunkts senkreclite Axe drehte. Er zeigt, 
dass man verschiedene Fallo unterscheiden milsse, (1) wenn das Gleiten wilhrend 
des ganzen Stosses diesolbe E/iclitung behiilt und nicht verschwindet, (2) wenn 
cs wllhrend des Stosses verschwindet und Null bleibt, (3) wenn das Gleitcn ver- 
schwindet und das Vorzeichen wechselt. Der dritte Fall enthlilt jedoch cine un- 
bekannte Grosse und seine Formeln reichen daher zur Bestimmung der Bewegung 
nicht aus. Poisson weist darauf bin, dass das Problem sehr complicirt wircl, 
wenn die Kugel eine Anfangsrotation um eine Axe hat, die auf der verticalcn 
Ebene nicht senkrecht steht, in welcher sich ihr Schwerpunkt bewegt. Er ver- 
sucht nicht das Problem zu losen, sondern geht zu einer ausfdhrlichen Besprechung 
des Zusammenstosses glatter Kdrper iiber. 

Coriolis untersucht in seinem Jeu de Billard (1835) den Zusammenstoss 
zweier ratilicn Kugeln, die .wahrend der ganzen Zeit des Stosses aufeinander 
(jleitcn. Er zeigt, dass beim Zusammentreffen zweier rauhen Kugeln die Eichtung 
des Gloitens wahrend des ganzen Stosses dieselbe bleibt. 

p]d. Phillips untersucht im 14. Band von Liouville’s Journal, 1840, das 
Problem des Zusammenstosses zweier rauher unelastisclicr Kdrper von boliebiger 
Gestalt, wenn die Eeibungsrichtung wahrend des ganzen Stosses nicht nothwendig 
dicsGlbe zu bleiben braucht, unter der Annahme, dass das Gleiten wahrend des 
Stosses nicht versclmindet. Er theilt die Periode des Stosses in Elementartheile 
und wendet Poiss on’s Regel fiir die G-rdsse und Eichtung der Eeibung aufjede 
Elementarperiode an. Er gibt an, wie man die Aufldsung der Gleichungen 
diirchfuhi’en kann und bespricht speciell den Fall, in welchem die Hauptaxen 
der beiden Kdi’per fiir den Beriihrungspunkt einander x^arallel sind und iiberdies 
der Schwerpunkt eines jeden Korpers auf der gemeinschaftlichen Normalen im 
Beriihrungspunkt liegt. Er kommt dabei zu zwei Eesultaten, die wir in dem Kapitel 
iiber Bewegnngsgrosse bringen werden. 

Phillips geht nicht auf eine detaillirte Untersuchung des Zusammenstosses 
elastischcr Korjoer ein, wenn er auch bemerkt^ die Periode des Stosses miisse in 
zwei Theile zerlegt werden, die gesondert zu betrachten seien. Er meint jedoch, 
sie boten keine weiteren Eigenthiimlichkeiten dar, wenn man dieselbcn Voraus- 
setzungen mache. 

Den Fall, in welchem das G-leiten verschwindet und die Eeibung unstetig 
Avird, scheint er nicht untersucht zu haben. 

In diesem Kapitel werden wir die Theorie der Stosskrafte nur so weit ver- 
folgeu, als die ebene Bewegung in Betracht kommt. In dem Kapitel VI iiber Be- 
wegungsgrosse wird die Theorie wieder aufgenommen und auf Korper von beliebiger 
Gestalt in dem Eaum von drei Dimensionen ausgedehnt werden. 


§ 187. Das Problem des Stosses im Allgemeinen. Zwei Edr^per 
von beliehiger Gestalt stossen auf eine gegebene Art wider einander. Man 
soil die Bewegung grade nacJi dem Stoss finden. Die Korper sind glatt 
Oder rauh, elastisch oder nicht 

G, G' seien die Schwerpiinkte der beiden Kdrper, A der Be- 
riilirungspimkt, U, V seien die Oomponenten der Greschwindigkeit von 
G grade vor dem Stoss parallel zur Tangente bez. Normalen in A] 
V die Oomponenten der Grescbwindigkeit zur Zeit t nacb dem Be^ 
ginn des Stosses, aber ehe er zu Ende ist, so dass also t unbegrenzt 


kleiu ist. sei die WmkelgescliwindigkGit des Korpers mlt dem Scliwer- 
punkt Gr grade vor dem Stoss, co die Wmkelgesckwindigkeit nach dem 

Intervall t. Sie werden positiv genommen, 
weiiu sie rotiren wie die Zeiger einer Uhr. 
Wl sei die Masse des Korpers, h sein Triig- 
lieitsradius um 6r. GN sei ein Loth von 
G anf die Taiigente in A und AN=Xy 
]SfG = y. Dieselben Buchstaben mit einem 
Strichbezeichnen die entsprechendenGrosseu 
fur den andern Korper. 

§ 188. Die Korper seien vollhommen 
nmh und unelastischj so dass beiin Ende 
des Stosses die relative Geschwindigkeit des 
Grleiteiis sowohl als die relative Grescliwindig* 
keit der Compression Null sind (siolie § 156). 
Nimmt man alsdann an, t sei der ganzen 
Dauer des Stosses gleich, so bezielien sich 
die Buchstaben Uj v, o?, u', v, co' auf die 
Bewegung gleich nacli dem Stoss. Wir erlialten dann nach § 137 

%b — y(x) — u' — y G)' == 0 
V + XC3 V — X G)' — 0 

Die Componenten parallel zur Tangente und Normalen im Beriihrungs-' 
punkte ergeben nacli § 169 

M(u —U)A- — U') = 01 

M{v — F) + M\v — F') = 0 1 

und nimmt man die Momente flir ieden Korper um den Beruhrungspunl^t 
3I¥{Gi — P)+ M{u — V)y — M{v — V)x = 01 

M'h'\Gy'— p') + vyj— M\v — r)x = oj 

Diese sechs Gleichungen reichen zur Bestimmung der Bewegung 
gleich nach dem Stoss aus. 

§ 189, Sind die Korper vollhommen glatt und unelastisch, so hat 
die erste dieser sechs Gleichungen keine Griiltigkeit und statt der 
dritteu erhUlt man aus den Componenten parallel zur Tangente fur 
jeden einzehien Korper 

?7=0, u — U' = 0. 

§ 190. Sind die Korper glatt und elasfisch, so ist die Normal- 
reaction in die Gleichungen einzuftlhren. Wir schreiben die Gleichungen 
(1) und (2), wie weiter unten in § 192, mit der einzigen Aenderung 
nieder, dass .F = 0 gesetzt wird. Gleichung (4) gibt dann die Ge- 



schwindigkeit C der Compression in irgend einem Augenblick des 
Stosses. Setzt man 0=0, so erliiilt man wie in Gleichung (6) den 
Werth von B bis zn dem Augenblick der stiirksten Compression, d. b. 

0 

imd durch Multiplication mit 1 e nach § 179 den vollen 

Wertli von li filr den ganzen Stoss. Substituirt man dann diesen 
Werth in die Gleicliungen (1) und (2), so ergibt sicli v, cu, u\ v\ 

§ 191. Beis 2 ). Zwci glatte vollkommen clastische Koiper stossen gcgen- 
cinandcr. JD, D' scion die Comi^oncnten der Gesch-windigkeit des Beriilirungs- 
pimkts eines jcdcn grade vor dcm Zusammcnstoss mit dem andern in der Eiclitung 
der Nonnalen. Man bcweise, dass die vom Kdrper M veiiorene lebcndige Kraft 

44 (d' 

nilchstcn Satz ist. 

Eine andre Art, die Acndcrimg der lebendigcn Kraft zn linden, wird in 
Kapitel VII gegeben. 

§ 192. Sind nun ferner die Korper imvollhommen rauli und elastiscli, 
so ist die Grosse der Reibung, die zur Wirkung gebracht v^erden 
kaun, wie in § 158 erklart wurde, begrenzt. Die in § 188 erlialteiien 
Resultate sind auf den Fall niclit anwendbar, in welckem die Grenz- 
grosse der Reibung nicht ausreicht, das relative Gleiten auf Null zu 
reduciren. Um dariiber eine Entsclieidung treffen zu konnen, muss 
man den Reibungs- und Normalstoss in die Gleichungen einfiilireii. 

E sei die gauze dem Korper M in der Zeit t nach Beginn des 
Stosses durch den Normaldruck mid F die durch den Reibungsdruck 
mitgetheilte Bewegungsgrosse. Wir nehmen an, sie griffen an dem 
Korper, dessen Masse M ist, in den Richtimgen NG- bez. NA an. 
Man muss dann voraussetzen, dass sie auf den Korper von der Masse 
M' in umgekehrter Richtung wirken. 

Da B die ganze dem Korper M in der Richtung der Normalen 
mitgetheilte Bewegungsgrosse darstellt, so ist die in der Zeit dt 
mitgetheilte Bewegungsgrosse dB. Da die Korper nur gegeneinander 
stossen konnen, so muss dB positiv sein und die Korper mtlssen sich 
nach § 136, wenn dB verschwindet, voneinander trennen. Man kann 
daher die Grosse von B zum Maass des Fortschritts des Stosses nehmen. 
Sie ist im Anfang Null, vermelirt sich nach und nach und wird bei 
der Beendigung des Zusammenstosses ein Maximum. Es ist, wie man 
finden wird, vortheilhafter, B anstatt zur unabhiingigen Variablen zu 
wahlen. 

Die dynamischen Gleichungen sind nach § 168 

M{u — U)^ — F 
M(v — F) = i? 

— Si) = Fy-\-Bx 



Jc^ + a;' 
Mk^ 




M k^ I ’ 


wobci die Bezeichnung dieselbe, wie in dem 


( 1 ), 
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M'(u' — U') = F I 

M'(v—r)^ — R (2) 

M'1c\c 3^ —SI') = Fy — Bx\ 

Die relatiye Geschwindigkeit des Gleitens der Berillirungspuuktt 
isfc nacli § 137 

S = ii — yco — u — y cd' (3' 

liud die relative Druckgescliwindigkeit nacli demselben Paragraplien 

G = V X co' — V — xcj . . . . . . (4) 


Substituirfc man in diese Gleichungen aus den dynamisclien Gloi- 


cliungen, so ergibt sicli 

S = S^ — aF-hB (5) 

G=G^—lF — aB (6) 

worin 

8^=U-ySl~U' — ySl' ...... (7) 

c^ = r+xsi'—r—xsi ( 8 ) 

3f ^ ^ 3I1c^ • ^ 


' 1 , 1 
® = ir + ■ 


4" 


M' ~ MJc'‘ ' M'Jc'^ 


• (10) 


sind. 


_ ocy (c'y' 
~ M'JP 


(11) 


Man kann die funf letzten Grossen die Constanten des Stosse 
nennen. Die beiden ersten Sq, stellen die Anfangsgescbwindig 
keiten des Gleitens und der Compression dar. Wir sehen sie al 
positiv an, so dass also der Kdrper M iiber den Korper M' belr 
Beginn der Compression gleitet. Die drei andern Constanten a , ■ 
sind von der Anfangsbewegung der anfeinander treJffendeii Korpe 
imabluingig. Die Constanten a nnd a' sind ihrem Wesen nach positb 
wahrend h jedes der beiden Vorzeicken liaben kann. Es wird voi 
Vortlieil sein, wenn man beacktet, dass aa' > ist. 


§ 193. Der darstelleiide Punkt. Es kommt oft vor, dass h = < 
wird, in welckem Fall die Discussion der Gleickungen sick sekr vei 
einfackt. Aber auck in diesem einfachen, ganz gewiss jedock in 
allgemeinen Fall, ist es leickter den Aenderungen der Krilfte zii folgei 
wenn man die grapkiscke Metkode anwendet. 

Es kandelt sick um das Folgende. Wakrend B von Null an mittels 
gleicker fortgesetzter Zuwackse dB zu seinem sckliesslicken Maxima] 
wertk vorsckreitet, rtickt auck F von Null an durck fortgesetzte Zuwacks 
dF vor, welcke jedock nickt immer dasselbe Vorzeicken zu kabei 
braucken und die durck ein veranderlickes Gesetz beherrsckt werder 
da entweder dF — + l^dB ist oder dF grade ausreickt, relative Be 


weguDg, wie in § 158 erklllrt wurde, am Beriihrungspunkt zu ver- 
hiiten. Wir bediirfen dalier einer Regel; um den Werth von F zu 
entdecken. 

Um die thatsacliliclien AenderungeH; welche in dem Reibungsstoss 
beim Forfcschreiten des Stosses vor sicli geheU; bestimmen zu konneU; 
wollen wir zwei Langen AB, AF auf der Normaleii niid Tangente in 
A in den Richtnngen NG bez. AN auftrageii; welclie die Grosso von 
B nnd F in irgend einem Moment des Stosses darstellen. Selieu wir 
dann AB und AF als Cooi'dinaten eines Punktes P an, auf AB^ 
AF als Axen der B und F bezogen, so geben die Aenderungen in 
der Lage von P dem Ange die Aenderungen an, welche in den Kraften 
beim Fortscbreiten des Stosses vor sich gelien. Beim Beginn des 
Stosses sind die Krafte B und F Null; der darstellende Punkt P liegt 
dalier im Coordinatenanfang A. Beim Portsclireiten des Stosses vs^achst 
nun die Kraft B und daher auch die Abscisse AB von P bestandig; 
das heisst; die Componente der Bewegimg des darstellenden Punktes 
jDarallel zur P~Axe liegt stets in der positiveii Richtung der P-Axe. 
Die Ordinate F von P wird in der entgegengesetzten Riclitung ge- 
messeU; in welcher die Reibung auf den Korper M einwirkt; die 
Componente der Bewegung des darstellenden Punktes parallel zur F- 
Axe zeigt folglicb dem Auge die Ricbtung an, in welcher der Korper 
M gleitet. Dies kann walirend des Stosses manchmal die eine, mancli- 
mal die andere sein. 

Es wird gut seiu; die beiden geometrischen Orte aufzutrageU; die 
durch /S = 0; 0=0 bestimmt werden. Aus (5) und (6) ist ersiclitlich; 
dass beide grade Linien sind. Wir wollen sie die Geraden Jceines Gleitens 
und der stdrksten Compression neniien. Um sie aufzeichnen zu komieu, 
mitssen wir ihre Durchscbnittspunkte mit den Axen der F und B 
linden. Macbt man 


AC^^, 

a ’ 


AS- 


s. 


AC'^^, 


AS' = 


& ^ 


so sind S8', CO' die beiden Geraden. Da a und d nothwendiger 
Weise positiv sind und h ein beliebiges Vorzeicben bat; so sind die 
Strecken, die sie auf der P- bez. B-Axe abscbneideU; positiv, wabrend 
die auf der P- bez. P-Axe gelegenen dasselbe Vor^eiclien baben. Weil 
ad > 6^ ist, so ist der spitze Winkel, den die Gerade keines Gleitens mit 
der P-Axe macbt, grosser, als der, den die Grade starkster Compression 
mit derselben Axe macbt, das heisst, die erste Linie stebt steile^’ 
gegen die P-Axe als die letzte. Daraus folgt, dass die beiden Geraden 
sicli nicht in dern von den Verlangerungen von BA und von FA be- 
grenzten Quadranten scbneiden konnen. 


§ 194. Beim Beginn des Zusammenstosses gleiten die Korper 
ilbereinander; dalier wird nacb § 158 die ganze Grenzgrosse der Reibuug 
zur Wirkung gebracht. Der Punkt P bewegt sich dalier auf der 
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Geraden AL, die durcli die Gleichung F == (iR definirt ist, unter 
den Reibungscoefficienten verstanden. Die Reibung fahrt fort, ibren 
Greuzwertb zu behalten, bis P die Gerade S8' erreicbt. Die Abscisse 

s 

des Durclisehnittspunktes ist Bq == * Sie gibt den ganzen normal 

gericMeten Sclilag an vom Beginn des Stosses bis zn der Zeit, zu 

welcher die Reibung Ton 
gleitender zu walzender 
ubergehen kaun. Ist 
negativ^ so schneiden sick 
die Geraden AL und 88' 
auf der positiven Seite der 
F-Axe liberhaupt nicbt. 
Alsdann bebalt die Rei- 
bung ihren Grenzwertli 
wabrend des ganzen 
Stosses. Ist dagegen 
A! positiv^ so erreicbt der 
darstellende Punkt P die 
Gerade 88' und nacb 
dieser Zeit tritt nur soviel Reibung in Wirkung, als binreicht, urn 
Gleiten zu yerliiiten^ vorausgesetzt, dass diese Grosse kleiner als der 
Greuzwertb der Reii)ung ist. Ist der spitze Winkel, den 88' mit der 
P-Axe bildet, kleiner als arc tan fi, so ist die Reibung dl ^ die notli- 
wendig ist, um Gleiten zu yerbindern, kleiner als der Greuzwertb der 
Reibung ^dB. P wandert dalier weiter auf 88' in solcber Richtung, 
dass die Abscisse B fortfahrt^ in positivem Sinn zu waclisen und dabei 
erreicbt die Reibung^ so lange der Stoss dauert, ibren Greuzwertb 
nicbt wieder. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den 88' mit der P-Axe macbt, 
grosser als arc tan ft, so ist das Yerbaltniss yon dF zu dB numeriscb 
grosser als [i und es ist mebr Reibung noting um Gleiten zu yerbiiten, 
als zur Wirkung gebracbt werden kann. Die Reibung fabrt daber 
fort ibren Greuzwertb zu behalten und der Punkt P bewegt sicb, 
nacbdem er 88' erreicbt hat, auf einer Geraden, die denselben Winkel 
mit der P-Axe wie AL macbt. Diese Gerade muss auf der entgegen- 
gesetzten Seite yon 88' liegen, weil der spitze Winkel zwischen 88' 
und AB grosser als der Winkel LAB ist. Da ferner der Punkt P 
die Linie 88' gekreuzt bat, so andert sicb die Ricbtung des relatiyeu 
Gleitens und mithin aucb die Ricbtung der Reibung. Offenbar behalt 
dann die Reibung wabrend des ganzen Stosses ihren Greuzwertb. 

Ein Beispiel zu jedem der drei Falle geben wir in den drei Dia- 
grammen auf S. 175. Die Figuren unterscbeiden sicb durch die Lage der 
Geraden keines Gleitens. In alien drei Figuren bewegt sicb der dar- 
stellende Punkt von A aus auf der Geraden AL^ die mit, AB den 



Momentankrafte (§ 194). 
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Winkel LAE einscliliesst, dessen Tangente ^ ist. In Fig. (1) ist der 
Winkel zwischen der Greraden keines Gleitens d. h. SS' und AR so 
gross ^ dass AL und S8' sich in dem positiven Quadi'anten niclit 
sclineiden. Die Reibung bebalt daber wahrend des ganzen Stosses 
ihren Grrenzwerth. In den beiden andern Figuren sclineiden sich AL 



und 88' in einein Punkt Q, In Fig. (2) ist der Winkel 8 8' A kleiner 
als der Winkel LAE, der darstellende Punkt wandert daher, nachdem 
er Q erreicht bat^ auf Q8' weiter. In Fig. (3) ist der Winkel 88' A 
grosser als LAE, der darstellende Punkt bewegt sich also, nachdem 
er in Q angekommen, auf der Greraden QB auf der andern Seite yon 
88' derart weiter, dass der Winkel QBA dem Winkel QAE gleich ist. 

Triflft P auf die Grerade CG', so hort die Compression auf und die 
Restitution beginnt. Der Durchgang ist aber durch weiter keine Bigen- 
thtimlichkeit als diese ausgezeichnet. Ist die Abscisse des Kreuzungs- 
punkts von P mit CC', so endigt der ganze Stoss, wie man aus 
Grriinden, die auf Versuchen beruhen, annimmt, wenn B^, die Abscisse 
von P, gleich Pi(l + e) wird, unter e das Maass der Elasticitat der 
beiden Korper verst anden. 

Offenbar gibt es sehr viele verschiedene FaUe, je nach der relativen 
Lage der drei Geraden AL, 88' und CG'-, immer aber lasst sich das 
Fortschreiten des Stosses auf die eben erklarte Art verfolgen, die • 
kurz auf folgende Weise zusammenfassen kann. Der darstellende P 
P wandert auf AL, his er 88' trifft. Dann schreitet er entwedp^ 

88' loeiter oder auf einer Geraden, die mit der B-Axe denselhen 
tvie AL macht, aher auf der entgegengeseMen Seite von 88' lieg 
Gerade, auf welclier er ^veitergeJ^t, ist diejenige von heiden, die am . 
auf der F-Axe steht, Er %vandert auf dieser Linie in soldier Ewr 
iveiter, dass die Abscisse B sich vergrossert und hleiht auf der Ge 
his mm Ende des Stosses, Den vollen Werth von B fur den g 
Stoss fmdet man durch Multiplication der Abscisse des Punhtes, 
welchem P die Gerade CG' 'kremt, mit 1 e. Der voile Werth von m 
ist die entsprechende Ordinate von P, Setd man sie in die dynamischf"'' 
Gleichungen (1) und (2) ein, so lasst sich die Bewegung grade nach c 
Collision leicht ermitteln. 
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1st so wird /S = — aF — bE. In diesem Fall geM die 

Gerade kei}aes Gleitens durch den Coordinatenanfang A. 1st der spitze 
Wink el, den diese Gerade mit der B-Axe macht; kleiner als arc tan 

d. h., ist ^ numerisch kleiner als so kewegt sicli der darstellende 

Punkt anf ikr in soldier Riclitung, dass seine Akscisse R bestandig 
wlichst. Die Reibung bleibt daher walirend des gauzen Stosses kleiner 
als ilir Greuzwertli. 

Ist dagegen der spitze Winkel, den die Linie keines Gleitens mit 
der 7? -Axe macht, grosser als arc tan (i, d. li. ist ^ numerisch grosser 

als II j so bewegt sick der darstellende Punkt auf der Geraden AL^ 
welclie mit der I?-Axe den spitzen Winkel LAE = arc tan bildet. 
Die Gerade liegt auf der positiven oder negativen Seite von AE^ je 
nachdem S i)ositiv oder negativ ist. Da der numerische Werth von b 
grosser als and F — + ^lE ist, so kangt das Vorzeicheii von S 
von dem Vorzeiclien von — iE ab und hat daher 8 das entgegen- 
gesetzte Zeichen von h, Daraus folgt, dass die Gerade AL innerhalh 
des spitzen Winlcels liegt, den die Linie Iceines Gleitens mit AE macM. 




So liegt AL in Fig. (1) auf der positiven, in Fig. (2) auf der nega- 
tiven Seite von AE. Db> A L die Linie keines Gleitens nicht noch ein- 
mal treffen kann, so behalt die Reibung ihren Grenzwerth wlihrend 
des ganze Stosses. 

Der darstellende Punkt verfolgt seinen Weg entweder auf 88' 
oder auf AL, je nachdem der Fall liegt, bis zu dem Ende des Stosses. 
Der voile Wei*th von E fur den ganzen Stoss ergibt sich durch Multi- 
plication der Abscisse des Punktes, in welchem P die Grade CG' 
kreuzt, mit 1 e. Der voile Werth von F ist die entsprechende 
Ordinate von P. Setzt man sie in die dynamischen Gleichungen, so 
findet man die Bewegung grade nach dem Stoss. 

§ 195. Sind die Korper glatt, so fallt die Gerade AL mit der 
P-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sich auf der 
E-Axe und den vollen Werth von E fiir den ganzen Stoss erhalt man 
durch Multiplication der Abscisse von C mit 1 e. 

Sind die Eorper vollkommen rauh (§ 156), so fallt AL mit der 
P-Axe zusammen. Der darstellende Punkt P bewegt sich auf der 
P-Axe, bis er an dem Punkt 8 anlangt. Er wandert dann auf der Linie 


Momentanlcrafte (§ 194 — 197). 
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keines Gleitens welter, bis er die Linie CC der grossten Compression 
erreicht. Sind die Korper unelastisck, so sind die Coordinaten 
dieses Durchscbnittspunkts die gesuchten Werthe Ton R und sind 
sie aber nnvollkommen elastisch, so setzt der darstellende Punkt seinen 
Weg auf der Linie keines Grleitens fort. Der voile Werth von B fiir 
den ganzen Stoss ist dann B^ = J?i(l + e) tind den voUeu Wertk 
von F erbalt man durch Substitution dieses Werthes von B in die 
Gleichung der Linie keines Gleitens. 

§ 196. Die Reibung braucbt walirend des Zusammenstosses nicbt 
immer dieselbe Richtung zu haben. Sie muss allerdings dasselbe Vor- 
zeichen behalten, so lange P sich auf AL bewegt; bat P aber SS' er- 
reicht, so andert sich die Bewegungsrichtung und die in der Zeit dt 
zur Wirkung kommende Reibung dF kann dasselbe oder das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen, wie vorher, haben. Offenbar aber kann sie 
ihr Zeichen nur einmal wahrend des Stosses wechseln. Ist 6 = 0, so 
steht die Gerade SS' senkrecht auf der P-Axe und alsdann kann sich 
offenbar ihr Vorzeichen nicht andem. 

Bs ist moglich, dass die Reibung ihren Grenz werth wahrend des 
Stosses behalt, so dass also die Korper fortwahrend aufeinander gleiten. 
Dazu ist nothwendig, dass entweder die Grade SS' weniger steil zur 
P-Axe gerichtet ist als AL, oder dass der Punkt P die Grade SS' 
tiberhaupt nicht erreicht, well seine Abscisse schon friiher grosser als Pg 
geworden ist. In dem ersten Fall muss h grosser als (la sein; die 
Abscissen der Durchschnittspunkte von AL mit SS' und CG' sind 
8 0 

P. = bez. Ri = , — 1 — ? • In dem zweiten Fall muss B. positiv 

und Bq entweder negativ oder positiv und zugleich grosser als 
Pi(l + 

§ 197. Beisp. 1. Der Akprall eines Balls. Ein Imgelformiger Ball bewegt 
sich olvne Botation auf eimr glatten horizontalen Ebene und trifft mit der Ge- 
schioindigheit V gegen eine raulie verticale Wand, deren Beihimgscoefficient fi ist. 
Die Biditung der Bewegung des 
SclmerpunUes vor dem Anprall 
macht mit der zur Wand Senk- 
rechten denWinkela; man bestimme 
die Bewegwng grade nach dem Zu- 
sammensioss. 

Dies ist das allgemeine Be- 
wegungsproblem fur alle kugel- 
formigen dhne Anfangsrotation 
gegen eine rauhe elastische Ebene 
geschleuderten Balle. Es findet 
Anwendung sowohl anf den gegen 
die Bande gestossenen Billardball 
als auf den Cricketball, der vom 
Boden abspringt. Hat der Ball eine Anfangsrotation, so bedarf man im All- 
gemeinen des Baumes von drei Dimensionen; dieserPall wird spater erortert werden. 

Uoiith. Dvnainik. I. 1^ 
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In der Pigur S. 177 stellt die Ebene des Papiers eine borizontale durch den 
Mittelpiinkt der Engel gelegte Ebene vor. Die verticale Ebene, gegen -welche der 
Ball anstosst, schneidet die Ebene des Papiers in AS. 

u, V seien die Componenten der Geschwindigkeit des Centrums zur Zeit t 
nach dem Beginn des Zusammenstosses langs der Wand und senkrecbt zu ihr. 
03 sei die Winkelgeschwindigbeit in demselben Moment; E und F die ISTormal- 
und Beibungsstosse vom Beginn des Zusammenstosses bis zur Zeit itT die Masse 
und r der Radius der Kugel. 

Man erhUlt dann 

M (li — F sin «) = — F 

M{v F cos «) == i? 

MJc^co = Fr 


Die Geschwindigkeit des Gleitens des Berilbrungspunktes ist 


S~iL — rco = 


F sin a — 




M 


und die Geschwindigkeit der Com 2 Dression des Berilbrungspunktes 




F cos a — 


E 

M' 


Man trage in der Pigur eine Lange AS., die 




MV sin O' und eine 


r' + P' 

andi-e AG., die JlfFcost^ darstellt, auf der F- bez. der JR- Axe auf. SB und CB 
parallel zu den Ricbtungen Yon E und F sind dann die Linien keines Gleitens und 

k^ 2 

der stdrksten Compression. Man siebt aucb, dass tg = tg a = ylgo: 

ist. Im Anfang des Stosses gleitet die Kugel auf der Wand; der darstellende 
Pimlct P, dessen Coordinaten E und F sind, beginnt daber die Gerade F^iiE 
zu bescbreiben. 


Ist ffc>Y^g a, so schneidet diese Gerade die Linie keines Gleitens SB in 

einem Punkt L, bevor sie die Linie der grossten Compression trifft. Der dar- 
stellende Punkt bescbreibt daber die gebrocbenc Linie ALB. Im Moment der 
grossten Compression sind F und E die Coordinaten von B. 

Daber ist 

P = Y MV sin a , P = ilf F cos oj . 


Sie sind unabbilngig von /x, weil, wie man aus der Pigur siebt, mehr als 
genug Reibung zur Wirkung gebracbt werden kann, um die gleitende Bewegung 
zu zerstdren. 

Ist la <; Y schneidet die Gerade P = ftP die Linie der grossten Com- 

pression CB in einem Punkt LT, bevor sie die Linie keines Gleitens trifft. Die 
Reibung reicbt daber nicbt aus, das Gleiten zu zerstoren. In dem Moment der 
grossten Compression sind die Coordinaten von H 


P=s=/xMFcos o: , P = il^^F cos o: . 

Wenn die Kugel unelastiscb ist, so bat man diese Wertbe von P und E 
nur in die Bewegungsgleicbungen einzusetzen, um die Wertbe von v, co grade 
nacb dem Zusammenstoss zu finden. 

Ist die Kugel unvollkommen elastiscb und bat den Elasticitatscoefficienten e, 
so setzt der darstellende Punkt P seinen Weg fort, bis seine Abscisse E den Wertb 
erreicbt bat 


E~MV cos a (1 --j- e) . 


wird, wie zuvor, tg B' AC' = ^ • • 

2 

1st ft > Y yj — ’ besclireibt der darstellende Punlct eine gebrochene 
‘ 1 -J- 6 

Linie wie ALB' und schneidet GB'^ bevor er B' C' trifFt. In diesem Fall sind 
F'und B die Coordinaten von 15', 

jF’ = Y sin a , B = MV cos « (1 + * 


1st ft <[ 


2 tff OL 

Y Yn — » besclireibt der darstellende Punkt eine nicht gebrochene 

* 1 c 

Linie, etwa ABLK, und schneidet B'C', ehe er SB' trifft. In diesem Fall sind F 
und B die Coordinaten von 

1^= ftilfTcos a (1 + e), jK = ilfF cos a (1 -|- e) . 

Wenn ^ den Winkel bedeutet, den die Bewegungsrichtung des Centrums des 
Balls mit der Normalen zur Wand nach dem Stoss macht, so ist tg/? = ^. Man 
erhalt daher 

5 t^ 

e ’ e 

je nachdem ft grosser oder kleiner als y 

Beisp. 2. Ein unvollkommen elastischer Cricketball wird so geworfen, dass 
er mit der Winkelgeschwindigkeit St urn eine horizontale Axe rotirt, die auf der 
Ebene der von seinem Centrum beschriebenen Parabel senkrecht steht. Grade, 
ehe er den Boden trifft, hat sein Centrum die Geschwindigkeit Y und macht die 
Richtung seiner Bewegung mit der Normalen den Winkel a. Man zeige, dass 
der Abprallwinkel (5 entweder durch 

5 j „ ,2 rSl 


tg|? = T^. 


oder 






7 Fcosa’ 


oder = tg a — ft (1 -|- c) 


gegeben ist, je nachdem ft grosser oder kleiner als 

2 Tx rSt 1 

7cosJl+e 

Beisp. 3. Eine Kugel vom Radius a rollt auf dem Boden mit der Ge- 
schwindigkeit U und stosst normal gegen eine verticale Wand, deren Reibungs- 

und Elasticitatscoefficienten ft und e sind. Ist ft (1 + > Y ^ so endigt d 

Gleiten vor dem Ende der Stossperiode und die Kugel prallt daher mi 
horizontalen Geschwindigkeit — Tie und der verticalen y^ ^ 

wenn man die Momente um den Beruhrungspunkt nimmt. Das Centrum der 
beschreibt darauf eine Parabel und die Kugel trifft spiiter den Boden. 7 

Boden unelastisch und sein Reibungscoefficient ft' <[ e + y » ^ 

nicht vor dem Ende des Stosses auf. Am Ende des Stosses hat das Centru. 

Kugel die Geschwindigkeit — und dieWinkelgeschwindigkeit(2*— 5 ft , 

Die Reibung fahrt fort, als endiiche Kraft zu wirken, so dass die Kugel schlies. 
lich auf dem Boden mit der gleichformigen Geschwindigkeit — Y 

Beisp. 4. Eine dunne gleichformige Schale von der Gestalt einer Ha 
und dem Radius a, deren Basis vertical steht, rotirt mit der Winkelgesch 
keit SI um eine horizontale, durch ihren Schwerpunkt gehende und de; 
parallele Axe. Sie wird mit einem Punkt ihrer Basis in Beriihrung mi 
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festen, r.auben, horizontal en Ebeiie gebracht. Der Elasticitatscoefficient ist e; der 
Reibungscoefficient grosser als 2. Man bcweisc, dass der Beruhrungspunkt der 
Schale mifc der Ebene sick nach dem Znsaminensfcoss in verticalcr llichtung init 

der G-eschwindiglceit zu bewegen beginnt. 

§ 198. Beisp. 1. Man zeige, dass der darstelleudo Punkt P, wenn er sich 
so, wie es oben besclirieben wurde, bewegt, di(i Linie der stilrksten Compression 
kreuzen und dass die Abscisse P des Kreuzimgspunktes positiv scin muss. 

Beisp. 2. Man zeige, dass der Kegelscbnitt, dcssim Gleiobiing, auf und 

P-Axe bezogen, aF^ -\-2hFR-\- a = s ist, untor s (dne Constante verstanden 
eine Ellipse ist imd dass die Geraden keines Gleitens und stilrkster Compression 
den zu der F~ bez. P-Axe conjugirten Diirclimessern parallel sind. Man zeige 
auch, dass der Durchschnittspnnkt der Geraden koines Gleitens und stiUicster 
Compression in dcin Yon den conjugirten Durchinessern gebildeten Winkel liegt, 
welclier den eraten Quadranten enthillt odor in diesein Quadranten on tli alien ist. 

Beisp. 3. Zwei Korper, von denen jeder um eineii histen Pimkt rotirt, stosseii 
widereihander; man suclie die Bewegung grade nacli dem Stoss. 

(r, G' in der Pig. auf S.170 seien die Ibatliegenden Punkte. Niinmt man die 
Momente um die festen Punkte, so kommt man nahezu zu densolben Besultaten^ 
wie in dem dort betrachteten Pall. 

Beisp. 4. Man zeige, dass die bci dem Ziisamnionstoss zweier Korper ver- 
loren gehendc lebendige Kraft aus einer der beiden Ponneln 

verlorene lebendige Kraft == 2 FS^^ — aF^ — 2 & FB — a E- 

= Q) G, + (/ /S; -) — {aG^~-‘nSC+a S^) 
aa' — 

gefunclen werden kann, wenn man unter P, B die ganze zur Wirkung kommonde 
Reibungs- bez. normal gerichtete Kraft und unter , /.% , (7, S die Anfaiigs- und 
Endwertlie der Compressions- bez. Gleitungsgescliwindigkeit versteht. Sind die 
Koiper vollkommen raub und unelastisch, so ist C sowolil als S Null. 


Anlangstewegmigeii. 

§ 199. Bruch einer Sttttze. Ein System von Korpern hefinde sich 
im Gleichgewicht und eine seiner Stiitsen gehe ploMich nacli. Man suche 
die Anfangsbewegimgen der verschiedenen Korper und die Anfangswerthe 
der mischen ihnen besfehenden Keactionen. 

Das Problem, die Anfangsbewegung eines dynamiseben Systems 
zu ermittelu, wird dadurch gelost, dass man die Coordinaten der sich 
bewegenden materiellen Punkte in Potenzen der Zeit t entwickelt. 
(aj, y, ff) seien die Coordinaten eines Korpers des Systems. Der Kiirze 

balber moge der Index Hull die Anfangswerthe bezeiclmen. So gebe ^ 
den Anfangswerth von an. Nach Taylor’s Theorem ist 
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